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ALGORYTM ZACHEANNY DLA PEWNEGO PROBLEMU
SZEREGOWANIA ZADAN CZASOWO-ZALEZNYCH

Streszczenie. W pracy jest rozwazany jednomaszynowy problem szeregowania zadan
czasowo-zaleznych. Czas wykonywania pj zadania j jest funkcjg czasu t rozpoczecia
tego zadania, pj(t) - 1 + Ojt, gdzie aj > 0 dlaj = 0, 1, ... ,n. Zadania sg niepodzielne,
niezalezne, nie ma czaséw gotowosci ani linii krytycznych, a kryterium optymalnosci
uszeregowaniajest taczny czas zakonczenia wykonywania zadan.

Dla danego ciggu wspotczynnikéw aj, j = 0, 1, ... ,n definiowana jest sygnatura,
ktorej witasnosci stanowig podstawe do skonstruowania algorytmu zachtannego.

AGREEDY ALGORITHM FOR A TIME-DEPENDENT SCHEDULING
PROBLEM

Summary. A single machine time-dependent scheduling problem is considered. The
processing time pj of job j is a function of the starting time t of the job, pj(t) = 1 + ajt,
where aj > 0 forj = 0, 1, ... ,n. Jobs are non-preemptable and independent, there are
neither ready times nor deadlines, and the criterion of optimality is the total
completion time.

On the ground of properties of a signature for a given sequence of coefficients aj,
j=0,1,... ,nagreedy algorithm for the problem is constructed.

1 Wprowadzenie

Klasyczna teoria szeregowania zadan opiera si¢ na nastepujacych zatozeniach [2],[5]:
(Zl) w danej chwili czasu kazde zadanie moze byé wykonywane przez co najwyzej jeden
procesor i kazdy procesor wykonuje co najwyzej jedno zadanie,
(22) predkosé procesora w trakcie wykonywania zadania jest niezmienna,

(Z3) czasy wykonania zadan sg wielkoSciami statymi.
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We wspotczesnej (nieklasycznej) teorii szeregowania bada sie modele, w ktérych
jedno lub wiecej z powyzszych zatozen nie jest spetnionych. Odrzucajgc zatozenie (23)
mowimy o zadaniach ze zmiennymi czasami wykonania, w tym w szczegdlnosci o zadaniach
czasowo-zaleznych.

W pracy rozwazany jest problem szeregowania zadan na jednej maszynie, przy
zatozeniu ze czas wykonania pj zadania j jest niemalejgca funkcja liniowga czasu rozpoczecia
zadania t, a przyjetym kryterium optymalizacji jest SCj, czyli suma czaséw zakonczenia
wykonania zadan. Stosujgc notacje wprowadzong przez Grahama i in. [9], tak opisany

problem dalej oznaczy sie symbolem:

1 1Pj(t) = 1+ ctjt| ECj )

Problem ten moze by¢é modelem dla wielu zagadnien praktycznych, w ktérych uptlyw
czasu zmienia warunki wykonania zadania. Do zadan tego typu naleza miedzy innymi:
zabezpieczanie techniczne i medyczne klgsk zywiotowych i katastrof, modelowanie proceséw
uczenia, modelowanie operacji finansowych np. zwiagzanych ze sptatg wielu kredytow oraz
wiele podobnych.

Problem szeregowania zadan czasowo-zaleznych ma juz bogatg literature [1],[5],
Wiekszos¢ znanych wynikéw dotyczy przypadku jednego procesora oraz dwoch
podstawowych kryteriow jakos$ci uszeregowania, a mianowicie dtugosci uszeregowania Cm
i tacznego czasu zakonczenia ZCj. Dla kryterium Cmex w przypadku jednego procesora i
czasOw wykonania postaci pj(t) = pj + otjt problem jest rozwigzywalny w czasie 0(n log n),
a optymalne uszeregowanie wyznaczone jest przez nierosngcy porzadek utamkow ct/Pj
[3]1.[8]. W przypadku wielu procesoréw zaréwno problem P2 | pj(t) = ctjt | Cmex, jak i problem
P2 | pj(t) = Pj + ctjt | Crmex sg NP-trudne [12]. Dla kryterium ECj rozwigzanie wielomianowe
znane jest tylko dla przypadku jednego procesora oraz czaséw wykonania zadania postaci
Pj(t) = ctjt [15], natomiast przypadek wieloprocesorowy jest juz NP-trudny [4],[12]. Problem
minimalizacji 1Cj dla przypadku jednego procesora z czasami wykonania py(t) = Pj + ctjt jest
otwarty, nawet jesli pj = 1 [6], [7], [14], Znane sg dla tego problemu jedynie pewne warunki,
ktore musi spetniaé uszeregowanie optymalne (V-ksztaltno$¢, wiasnos$¢é symetrii, wybor
pierwszego elementu), co pozwala obnizy¢ ztozono$¢ z 0(nn) do 0(2").

Otwartos¢ problemu 1|pj(t) = 1+ ctjt | SCj byta powodem podjecia w niniejszej pracy

dalszych badan, ktérych wynikiem jest algorytm zachtanny o ztozonos$ci wielomianowej
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oparty na badaniu sygnatur dla ciggu a= (a,, a2 ..., a n), gdzie tfij= 1+ajdlaj= 1,2, ... ,n,

Z (to= 1+ao ustalonym.

2. Sygnatury

Rozwazany w pracy problem szeregowania zadah ma nastepujacg charakterystyke.
Zadania wykonywane s3a na jednej maszynie, czasy wykonania zadania opisane sg
niemalejacg funkcja liniowa pj(t) = 1+ Ojt, gdzie 9§> 0dlaj =0, 1, ... ,n, a tjest czasem

rozpoczecia zadania. Szukamy takiego uszeregowania zadan, aby zminimalizowa¢ sume

n
czasow zakonczenia C j, gdzie
0

Co=1, Cj=Cj, + Pj(Cj.iy= 1+ (1 + aj)Cj.,, j=142,...,n (2)
Wz6r (2) mozna zapisa¢ jako ztozenie funkcji fj(t) = t + pj(t) = 1 + Ojt, gdzie

Oj=1+ajat=0. Mamy wowczas dlaj =0,1,... ,n
Cj=fj(fj-i(... (fo(1))...)) 3
Zadania sg w petni scharakteryzowane przez ciag wspotczynnikéw 6= (Oo,a,,..., a"),

a problem optymalnos$ci uszeregowania jest rownowazny znalezieniu takiej permutacji ciggu
a, aby ECj byta minimalna. Ze wzoru (3) wynika, ze jezeli rozpoczynamy w czasie t = 0, to
wartos¢ wspoétczynnika pierwszego zadania w rozwazanym uporzgdkowaniu, Ojoj, nie ma
wplywu na wartosci wspoétrzednych wektora C = [Co, C,, ... ,C,]. Zatem dla dowolnego
ciggu a= @ aj poszukiwana optymalna permutacja musi spetnia¢ warunek

O(c]= max {oa} [14]. Niech a= (a,, ..., aj jest podciggiem ciggu a = (aga, fl,, ... , ANz

0@ maksymalnym, a a = (ca,, On-i, ... , ci\) oznacza odwrotngpermutacje ciggu a. Stosujac

wzor (3) przy t = 0 otrzymujemy nastepujace wzory na sktadowe wektora C(a) = [Co, C,, ...

C
Co=Il, Ci=aCo+1 ,..., Cn=anCni+ I,
przy czym oznaczenie C(a) podkresla zalezno$¢ wartosci sktadowych wektora C od porzadku

elementow ciggu a. Powyzszy wzor rekurencyjny mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
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"1 0 . 0 0' Co' t
«1 1 .0 0 g i
0 -a2 .. 0 O = i @

0 0 .« < 1 c,_ i
lub krotko A(a)C(a) =d(l), gdzie A(a) jest M-macierza [16] dang wzorem (4),
C(a)= [Co, Ci,---,Cn]T, d(l) = [1,1,...,1]T e 5R*+1 Macierz A(a) mozna roztozy¢ na iloczynn

macierzy elementarnego przeksztatcenia nieunitamego [11] Af(a) = Ln(a)Lni(ct)---L|(a),

gdzie
i 0 0 0 0
0 0 1 0
L@= o o . -a. =12,
0 0 -a,aM 0
0 0 1 0o .. 1_

Macierz odwrotna L (1(a) ro6zni sie od macierzy L,(a) tylko znakiem elementéw lezacych pod

gtdwna przekatng w i-tej kolumnie. Zatem [11]

1 0 0 . 0 0
«i 1 0 . 0
A\a) =L["(d)L]‘(@)..L.~"' (a) = a,a2 ) 1 . 0 0
a,n2.a, az2.a, al}.an e 1
Wspotrzedne wektora C(a) = A"(a)d(l) i wektora C(a) = A**(a)d(l), dla a = (o*, fli)

wyrazaja sie odpowiednio wzorami:
Qi(M)= 1™~ a,a,"x..aj, Cj(a)—1+ ~ an-j+ian-j*2—an j—0,1,...n.
i- /-B-j+1
Bezposrednio z definicji || < [ji [10],[11] i wzoru (5) wynika nastepujacy wniosek.
Wniosek 1. Kryterium optymalnosci uszeregowania ZCj jest rownowazne kryterium [|C(a)[li.
Ponadto, poniewaz A'l(a)d((3) = A'‘(a)d(l)p, gdzie d(P) =[P, p, ..., P]Te 5R oraz

|IpC(a)|]i = p||C(a)||i, mozna sformutowaé wniosek:
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Whiosek 2. Problemy 1| pj(t) = 1+ ajt | ECj i 1 |pj(t) = p + ctjt | ECj, gdzie P > 0, sg
réwnowazne.
Dwie nowe miary, F(a) =||[C(a)|li- (n+1) i M(a) =||C(a)|m dla wektora C(a)

zdefiniowano na podstawie norm Ip Holdera w przestrzeni 92 [10]. Poniewaz

IC@l, =T C,,al|C@)|M= max {C3}s CmM zatem miary te wyrazaja sie wzorami:
I .

0 osJs"'

F («)-Z» Z a>-aj I M(@)=1+ 2z a,-«. (6)

7-i r-i i

Niech n n oznacza zbior permutacji ciggu (1,2....n). Jezeli 7tenn jest pewna
ustalong permutacjg, woéwczas przez a* oznaczamy odpowiednig permutacje ciggu
a=(ai, fl2. «s>an)- F(a)-problemem bedziemy nazywac¢ problem minimalizacji funkcjonatu
F(a) po wszystkich permutacjach n e Il ,» Niech a= a”. = (aj, a’) bedzie optymalnym
rozwigzaniem F(a)-problemu, wéwczas a = (a,,, On-i, ai) jest robwniez rozwigzaniem
optymalnym (wasno$¢ symetrii) oraz a . jest V-ciggiem [14], tzn. jest on nierosnacy dla

i= 1,..., m oraz niemalejacy dlai=m,..., n, gdzie 1<m <n.

Dladanego ciggu a = (ai, ai,..., a n) zdefiniujemy dwie sygnatury.
S”(a) =M() - M(a) i SHa) = M5+ M(a) ©)
Dany jest ciagg a=(ai, ai, ..., On) oraz dwie wielkosSci a, p. Niech aL= (ala]P) i

aR=(P|aJa) oznaczaja konkatenacje ciggu a z elementami a, p we wskazanym porzadku.

Lemat 1. Dla danego ciggu a oraz elementéw a i p, niech aL= (ala|P) oraz aR=(P|a]a).

Woweczas prawdziwe sg rownosci:

F(ah = F(ala]P) = F(a) + aM (a) + pM(a) + a-a-p,

F(aR = F(Plaja) = F(a) + pM(a) + aM (a) + a-a-p,
I
gdziea-a -p=a-(fla, )-p.
i-1
Dowod. Petny dowod mozna znalezé w pracy [6].
Jako wniosek z lematu 1 oraz zgodnie z definicjami sygnatur S"(a) i SHa) mozna

otrzyma¢ wzory na sume i réznice wartosci funkcjonatu F(-) na ciagach aLi aR

Lemat 2. Zgodnie z notacjg z lematu 1, prawdziwe sg nastepujgce tozsamosci:

F(ala|P)-F(Pla)a) = (a-p)S-(a),
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i (F(ala|P) + F(P|flla)) =F(a) + i (a + p)SH a) + a-a m.

Na podstawie powyzszego lematu mozna okre$li¢ strategie dotgczania nowych
elementdw a, P do danego ciggu a, tak aby warto$¢ funkcjonatu F(-) malata. Nastepujace
twierdzenie jest gtownym wynikiem w tym rozdziale.

Twierdzenie 1. Niech a > 1i p > 1 bedg danymi wielko$ciami oraz niech a bedzie danym
ciggiem F(a)-problemu. Wowczas rownowazne sg nastepujgce pary nierbwnosci:
() F(alalp)z F(plola) i (a-P)S"(a)< O,
(b) F(cclajp) > F(ploja) i (a-P)S"(a)2: 0.
Z lematu 2 i twierdzenia 1 wynika, ze zachowanie sygnatury S~(-) moze by¢ podstawa

strategii zachtannej rozwigzania F(a)-problemu.

Twierdzenie 2. Niech a={a\, a2, ..., t3,) bedzie uporzadkowanym niemalejgco ciggiem dla
F(a)-problemu, u ={a\, a2 ..., dki), a = ak p = a k+l, gdzie 1<k < noraza < p. Wowczas:
(a) S'(u) £ 0 =>F(alalP) < F(Pla]a),

(b) S'(u) < 0 =>F(aj«JP) > F(P|ala).

Dowod. Implikacja wynika z twierdzenia 1oraz z faktu, ze a-p < 0.

3. Algorytm zachtanny

Niech a= (at, a2 ..., a") bedzie uporzadkowanym niemalejgco ciggiem dla F(fl)-
problemu, a u oznacza V-cigg ztozony z pierwszych k > 1 elementdw ciggu ., dla ktérego
aktualna warto$¢ funkcjonatu F(-) wynosi F(u). Niech a = a™+i i P = a.k#2, a < p, beda dwoma
kolejnymi elementami ciggu <1 Przyjmujac uL = (au|P) i uR = (p|ula) otrzymujemy dwie
mozliwos$ci rozszerzenia jednoczesnie prawej i lewej gatezi V-ciggu. Proponowana strategia
zachtanna polega na takim wyborze rozszerzenia, aby warto$¢ funkcjonatu F(-) bya

najmniejsza. Niech ponadto 001 = Orlni%(n{cl}.

Algorytm zachtanny dla problemu 1 1pj(t) = 1+ ctjt | EC]j
Wejscie: cigg a. = (eto, @\, ..., a,,), gdzie flj= 1+aj dlaj =0,1,..., n
Woyjscie: suboptymalny V-ciagg u = (do), Ui, W& ..., u,,) otrzymany z ciggu a

Krok 1: {przygotowawczy} sortowanie ciggu a w porzadku niemalejacym, CN\\ < ...< § o\
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Krok 2: {petla gtéwna}

Ifn nieparzyste then
begin u—(a,,.);
fori:=2 to n-1 step 2 do
if S'(u) 2 0 then u := (zHiH]u| 0 (T) else u := (o™ul O(iH]);
end
else {n parzyste}
begin  u := (0", 0(2));
fori:=3 to n-1 step 2 do
if S'(u) s Othen u:=(0O~M 0(;,) elseu:= (0(L,101 %,,,);
end

Krok 3: {koficowy} u:=(O (0]ju).

Przyktad 1. Niech o = (2, 3, 4, 6, 8, 16,21). Optymalny V-cigg ma posta¢ o* = (21,8, 6, 3, 2,
4, 16) z wartoscig kryterium £Cj(o*) = 23226 (F(a*) = 23219). Proponowany w pracy
algorytm generuje cigg u = (21, 8, 6, 2, 3, 4, 16), dla ktérego ZCj(u) = 23240. Inne znane
heurystyki np. HI, H2 z pracy [14] dajg odpowiednio V-ciggi: Ohi = (21, 8, 4, 2, 3, 6, 16) i
2= (21, 6, 3, 2, 4, 8, 16) z wartosciami kryterium uporzadkowania odpowiednio
ICj(OHi) = 23418 i ECjCflfu) = 24890.

Przyktad pokazuje, ze chociaz w ogélnym przypadku algorytm nie daje rozwigzania
optymalnego, to czesto zachowuje sie lepiej niz inne znane heurystyki. Mozna ponadto

przypuszcza¢, co potwierdzaja eksperymenty, ze w przypadku ciggéw arytmetycznych

algorytm generuje rozwigzanie optymalne.

Przyktad 2. Niech a = (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Algorytm generuje optymalny V-cigg a* = (8, 6, 5,
2, 3,4, 7) z minimalng warto$cig kryterium ECj(a*) = 27494. Rozwiazania otrzymane za
pomocaheurystyk HI, H2 [14] majgposta¢ Ohi = (8, 6, 4, 2, 3,5,7) i Om = (8, 5, 4, 2, 3, 6,
7 z wartosciami  kryterium  uszeregowania odpowiednio; ZCj(OHi) = 27519 i

£Cj(aHD) = 28131.
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4. Przypadek wspdtczynnikéw naturalnych

Zaproponowany algorytm zachtanny znacznie sie upraszcza, gdy elementy ciggu a sg
kolejnymi liczbami naturalnymi. Wynika to z faktu, ze w petli gtownej algorytmu nie trzeba
oblicza¢ wartos$ci sygnatury S~(u), poniewaz jej znak zmienia sie cyklicznie. Koszt algorytmu
wynosi zatem 0(n log n).

Sygnature S~(a) =S~ dla n elementowego ciggu a zapiszemy teraz w postaci:

m m-m n-ni n

S;-£. a'-a* ~ E_ a”-i*i-a» + I; adiem«+/ " E_ “rA -1"m in (8
o <1 -1 -1

’

Z powyzszego wzoru wyprowadzimy reprezentacje sygnatury, oddzielnie dla parzystej
i nieparzystej liczby elementéw ciagu a.

Lemat 3. Niech a= («i,..., an). Jezelin=2m, to

Si. = E FiO)@i-a»-/ti - a+/-adp

gdzierit(m) = 4, Tjim)= 1+ a m_i+2... a m+i-i dlai=2,3,..., m.

Jeslin=2m- 1, to

-1
Si.., = E
/-1
gdzie Qi(m)=1+am.i+i..am+i-idlai=1,2,.... m -1

Dowod. Petny dowdd mozna znalezé w pracy [6].
Niech a= (1, 2, ..., n). Eksperyment obliczeniowy przeprowadzony dlan = 2, 3, ...,17

generuje optymalne rozwigzanie F(a)-problemu, odpowiednio dlan=2m in = 2m-I| postaci:

m=1 12 312
m=2 4123 43125
m=3 541236 7431256

Takie samo rozwigzanie otrzymamy stosujac algorytm zachtanny. Pokazemy, ze nie
wymaga to obliczania sygnatur, poniewaz ich znaki zmieniajgsie cyklicznie.

Niech cigg a dla F(a)-problemu ma odpowiednio posta¢:

dlan=2m, a=(rm+ (-hm ..., r2+ 1,ri- 1,n, r2, ..., rm,

dlan =2m-I, a=( smi+2,...,s2+2,Si +2,5sj,s2 ..., sm), ()
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gdzie
rt=2k- j((-k+ 3)+ 1, k=1,2.. mdlan =2m,
K= 2k - j((-1)k+ 3), k=1,2, mdlan=2m-Il.
Stosujac lemat 3 dla ciagu a danego wzorami (9) otrzymujemy:
Lemat 4. Niech n = 2m (przypadek parzysty). Woéwczasdlam =1,2,...
i

Sl», = £ Ti<mpr, + (D)=, + (DH") - r...xa),

.
gdzierlilm) = 1, r*m) = 1+ (ri ... n-OtOn - 1)... (rtM+ (-1)1)] dlai=2,... ,m.

Stosujgc reprezentacje sygnatury podang w lemacie 4 sformutujemy gtdwne
twierdzenie tej czeSci pracy.
Twierdzenie 3. Niech n = 2m i niech a bedzie ciggiem danym wzorami (9). Wowczas dla

kolejnych sygnatur parzystych S2m+2 >Sj* prawdziwy jest nastepujacy zwigzek:

IMF i
SL.+2 = + D7+ Z TKn)(r, +  (-1)7)..(r, + (-1)™),
i-1
gdzie sygnatura S i wspotczynniki rjj sg zdefiniowane jak w lemacie 4. Ponadto prawdziwa
jest nastepujaca tozsamos¢:
ti +1
ANawv+2 = Rm[("]) + ©m], gdzie 0 m= -je-(rm+i + (-1) )iRm= £
i-1

Analogiczne zwigzki mozna sformutowac dla przypadku nieparzystego.

Lemat 5. Niech n = 2m - 1 (przypadek nieparzysty). Wowczas dlam = 1,2,...
m- 1
so,-1 = £ OY[(*( + 2)(s,. 0+ 2) - t
iml
gdzie (Oi(m)= 1 +(si ... S)[(si +2)... (sm+2)] dlai=1,2,... ,m - 1L
Twierdzenie 4. Niech n = 2m + 1iniech a bedzie ciggiem danym wzorami (9). Wéwczas dla

kolejnych sygnatur nieparzystych Sj,,, +, i S2,_, prawdziwy jest nastepujacy zwigzek:

S;.., = (Sm + 2)s;mu + (_i)_"/% » ()N, "),

gdzie sygnatura S2, i i wspotczynniki o, sg zdefiniowane jak w lemacie 5. Ponadto

prawdziwajest nastepujgca tozsamosc:
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m
S 2,+, =Qm[(-)ml + rnj, gdzie Tm= (sm+2)iQm=£ a,(m)s,+,
/-1

Zgodnie z twierdzeniem 2, w strategii zachtannej interesuje nas jedynie znak
sygnatury. Przeprowadzony eksperyment obliczeniowy pokazat, ze skiadnik Om z
twierdzenia 3 spetnia nierownos$é |0nm <0.8dlam=1,2,1000. Podobnie dla sktadnika Fm

z twierdzenia 4 otrzymano oszacowanie |[Mi< 0.73 dlam = 1,2,..., 1000.

Hipoteza 1. Znaki sygnatur S i Stn_, zmieniajg si¢ zgodnie ze wzorem
sign(SjJ - sign(S_,) = (-If,m 2:1.

Hipoteza 2. Proponowany algorytm zachtanny generuje w przypadku ciggu aj =j,j = 1,...,n

rozwigzanie optymalne problemu 1 1pj(t) = 1 + cyt| ECj.

5. Podsumowanie

Znalezienie takiego rozwigzania uktadu A(a)C(a) = d(l), aby ||C(a)||i byta minimalna
po wszystkich permutacjach ciaggu a= (a\, aa, ..., On), jest réwnowazne rozwigzaniu
problemu 1 | pj(t) = 1 + otjt | ECj. Na podstawie norm Ip Holdera zdefiniowano pojecie
sygnatury S'(a). Wiasnosci sygnatury odgrywaja kluczowga role w zachtannej strategii
budowy ciggu suboptymalnego. Przeprowadzone eksperymenty obliczeniowe skianiajg do
sformutowania hipotezy, ze w przypadku ciaggu a = (fl), aa, ..., On), gdzie a\= i + 1dlai=],
2, ...n, lub ogo6lniej ciggu arytmetycznego, algorytm generuje rozwigzanie optymalne w

czasie 0(n logn).
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Abstract

In this paper we consider a single machine scheduling problem with time-dependent

processing times of jobs and the total completion time criterion. The processing times are in

the form of pj(t) = 1 + ajt where oj > 0,j = 0, 1, ..., n, and t is the starting time of ajob. Jobs
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are non-preemptable and independent, there are neither ready times nor deadlines. We wishto
I

minimize the total completion time C ,,where Co = 1, Cj = Cj-i + pj(Cj-i) = I+(I+ccj)Cj.|
J-0
forj=1,2,... n
We will apply two Ip-norm related measures [9] to the vector C(a) = [Co, Ci,...,C,]T
namelyF(a)=~ ~» ar.Mj = ||IC@)|li - (n+1l)and M(a)= 1+ ~ ar.a, =]|C(a)|m
Imio i /-1

We will refer to minimizing of F(a) as to F(a)-problem. According to [14], ifa= a

is the optimal solutionof the F(a)-problem, then a = (a®, a”~.[, ... , a{) is also optimal
solution of the F(a)-problem. Moreover, such optimal sequence a_. must have a V-shape
[14]. (This means that the sequence is non-increasing forj = 1, ...,m, and is non-decreasing
forj =m,..,,n, where 1<m < n. We will call such sequences V-sequences).

For a given sequence a = (al;..., a"), define two signatures of a:

S“@a)=M(a)-M (a) i SHa)=M() +M(a)

We construct an algorithm for F(a)-problem using notion of signatures and the

following lemma:
Lemma. For a given sequence a and two numbers a, p, let aL= (ala|p) oraz aR= (P[flja).
Then there hold the equalities:
F(alaJP) - F(P)a)a) = (a - p)S~(a),
i (F(@aMp) + F(pMa)) =F(a) + j (a + P)SH a) + a-a p.

Though the proposed algorithm is not optimal in general, we suppose that it is optimal
for arithmetic sequences. On the ground of obtained results we proposed a number of
formulae describing signatures for the case of the sequences when q =j + 1,j = 1, 2, ...,n.
These formulae, together with conducted computational experiments, lead to another

conjecture: in the case of arithmetic sequences one can construct an optimal schedule for the

problem without calculating signatures S*“(u).



