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PRZEJSCIA FAZOWE W SZEREGOWANIU ZADAN CZASOWO-
ZALEZNYCH

Streszczenie. W pracy rozwazamy ztozono$¢ problemu szeregowania postaci
1] p.{t)=\+ajt |||C|lp jako funkcje parametrup. Dowodzimy istnienia takich

liczb po < pi, ze w kolejnych przedziatach: (1, p0], (po < pi], (pi ,+<»)

ztozono$¢ wyrazona jest odpowiednio wzorami: 0(2”), 0(nk +nlogn),
O(nlogn), gdzie k=1,2,...,0(f(n)),. Wyniki te ujawniajg wewnetrzng nature
badanego problemu dostarczajgc argumentéw, ze dla 1~ p < po nalezy

oczekiwa¢ ztozonosci 0(2”). Zastosowaniem rezultatbw sg wielomianowe
metody przyblizone dla kryterium ||C||j = ZCj.

PHASE TRANSITIONS IN TIME-DEPENDENT SCHEDULING

Summary. In the paper we study the complexity of the linear time-dependent
problem 1 | rj{t)= 1+ay | ||C||p as a function of a parameter p. We show that

there exist numbers po < pi such that in the intervals (1, po], (po< Pi], (pi >0°)

the complexity is given by 0(2”), 0(nk+nlogn) and O(nlogn), respectively, for
k=1,2,...,0(f(n)). Such approach explains intrinsic nature of the problem and
gives a basis for construction of approximate algorithms in the case of
liciirscj.

1 Wprowadzenie

W pracy rozpatrujemy problem szeregowania zadan czasowo-zaleznych, w przypadku
liniowym, dla kryteribw normowych. Problem ten bedzie oznaczany symbolicznie

nastepujaco

1| p/0=I+cxjt 1]||IC|p 1)
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gdzieaj>0dlaj =0, 1 n, C=[CQ,Cj,...,.Cn]T, toznacza czas startu j-tego zadania, Cghl,
Cj=Cj_|+pj(Cj_[)=1+aiCj.i oznaczajg czasy zakonhczenia j-tego zadania, przy czym Oy=l+a.

dla_/=I,2 , Symbol ||C||p oznacza norme Holdera (inaczej Ip-norme) [10] wektora C, to

znaczy |ICllp = (JT "jCj I")" " dla 1 :£p < +co oraz HCH«, = max {|C-:j=0,...,n} dla p = -fos.
Powyzszy problem szeregowania (1) polega na wyznaczeniu takiego uszeregowania n+l
zadan, lub takiej permutacji ciggu a , gdzie a = (a0,a a,,), ze warto$¢ normy ||C]|p jest
najmniejsza z mozliwych.

Problem szeregowania zadan czasowo-zaleznych majuz bogatg literature. Szczeg6lny
przypadek rozpatrywanego problemu dotyczacy kryterium Cmex, czyli problem 1 | Pj(t)=/m
+0jt | \\C\\,,, gdzie aj, Pj >0dlaj - 0,l,..n, jest rozwigzywalny w czasie 0(n\ogn) poprzez
takie uszeregowanie zadan, ze utamki aj/Pj tworzg ciag nierosnacy ([1], [3], [9], [14]). Znane
sg takze wyniki dotyczace problemu (1) dla kryterium ZCj, tzn. 1| Pj(t)=1+ajt | [|C|li ([2],
[4], [6], [8], [11], [12], [13]; por. tez [5] i [7]). Jednak nadal nie jest znany wielomianowy
algorytm rozwigzujacy problem (1) dla kryterium [|C|[]J=ECj. Co wigcej, nie majak dotad
dowodu na to, ze taki algorytm nie istnieje. W [12] dokonano dwoch istotnych spostrzezen.
Po pierwsze, warunkiem koniecznym na to, aby ciag a = (aQ a a tt) tworzyt optymalne
uszeregowanie dla kryterium ||C|[j=£C]j, jest to, aby byt V-ciggiem ([4], [12]). Po drugie,
najlepszg strategia, takze w przypadku ciggu optymalnego, jest, aby zadanie odpowiadajgce
maksymalnemu elementowi w ciagu byto przetwarzane w pierwszej kolejnosci. Oznacza to,

ze bez zmniejszenia ogo6lnosci zawsze mozemy przyjmowac, ze aQ jest najwiekszym

elementem ciggu a i rozpatrywac jedynie permutacje pozostatych elementéw ciggu a w celu
wyznaczenia optymalnego uszeregowania zadan.
W pracy przedstawiamy metode, ktora wypetniajagc luke dotyczaca statusu problemu

(1) dla posrednich kryteriow normowych, czyli dla norm Holdera |-[|p, gdzie 1 < p < +«.

dostarcza dodatkowych informacji wspierajgcych hipoteze o wykadniczej ztozonosci

problemu (1) dla kryterium ||C|j=ZCj. Przy okazji rozwijamy analityczne $rodki badania

rozpatrywanego problemu oraz wskazujemy na metode konstrukcji przyblizonych
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algorytméw o ztozonosci wielomianowej dla kryterium ||C|[j=2Cj. Metody te przenoszg sie
na ogdlniejszy przypadek 1|Pj= Pj+ otjt|||C||(p dla tzw. norm modularnych I[jCH*w Rn+l.

W dalszym ciggu wygodniej bedzie zastapi¢ tradycyjne oznaczenia i pisa¢ Xj zamiast
Cj , x w miejsce symbolu C oraz przedstawi¢ problem (1) w postaci matematycznej, ktora

nazywac bedziemy kanoniczng. Dzieki mozliwo$ci ustalenia pierwszego elementu w ciggu a
= (a0,aj,...,an) jako mcaj{aj} (por. [12]) i rozpatrywania permutacji tylko pozostatych
elementéw przyjmijmy, ze a = (aj, &, .. An), gdzieaj= 1+ aj, a> 1,dlaj = 1,2, ... ,n.
Problem (1) mozna zatem zredukowac do zagadnienia wyznaczania takiej permutacji i f eFIn,

ze([4])

lIx (ajt*)llp = ne6nnp (2)
przy czym a” oznacza tutaj permutacje n ciggu a = (aj, a2 .. ,a,), wektor x(a7l) jest
rozwigzaniem uktadu réwnan A N) x(a7) = d(l), gdzie d(I)=[I,I,...,1]1T 6 Rn+l, a macierz

A(a), dla ciggu a = (ai,a2 ... ,an), zdefiniowanajest nastepujgco

ml 0 .. 0 O
« 1 .. 0 O
0 -2 . 0 O

0 0 m-g, 1

W dalszym ciggu zaréwno permutacje optymalng jak i dowolng cho¢ ustalong permutacje
wyjsciowego ciggu a oznacza¢ bedziemy tg samg literg a, co nie doprowadzi do
nieporozumien. Nietrudno zauwazy¢, ze macierz A“'(a) = [c,] istnieje, przy czym Cjj=0 dla
i<j oraz cjj=cij...aj_] dla i >} gdzie 1=1,...« oraz y=l,...,n+l. Jest to macierz unimodalng
podczas gdy macierz A(a) jest M-macierzag. Wektor x(a) = [xo(a), xi(a),...,xn(a)]T stanowi
tylko inne oznaczenie wektora C = [Co, Ci,...,Cn]T z problemu (1). Ukfad réwnan A(a) x(a) =

d(l) jest macierzowym zapisem zwigzku rekurencyjnego x0=1, X|=a]X0+I, x-f=a-jxj+1, ...,

W n -1+l ze sformutowania (1) problemu okre$lajagcego czasy zakonczenia kolejnych

zadan w rozpatrywanym porzadku. Poniewaz I=x0(a)<xj(a)<...<xw(a), wiec |[x(i2)]|c0= xn(a).
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2. Podstawowe rezultaty

Niech b=a(aq -o-cr,*,) oznacza wyjsciowy ciagg a = (ai, a2, .., an), w ktoérym

przestawiono elementy aqoraz agH. Niech x(b) oznacza rozwigzanie uktadu A(b) x(b) = d(l).

Lemat 1 ([4],[6]). Niech g e {],...,n-1}. Wowczasdla i = oraz n¢ 2
<1
iac ~ ai/)Jz"jaj+f-aiI-\ >?=>
.0
0 q>i.

Poniewaz dla 1<p < +00 norma Héldera || jest funkcjgrézniczkowalngwe wnetrzu
dodatniego stozka w Rn+l, dlatego mozna zastosowaé twierdzenie o wartosci $redniej. Mamy
IML=IMIp+ v I|x0lIl>(y-x), gdzieryeR"11,x >0 iy > 0,x9= 0x + (1-0)y dla pewnego 0e(O,l)
natomiast V|Ix9||p oznacza gradient normy ||-|lp w punkcie Poniewaz w rozpatrywanym
przypadku x=x(a) > 0 oraz y=x(b) > 0, wiec takze x*(a) > 0 dla j=0,l,...n. Ostatecznie

mozemy otrzymac¢ wz6r Taylora w postaci ([4], [6]) [x(d)llp = |[x@)|* + Vipce(@)|lp (x(b) -

x(a)), gdzie x6(a) = 0x(a)+(1-0)x(b) dla pewnego 0e (0,1) oraz

V|| 11,= @ . Stad wynika wazny dla naszych rozwazan lemat ([4],
\'x 'm ,j

(61, [7D)-

Lemat 2. Niech A(a)x(a)= d(l), A(b)x(b)-d(l)- oraz b=a(agO ). Woéwczas dla
wszystkich 1 <p <+co

**(«)
Ix \a) ||p

gdzie aj, 02, ..,aqi sg zawarte w pierwszej sumie, ag+? ... ,an sg zawarte w drugiej sumie w

"ta) '1a )

17%0) 1,-11 Xl «

wyrazeniu  A(a, q,p) =Y!"oakl a?i “ X" 4+ ~-a,. Elementy aq i am

wystepujg tylko w (aq- ag+i). JeSli p =+og to |[|x0)II, -||x(a)l|];;=(a, -a,+)-<Vi-a«
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Jako wniosek otrzymujemy twierdzenie stanowigce pierwszy etap naszych rozwazan.

Twierdzenie 1 ([4],[6],[7]). Niech 1 <p <+o00 oraz niech a Jest uporzadkowaniem
wyjsciowego ciggu realizujgcym minimum dla kryterium |[|xfa”l||p (zrelZ) w rozpatrywanym
zagadnieniu (2). Wowczas dla kazdego q=1,2,....,n-1 istnieje 9 e (0,1) takie, ze albo

0) ag®\ ~aq”"® Oraz A(°> p)- 0 alb®

(i) flL+1-a?>0 oraz A(a,q,p)z0,

gdzie wyrazenie A(a,q,p) zostato zdefiniowane w Lemacie 2.

Dowdd. Skoro [|x(a)||p osiaga najmniejsza z mozliwych wartosci, to dla dowolnej
transpozycji b=a(aq aqt]) w ciagu a otrzymujemy [[x(b)||p - |Ix(d)|[p > 0. Teza wynika
wprost z Lematu 2.

W dalszym ciggu niezbedne sg jednostajne oszacowania utamkéw postaci %(](_{_a_))

a{a
wystepujacych w wyrazeniu A(a,q,p). Zachodzi nastepujacy Lemat.
Lemat 3 ([4],[6]). Istnieje a,, (a) >1, niezalezne od 6,j oraz q (j > q) takie, ze spetnionajest
nieréwnos¢
1+ cr;'(a)<'/i @) <o0-ja).
A («)

W szczeg6lnosci mozna przyja¢, zean(a) =maxxtn_| x(a!n\\p, czyli maksymalng z
mozliwych warto$ci rozpatrywanego kryterium uszeregowania.

Na mocy tych oszacowan oraz Twierdzenia 1 otrzymujemy wynik dotyczacy istnienia

wspomnianych wyzej liczb 1< po < pi < +°0, stanowigcych punkty przejs¢ fazowych (rys. 1).

Twierdzenie 2 ([4],[6].[7]). Istnieja liczby po, pi spetniajace warunek 1 <po <pi < +ootakie,
ze: (i) dla wszystkich pi <p < 4+ (skonczonych lub nie) problem (2) dla kryterium || j|
moze by¢ rozwigzany w czasie O(nlogn); (ii) dla wszystkich 1 § p § po problem (2) dla
kryterium ||-|] moze by¢ rozwigzany w czasie 0(2n) (lub w czasie wielomianowym, o ile taki
algorytm istnieje).

Aby doktadniej zbada¢ ztozono$¢ problemu (2) dla kryterium ||| przy po < p < pi,

nalezy doktadniej zbada¢ zachowanie sie funkcji A(a,q,p), uwzgledniajac wszystkie mozliwe
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permutacje ciggu a = (ai, a2, .. ,a,) oraz wszelkie nie znane a priori wartosci parametru O e
[0,1]. Z uwagi na obecnos$¢ wielu technicznych lematéw przedstawimy metode postepowania
wykorzystujac ponizszy szkic (rys. 1). Na osi poziomej odtozono wartosci parametru
q=1,2,...,n-1 zwigzanego z transpozycjami b=a(aq at+l) optymalnego dla kryterium |4
ciggu a. Zwracamy uwage na trudno$¢ polegajagca na tym, ze moéwiac o permutacji optymalnej
jeszcze nie wiemy, jaka konkretnie warto$¢ parametru p jest rozpatrywana. Na o0si pionowej
odtozono warto$ci parametru 1< p < +co.

Krzywa G obrazuje miejsca zerowe funkcji (q,p) =A{a,,,q,p) dla konkretnej
permutacji 7t enn, podczas gdy wyrazniej zaznaczone krzywe F obrazujg gdrne i dore

obwiednie tych miejsc zerowych. Ich przebiegjestjuz niezalezny od 0 e [0,1].

Rys. 1.0bwiednie miejsc zerowych funkcji D(a,q,p)
Fig. I.Enveiopes of zéros of the functions D(a,q,p)

Obwiednie te wyznaczamy obliczajgc explicite miejsca zerowe dla minoranty i
majoranty funkcji (q,p)-> A(a,,,q,p). Minoranty i majoranty tej funkcji uzyskujemy ra
podstawie oszacowan z Lematu 3. Mozna pokaza¢, ze te obwiednie mozna wyznaczyt
punktowo w sposéb doktadny w czasie 0(n log n), poprzez odpowiedni wybor permutagji
wyjéciowego ciggu a ([7]). Skoro tak jest, to mozemy taka warto$¢ p< gdrnej dowiedni
wyznaczy¢ w punkcie q=n-k+I, odlegtym o k punktéw (k transpozycji) od q = n
(k=0,1,2,...). Zwracamy uwage, ze bioragc teraz pk<p<px oraz odpowiadajgce®
kryterium normowe |- w (2) mozemy przecina¢ (dzieki opisanej konstrukcji) zbior megs
zerowych funkcji (q,p)->A(ax,q,p), a zatem i zbiér miejsc zerowych dla przypado
optymalnej permutacji n , w ten sposéb, ze na prawo od punktu H (rys. 1) pozostaje zanse

nie wiecej punktéw niz w przypadku punktu B - czyli co najwyzej k punktéw. Ziracam)



PrzejScia fazowe w szeregowaniu... 169

takze uwage, ze liczbe tych punktow k wybieramy a priori i dlatego bedzie ona swoistym
regulatorem ztozonosci dla wspomnianych wyzej kryteriow normowych w (2).

Whiosek ten jest kluczowy dla naszej metody. Wobec Twierdzenia 1 fakt przecinania
linig pozioma miejsc zerowych funkcji (q,p) »A(a,,,q,p) dla optymalnej permutacji n
ciggu a oznacza, ze na lewo od tego punktu przeciecia (to znaczy dla g mniejszych) funkcja
A(ax,q,p) przyjmuje wartosci ujemne, co wobec optymalnosci ciggu a = a,, a wiec i
nierownosci |[x(b)|| - |x@)|lp > 0, pocigga konkluzje, iz cigg optymalny a = a. dla tych
wartosci @ musi by¢é malejgcy. Odwrotnie, na prawo od tego punktu przeciecia (dla q
wiekszych) A(ax,q,p) przyjmuje wartosci dodatnie, a wiec ponownie wobec optymalnosci
rozpatrywanego ciggu (tj. wobec |jx(b)|tp - |x@)|lp > 0, przy wszystkich transpozycjach
b=a(aq-o0-at+|)) na mocy Twierdzenia 1 otrzymujemy, ze druga cze$¢ optymalnego ciggu
a=a, musi by¢ niemalejgca. Oznacza to, ze optymalna permutacja musi by¢ V-ciggiem.

W rozpatrywanym jednak przypadku, ustalajagc k=0,1,2,... i rozpatrujac kryterium
normowe |-| w (2), dla pk <p <p], doprowadzamy do tego, ze wynikajagcy optymalny V-
ciag bedzie miat prawg gatagz utworzong z co najwyzej k=0,1,2,... elementéw. Bedziemy takie
ciggi nazywac¢ Vk-ciggami. Oznacza to, ze dla kryterium || w (2) {pk <p< p{) wystarczy

wyznaczy¢ wszystkie Vk-ciagi. Takie Vk-ciggi mozna wyznaczy¢ w czasie 0(nk +«logn).
Istotnie, najpierw porzadkujemy wyjsciowy cigg a w porzadku nierosngcym, a nastepnie
kosztem 0(nk) operacji wyznaczamy wymagane Vk-ciggi. Stad wynika wspomniana wyzej

ztozonos¢. Otrzymujemy ostatecznie nastepujgce istotne uzupetnienie Twierdzenia 2.

Twierdzenie 3 ([7]). Niech dany bedzie cigg a = (a/, a2, .. ,a,,) taki, ze a, >1 oraz rozwazmy
licze naturalng k takg ze gk =n -k + ljest dostatecznie bliskie n-1. Wowczas istnieja takie
liczhy 1 <po <pi < +co, ktore wyznaczyé mozna w czasie O(nlogn), ze

(@) jesli 1 <p <pQ to problem (2) dla kryterium |*|| moze by¢ rozwigzany w czasie co

najwyzej 0(2n),

(i) jesli pk<p <pu to problem (2) dla kryterium |-|| moze by¢ rozwigzany w czasie
0(nk+nlogn),
(iii) jesli pi <p < +ao (p skoriczone lub nie), to problem (2) dla kryterium ||-]| moze by¢

rozwigzany w czasie O(nlogn).
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3. Uwagi konhcowe

Zatozenie, ze gk =rt-k +1jest dostatecznie bliskie n-1, oznacza na rys. 1, ze dolna
obwiednia F przecina 0$ q pomiedzy q=I i g=n-I i ze rozpatrujemy tylko ten zakres wartosci
g, dla ktérych ta obwiednia jest dodatnia. Mozna udowodni¢ ([7]), ze funkcja
(9, p) -y A(a,,,q,p) jest dodatnia dla g=n-I przy dowolnej permutacji n. A zatem zatozenie
to zawsze jest spetnione. Z drugiej strony praktyczne znaczenie maja tylko mate wartosci
parametru k, gdyz oznaczajg mniejszg ztozono$¢ algorytmu polegajagcego na wyznaczeniu
wszystkich Vk-ciggow.

Jezeli parametr p dla kryterium |-||p w zagadnieniu (2) zmniejsza swojg wartosc,

poczawszy od p = +oo do wartosci p = 1, to ztozono$¢ problemu jest stata do pewnego
momentu i wynosi O(nlogn). Jesli p jest nie wieksze od pi, to przy dalszym zmniejszaniu p
ztozonos$¢ powieksza sie zgodnie ze wzorem 0(nk+nlogn) dla k=1,2,.... Jesli k jest niezalezne
od n, mamy oczywiscie do czynienia ze ztozonos$ciag wielomianowa. Jednak nie mozna

wykluczy¢, ze warunek: "qk =n -k +1 jest dostatecznie bliskie n-1" jest spetniony nawet
wtedy, gdy k =1,2,...,C>(/(n)), gdzie np./(«) = Oznacza to, ze w koncu (z doktadnoscig

do odpowiedniego czynnika, zaleznego od n) dochodzimy do ztozonosci 0(2n). Powyzsza
obserwacja dotyczaca mozliwosci przyjmowania przez k wartosci zaleznych od n jest

argumentem na to, iz problem (2), a zatem i problem (1), dla kryterium ||C||j=Z2Cj ma

aktualnie przestrzen poszukiwan rozwigzan optymalnych o mocy rzedu 0(2n). Oczywiscie
nie wyklucza to istnienia algorytmu wielomianowego rozwigzujacego ten problem.
Przedstawione rozwazania (por. tez [7]) umozliwiajg konstrukcje wielomianowych
algorytméw przyblizonych (zamiast normy |-||j rozpatrujemy normy Holdera |-|p) o
ztozonosci 0(n +nlogn), z regulatorem tej ztozonosci k-1,2,...,0(f(n)) poprzez konstrukcje

wszystkich Vk-ciggow.

*) Adres do korespondencji: Uniwersytet im. A. Mickiewicza, Wydziat Matematyki i Informatyki, 61-611
Poznan, Umultowska 87. e-mail: wkurc@main.amu.edu.pl
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Abstract

In this paper (cf. [4], [7]) we study a time dependent scheduling problem for norm-based
criteria. The problem can be denoted shortly as

L[Pi{ty=\+af | I|Cllp M

where a>0, C = [C0,C,,...,Cn], CO=I, Cf=Cj.x+pXCj.{)r\+a£j.\ with ay=Il+ay (ay> 1) and
j=0, 1,2,....« where t is the starting time of a job. The optimization is carried over all
permutations of a given sequence a= (a0,...,an). It is well known ([1],[3],[9]) that a single

machine scheduling problem 1lpj(t)=$j+a.jt\ JCH”, where aj, P*>0 for7=1,2,...,«, is solvable
in Ofnlogn) time by scheduling the jobs in an nonincreasing order of dJ$j ratios. Hence, to
get the minimum of the completion time |[CHO=C,, in (1) it is sufficent to arrange the
sequence a= (a0,...,an) in an nonincreasing way, which can be done in O(rtlogn) time.

However, an efficient (i.e. polynomial-time) algorithm for solving the problem (1) with
[|IC|li=EC]j is not known.

Our first goal in this paper is to fill the gap betwen the opposite norm criteria HCH" and
[IC|l,. We call this shortly a “phase transition” since the intermediate norms [|j| link quite
different states of the complexity: polynomial for HCjl* and the (actually recognized)

complexity 0(2") for ||C||j criteria. Our main result in this direction is the following theorem.

Theorem. Leta=(al,...,af be such that a>1. Let moreover a natural number k be such that

gi = n-k+\ is sufficiently close to n-1. Then there exist numbers 1 <po <Pi < +c0, which
can be determined in O(nlogn) time, such that

(i) if 1 <p <po,, then the problem (1) can be solved in at most 0(2n) time,
(i) ifpk <p <p{ then theproblem (1) can be solved in 0(nk-+nlogn) time,

(iii) if pi <p < +o00, then the problem (1) can be solved in O(nlogn) time.

. n
Next, since we cannot exclude the case when ¢ =0,1,2,..., ) we conclude that the

complexity of the problem (1) can increase according to the formula 0(nk+nlogn) to 0(2n)
(clearly up to some, dependent on n, coefficient). This is our argument on the final

complexity (i.e. 0(2n)) of the problem (1) with ||C||j=EC]j.

Finally, by careful study of envelopes of prescribed functions related to our norm-related
measures, we obtain a family of approximate but polynomial-time algorithms solving the

problem (1) with ||C|[j=ECj. These algorithms are based on the construction of V-shaped

sequences with k-elements (k=0,l,2,...) right branch. In this way we obtain 0(nk +nlogn)

element set of such V-shaped sequence in which optimal solution can be easily identified.



