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PROGRAMOWANIE DYNAMICZNE W ROZWIAZYWANIU
PROBLEMOW SZEREGOWANIA ZADAN W SYSTEMACH
OACYKLICZNEJ STRUKTURZE

Streszczenie. Rozwazono rozrzedzone systemy niepodzielnych zadan dwuproce-
sorowych o jednostkowych diugosciach operacji oraz systemy maszyn dedykowanych
(open shop, flow shop, mixed shop) o operacjach zero-jedynkowych. Przedstawiono
rodzine wielomianowych algorytméw opartych na programowaniu dynamicznym,
pozwalajacych na znalezienie optymalnego uszeregowania wzgledem szerokiej
rodziny funkcji kryterialnych. Stopien rozrzedzenia systemu zdefiniowano postugujac
sie jego modelem grafowym - w zakresie naszego zainteresowania lezgjedynie takie
instancje probleméw szeregowania, ktorych modelami sg grafy acykliczne.

DYNAMIC PROGRAMMING TO SOLVE SCHEDULING PROBLEMS
IN SYSTEMS WITH ACYCLIC STRUCTURE

Summary. We consider systems with nonpreemptable 2-processor tasks of unit
execution times as well as systems of dedicated processors with zero-unit execution
times. We are interested in systems whose scheduling graphs are acyclic. For such
graphs we give a family of polynomial algorithms based on dynamic programming
which yield optimal solutions with respect to a broad family of criterion functions.

1 Whprowadzenie

Rozwazmy zbi6ér niepodzielnych zadan o jednostkowych czasach wykonania, z
ktérych kazde wykorzystuje dokladnie dwa przypisane mu procesory. Zadna maszyna nie
moze tez pracowaé nad wiecej niz jednym zadaniem réwnoczes$nie. Tego typu model
nazywany jest w literaturze systemem zadan dwuprocesorowych i znajduje zastosowania
wszedzie tam, gdzie poszczegdlne zadania wymagaja wspotpracy doktadnie dwoch

podmiotéw, a wiec np. przy przesytaniu plikéw ze stacji zrodtowych do docelowych lub przy
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szeregowaniu testow komputerowych [6]. Pragniemy znalez¢ wielomianowy algorytm
optymalnie szeregujacy takie zadania przy mozliwie jak najszerszej klasie funkcji
kryterialnych. Niestety, znane dotad wyniki wskazujg na NP-trudno$¢ zagadnienia przy
bardzo prostych klasycznych kryteriach, np. powszechnie wiadomo, ze obliczeniowo tmdne
sg juz problemy P\fix/=2,UET]Cn8X i P]fixj=2,UET\'ZCJ. Skoro szukamy efektywnych i
doktadnych algorytméw - konieczne bedzie narzucenie dalszych ograniczeri na strukture
rozwazanego systemu zadan.

W dalszej analizie pomocny okaze sie model grafowy zbioru zadan
dwuprocesorowych. Mozemy bowiem przyja¢, ze procesory stanowig wierzchotki grafu,
ktorego krawedziami s szeregowane zadania - kazde z nich faczy ze sobg oba
wykorzystywane procesory. Takie spojrzenie pozwala zdefiniowa¢ systemy acykliczne jako
te, ktorych grafy nie zawierajg cykli, a wiec sg drzewami lub lasami. W dalszej czesci
bedziemy sie zajmowac jedynie uktadami zadan o strukturze acyklicznej. Wprowadzimy tez
do notacji tréjpolowej oznaczenie M=acyclic dla wyrazenia zdefiniowanej wyzej wasnosci.

Samo zatozenie acykliczno$¢ nie wystarcza jednak, by problemy szeregowania dawaty

sie rozwigza¢ w czasie wielomianowym. Warto przypomniec:

Fakt 1.1. Udowodniono, ze:
[4] Problem P\fiXj=2,M=acyclic\Cmaxjest silnie NP-trudny.
[2] Problem P\fixj=2,M-acyclic\LCjjest silnie NP-trudny.

Jezeli funkcje kryterialne o elementarnym charakterze prowadza do NP-trudnosci,
konieczne bedzie dalsze zawezenie rozwazanego modelu. Bedziemy wiec zaklada¢, ze
wszystkie zadania majg jednakowe (np. jednostkowe) czasy wykonania (symbolicznie UET
od Unit Execution Time). Wowczas harmonogram moze zosta¢ przedstawiony jako
przypisanie zadaniom jednostek czasu ponumerowanych kolejno liczbami naturalnymi, a
wtedy zbiér poprawnych harmonograméw odpowiada legalnym pokolorowaniom
krawedziowym grafu systemu.

Jak wspomnieliSmy, nasze grafy systemu sa drzewami lub lasami. W teorii graféw
drzewa ze wzgledu na swag rekurencyjng strukture okazujg duza podatno$¢ na obrobke
algorytmami opartymi na programowaniu dynamicznym. Wykazemy, ze w przypadku zbioru
jednostkowych zadan dwuprocesorowych o takiej strukturze mozliwe jest skonstruowanie
wielomianowych algorytméw minimalizujgcych maksymalny koszt uszeregowania zadania
P\fixj=2,M=acyclic,UET\fm, oraz taczny koszt po wszystkich zadaniach

P\fiXj=2,M=acyclic,UET\Efj, gdzie o funkcji kosztuje,/) uszeregowania zadania e w chwili i
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zakladamy jedynie, ze jest niemalejgca wzgledem i oraz obliczalna w czasie 0(1}. tatwo
spostrzec, ze takie funkcje kryterialne uogodlniajg znane klasyczne Crex, Lmex, Tmax, ZwjCj,
Iwfi, I wjUj i inne.

Podobnie rozwazymy szeregowanie zadan na maszynach dedykowanych w systemach:
otwartym, przeptywowym, a nawet w uogoélniajgcym je systemie mieszanym (mixed shop),
kiedy to cze$¢ zadan moze wykonywac sie w dowolnym porzadku operacji, dla pozostatych
za8kolejnos¢ ich wykonania musi by¢ zgodna z numeracjg maszyn. Stosowny model grafowy
uzyskamy biorac procesory jako wierzchotki trafiajace do jednej partycji, a zadania do drugiej
oraz taczac krawedzig zadanie z procesorem wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera ono
odpowiednia operacje niezerowg (a zatem graf systemu jest zawsze dwudzielny, a krawedzie
odpowiadajg w spos6b wzajemnie jednoznaczny operacjom o niezerowej dtugosci). Znow
przez acykliczny system mieszany bedziemy rozumie¢ taki system, ktérego graf nie zawiera

o), czyli jest drzewem lub lasem. Niestety nadal mamy:

Fakt 1.2. Udowodniono, ze:

[4] Problem O\M=acyclic\Cmexjest silnie NP-trudny.
[2] Problem 0O\M=acyclic |ZC jjest silnie NP-trudny.
[3] Problem 02\M ~acyclic |ZCyjest NP-trudny.

Dlatego dalej ograniczymy sie do acyklicznych systeméw mieszanych o operacjach zero-
jedynkowych (oznaczenie ZUET). Podobnie jak poprzednio mozemy interpretowac
harmonogramy jak legalne pokolorowania krawedziowe grafu. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
tym razem nie kazde pokolorowanie powstatego grafu dwudzielnego odpowiada jakiemu$
harmonogramowi - jedynie takie, ktore respektuje odpowiednie warunki kolejno$ciowe na-
rzucane na kolory krawedzi przy wierzchotkach-zadaniach wykonujacych sie w rezimie flow-
shopu (wzajemna jednoznaczno$¢ pomiedzy zbiorem harmonograméw i legalnych
pokolorowa¢ obowigzuje jedynie dla systemu otwartego). Teraz koszt uszeregowania zadania
v. tak by sie koniczyto ono w chwili i, oznaczymy przez J[v,i), ktéra to funkcja ma spetniac
zatozenia analogiczne jak w modelu zadan dwuprocesorowych. Wykazemy, ze acykliczno$é
systemu mieszanego typu ZUET pozwala na konstrukcje wielomianowych algorytmoéw
rozwigzujacych zaréwno problem minimalizacji maksymalnego kosztu
X\M=acyclic,ZUET\fmm, jak i #acznego kosztu uszeregowania wszystkich zadan
E>Uacyclic,ZUET\Lfj, ktére znéw uogo6lniajg wiele klasycznych funkcji kryterialnych.
Poczynmy teraz pewne zatozenia odnos$nie do uzywanych oznaczen. Tradycyjnie

G(P,£) symbolizuje graf o zbiorze wierzchotkéw V i krawedzi E. Dla grafow dwudzielnych
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postugiwac¢ sie bedziemy tez zapisem G{V\,Vi,E) czyniacym bardziej widocznym podziat
zbioru wierzchotkéw na dwie partycje. Standardowo n,m,A to odpowiednio licza
wierzchotkow i krawedzi oraz maksymalny stopien w omawianym aktualnie grafie, licza
deg(v) to stopien wierzchotka v, zas N oznacza zbi6r liczb naturalnych, wreszcie No=Mj{0}.
Podgraf indukowany grafu G(V,E) przez zbiér wierzchotkéw VezV oznaczamy jako G[F],
W przypadku modelowania systemu z procesorami dedykowanymi za pomocg gdu
dwudzielnego G(V\,V2,E) bedziemy przyjmowac, ze pierwsza partycja stanowi zbior meszyn,
a druga - zadan. Do petnego opisu mixed-shopu konieczne bedzie ponadto podanie
réznowartosciowej funkcji num: VA—N numerujacej procesory, a takze rozbicia zadan nadma
roztgczne podzbiory V2=VouVp, odpowiadajgce zadaniom o dowolnej kolejnosci wko-
nywania operacji Vo i tych z Vp, dla ktérych musi by¢ ona zgodna z funkcjg num. Win
sposob system otwarty odpowiada sytuacji, gdy Ff=0, za$ przy 70=0 mamy do czynieniaz

systemem przeptywowym.

Definicja 1.1. Niech G(V,E) bedzie dowolnym grafem. Funkcje c: E-+N nazywemy
pokolorowaniem krawedziowym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v grafuG

krawedzie incydentne do v uzyskujg parami rézne kolory.

W dalszej cze$ci bedziemy omawia¢ metody rozwigzywania pewnych zagadnien
optymalizacyjnych (np. ,,znajdz optymalne uszeregowanie”, ,,znajdz najwieksze skojarzenie
w grafie”), cho¢ prezentowane algorytmy bedga jedynie odpowiadaty na pytania o optymalne
warto$¢ kryterium (,jaka jest minimalna warto$¢ kryterium dla uszeregowania”, ,jaki jet
rozmiar najwigkszego skojarzenia w grafie”). Czynimy tak dla zachowania klarownosci g
algorytméw - po ich analizie czytelnik bez trudu rozszerzy przedstawione procedury cb

petnych wersji problemoéw optymalizacyjnych.

2. Wyszukiwanie skojarzehn w grafach

Definicja 2.1. W grafie G(V,E) skojarzeniem M nazywamy dowolny podzbiér zZiau
krawedzi, taki ze zadne dwie krawedzie z M nie stykajg sie ze soba.
Definicja 2.2. Jezeli krawedzie w G(V,E) sa obcigzone nieujemnymi wagami opisany®

funkcjg w:E->vV0, to waga skojarzenia M jest liczba Zeew w(e).
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Definicja 2.3. Skojarzenie M w grafie G(V,E) nasyca zbi6r wierzchotkéw U cV wtedy i tylko
wedy, gdy kazdy wierzchotek z t/jest incydentny z pewngkrawedzig z M.

Przypomnijmy, ze:

Fakt 2.1 [7]. Najwieksze skojarzenie (tj. o najwiekszej mocy) w danym grafie G mozna
znalezé w czasie 0(mnm).

Standardowo problem najciezszego skojarzenia (tj. o najwiekszej wadze) roz-
wigzywano w czasie 0(n3), istnieje jednak lepszy algorytm o ztozono$ci 0{mnm\og{Wnj),
gdzie Wszacuje z géry wagi krawedzi. Wiadomo nawet wiecej, mianowicie:

Fakt 2.2 [5]. Istnieje algorytm, ktéry dla danego grafu G(V,E) obcigzonego nieujemnymi
wagami znajduje najciezsze skojarzenia we wszystkich podgrafach G-v po ve V, dziatajacy w
czasie 0(mn]/2o0g(1Vn)).

Oczywiscie, mozemy wykorzysta¢ powyzszy algorytm do znajdowania najlzejszego
skojarzenia sposrod wszystkich najliczniejszych - sprowadza sie to do zmiany znaku
wszystkich wag krawedzi oraz dodania do nich dostatecznie duzej statej (np. \_WnlI2\+\).

Pomocne okazg si¢ tez skojarzenia z pewnymi dodatkowymi ograniczeniami.

Definicja 2.4. Niech dany bedzie graf dwudzielny G(V\,V2,E) i funkcja réznowarto$ciowa
numt Fiul®-i-N numerujgcajego wierzchotki (bedziemy moéwili o grafie z ponumerowanymi
wierzchotkami). Skojarzenie M w G nazwiemy planarnym wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych krawedzi ux i yy nalezacych do M, gdzie {u,v}ezVI, zachodzi implikacja

num(u)>num(v) => num(x)>num(y).

Nazwa bierze sie stad, ze jesli potraktujemy wierzchotki z W\ i Vz jako punkty na
dwoch réwnolegtych i jednakowo skierowanych osiach liczbowych (wierzchotki na tych
osiach beda lezaty w kolejnosci zgodnej z ich numeracjg), a nastepnie nakreslimy krawedzie z
£ jako prostoliniowe odcinki tgczace odpowiednie wierzchotki - wowczas warunek
planamosci skojarzenia M jest rownowazny temu, ze odcinki-krawedzie z M nie przecinajg
si. Wiele wtasnosci skojarzen planarnych w grafach mozna rozstrzyga¢ w czasie

wielomianowym, podobnie jak dla zwyktych skojarzen.

Twierdzenie 2.3. Niech dany bedzie graf dwudzielny G(V\,V2,E) o ponumerowanych
wierzchotkach. Istnienie skojarzenia planarnego w G, nasycajgcego catg partycje F), mozna

zweryfikowa¢ w czasie 0{n+m).



178 K. Giaro, M. Kubale

Dowéd. Przyjmijmy, ze F,={vl;..., v,,} i F2={«i,..., w,J, przy czym oba ciagi wierzchotkéw
wypisano w kolejnosci rosnacych numeréw. Dla liczby naturalnej /'<n2 niech A/ bedzie
najmniejszym takim j, ze w G[{vi,..., Vj,ui,..., «}] istnieje skojarzenie planarne nasycajace
wierzchotki {«i,..., u,}. Latwo zauwazyé, ze poprawnajest nastepujaca formuta rekurencyjna:
Ai=min {x:u\vxeE},

Ai+l= min {x>Ai: Ui+HVxeE } dla i>0.

OdpowiedZ na postawione pytanie jest TAK wtedy i tylko wtedy, gdy formuty powyzsze

pozwolg na obliczenie A,,2 czyli gdy wszystkie zbiory pod operacjgmin() beda niepuste.

Twierdzenie 2.4. Niech dany bedzie petny graf dwudzielny G(Fi,F2£) {gdzie [Ki|>|F2)o
ponumerowanych wierzchotkach i krawedziach obcigzonych wagami w. E”rNo. Wag

najlzejszego skojarzeniaplanarnego nasycajacego F2mozna znalez¢ w czasie 0{\ Fi||F2)).

Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenia wierzchotkow z poprzedniego dowodu i okresimy ciag tablic
o warto$ciach catkowitych Typ] dlay=l,...,n2, i=j,...,n|. WartosScig Typ] ma by¢ minimalna
waga skojarzenia planarnego nasycajacego druga partycje grafu G[{vi,..., v/,i/|,..., uj}]. tatwo
sprawdzi¢ poprawno$¢ nastepujgcych rekursji:

TIN=w(«iv,),

T|[i+1]=min {Ti[/],M'(«ivi+i)} dla r>0.
oraz

Ty t/'+1]=w(ny+HWi)+Ty[/] dlay>0.

Ty+i[/+1]1=min {T>H[y]w(uyHV:+)+T/[} dla i>j>0.

Mozna zauwazy¢, ze wykonujac powyzszy algorytm réwnocze$nie rozwigzujemy
postawione w treSci twierdzenia zagadnienie dla wszystkich podgraféw G postaci

G[{V|,....VIH|,..., W} przy i>j.

Twierdzenie 2.5. Niech dany bedzie graf dwudzielny G(Fi,F2,£) o ponumerowanych
wierzchotkach i krawedziach obcigzonych wagami w: E*rNo- Wage najciezszego skojarzenie

planarnego mozna znalezé w czasie 0(|Fi||F2)).

Dowdéd. Raz jeszcze powrdémy do poprzednich oznaczen. Graf G mozemy potraktowac jek
graf petny dwudzielny (nowe krawedzie uzyskujg wagi zerowe). Okre$lmy cigg tablic o
wartosciach catkowitych Ty[z] dla y'=l,...,n2, /=I,...,«i, przy czym warto$cig Typ] j«l
maksymalna waga skojarzenia planarnego w grafie G[{vi,...,v/,wi,..., uj}]. Tym razem

obowigzuja réwnania:
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Ti[l]=w («ivl),
Ti[i'"+1]=max {T|[il,w(MiVj+i)} dla j>0.
oraz
Ty+i[l]l=max {Ty[l],w(wy+ivi)} dla_/>0.
Ty+r[i+]“ max {Ty+i[;], Ty[/+1] w(ny+ivf+)+Ty[/]} dla dodatnich i,j.
Whniosek 2.6. Niech dany bedzie graf dwudzielny G(VIPi.fT) o ponumerowanych

wierzchotkach. Moc najwiekszego skojarzenia planarnego w G mozna znalez¢ w czasie

O(\W,\2).

Dowdd. Problem sprowadza sie do poprzedniego po nadaniu krawedziom wagi 1.

3. Wielomianowe algorytmy szeregujace

Wszystkie opisane tu algorytmy opierajag sie¢ na modelowaniu uszeregowania za
pomoca kolorowania krawedzi grafu przedstawiajgcego system. Pracujg wedtug
nastepujagcego schematu. Mozemy zatozy¢, ze model grafowy systemu jest drzewem, jezeli
bowiem stanowi on las, woéwczas krawedzie z réznych sktadowych to zadania-operacje
catkowicie niezalezne i mozna szeregowa¢ kazde drzewo osobno. Przedstawimy sposob na
znalezienie wartosci funkcji kryterialnej dla optymalnego uszeregowania systemu o grafie
drzewa G. Znajdujemy liczbe L, dla ktérej wiadomo, ze istnieje uszeregowanie optymalne o
dhugosci nie przekraczajacej L (sposdb jej wyznaczania zalezy od konkretnego modelu).
Nastepnie dla dowolnej pary gdzie H jest poddrzewem w G, a v wierzchotkiem stopnia
1w H, przez TAB(v,//) oznaczamy tablice L liczb catkowitych, taka ze TAB(v,//)[;'] dla
ie{l,....Z} jest rowne minimalnej mozliwej wartosci kryterium dla uszeregowania
podsystemu opisanego za pomoca grafu H w przedziale 1,....£, tak by krawedz przy v
uzyskata kolor i (zaktadamy przy tym, ze podsystem H dziedziczy po G parametry, takie jak
funkcje kosztéw, numeracje procesorow itd.). Celem naszym jest uzyskanie TAB(w,G), gdzie
u jest dowolnym wierzchotkiem stopnia 1 w G - wodwczas szukana optymalna warto$¢
kryterium jest najmniejszym elementem tej tablicy. Algorytm jest rekurencyjny.
Wrozwazanych modelach dla H-Ki mozna wyliczy¢ TAB(v,/i) w czasie 0(L). Niech teraz H
bedzie takim drzewem, ze z wierzchotka w sasiedniego do v w H wychodzi jeszcze deg(w)-t
dodatkowych krawedzi (poza {v,w}), prowadzacych do wierzchotkdw v|.. vda(v>-i. Wtedy

mozemy rozbi¢ reszte drzewa H pozostatg po usunieciu v na deg(w)-I krawedziowo
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roztgcznych drzew Ti,...,7deg(w)-i>takich ze w kazdym z nich w jest wierzchotkiem stopnia 1,
Zatézmy, ze dysponujac tabelami TAB(w,7}) dla je {l,...sdeg(w)-1} potrafimy w czasie
wielomianowym wyliczy¢ TAB(v,//). Wéwczas odpowiednio orientujgc drzewo G mozemy
obliczy¢ TAB(«,G) w czasie wielomianowym - wystarczy wyznaczy¢ co najwyzej n-1 tabel

;-elementowych (po jednej dla kazdej krawedzi drzewa).

3.1. Zagadnienie P|fixj=2,UET,M=acyclic|Zfj

tatwo zauwazy€, ze istnieje optymalne uszeregowanie uzywajace chwil czasu o
numerach nie przekraczajgcych 2A(G)-1, bowiem krawedz uv sgsiaduje z deg(«)+deg(v)-2
krawedziami i gdyby c(wv)>deg(«)+deg(v)-l, wowczas kolor ten mozna by zmniejszy¢ nie
zwiekszajac tez wartosci kryterium dla catego pokolorowania. Przyjmujemy zatem L=
2A(G)-1. Warto wspomnie¢, ze jesSli funkcja kosztuje,/) nie zalezy od krawedzi e, wowczas
mozemy wzig¢é L=A(G) na mocy twierdzenia mowiacego, ze kazde optymalne kosztowe
pokolorowanie krawedziowe grafu dwudzielnego (a takim jest drzewo) uzywa jedynie barw
I,-, A(G)[9],

Przypadek H=Ki ma trywialne rozwigzanie TAB(v//)[z']=/fvwy) dla i=l,...E.
Zastandbwmy sie wiec, jak obliczy¢ TAB(v,H)[i] na podstawie tabel TAB(w,7}) dla
ye{l,....,deg(w)-1}. Szukana warto$¢ oznacza koszt poprzypisywania réznych koloréow ze
zbioru Kol={kol\,...,koli} do krawedzi wvj oraz wv, przy czym wv ma zarezerwowanga barwe
kolt. Tworzymy zatem pomocniczy peiny graf dwudzielny K o pierwszej partycji w postaci
zbioru barw Kol, a drugiej w postaci wierzchotkow {vi,...,v<joW-i}, przy czym krawedz kolxy
ma wage TAB(v>7j,)[x]. Wowczas TAB(v,H)[i]=j{vw,i)+M, gdzie M jest waga najlzejszego
skojarzenia nasycajacego druga partycje w grafie K-kol-,. Operacja powyzsza musi zosta¢
powtdrzona dla wszystkich /, co pozwala na zastosowanie dla grafu K procedury z faktu 2.2,
Niech F=maxeet/<?Afle.l) stanowi oszacowanie go6rne kosztu uszeregowania pojedynczej
krawedzi. Wtedy ztozono$¢ procedury obliczenia wartosci TAB(v,/f) jest rzedu
0(fdeg(w)L°'5log(Ln/r))=0(deg(w)Al'Slog(nf)), a zatem czas pracy algorytmu dla catego
grafu to 0(nAl5log(nF)).

Warto wspomnieé¢, ze mozliwo$¢ wykorzystania algorytmu z faktu 2.2 w celu
przyspieszenia procedury znajdujacej optymalne kosztowe pokolorowanie krawedzi drzewa

po raz pierwszy zauwazono w [10].
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3.2 Zagadnienie P|fiXj=2,UET,M=acyclic[fraax

Podobnie jak poprzednio pewne uszeregowanie optymalne nie uzywa barw wiekszych
od Z=2A(G)-1; przyjmujemy A=maxccE/<RA Dla H-K2 znéw zachodzi
TAB(V,/)[;'T=y(vw,/). Rozwazamy wiec przypadek obliczania TAB(v,//)[/] przy znanych
TAB(w,7y). Oczywiscie, warto$¢ ta musi wynosi¢ co najmniej Niech wiec
J{vw,i)<C<F zastanéwmy sie, kiedy bedzie mozliwe pokolorowanie catego H tak, by zadna
krawedz nie utworzyta kosztu wiekszego od C? Najmniejsze takie C bedzie warto$cig
TAB(v,/H[/]. W tym celu przy danym C tworzymy graf pomocniczy K o zbiorach
wierzchotkdw jak w poprzednim przypadku, tym razem jednak nie bedzie to graf petny
dwudzielny, mianowicie E(K)={kolxy: TABATyj”*jSC}. OdpowiedZ na postawione wyzej
pytanie dla wartosci C jest TAK wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przypisanie odpowiednich
barw do krawedzi wvj, czyli gdy w K-koh istnieje skojarzenie nasycajace drugg partycje.
Wtym miejscu mozemy sie postuzy¢ algorytmem z faktu 2.1. Ziozono$¢ pojedynczego
sprawdzenia to 0(deg(w)Z,15=0(deg(w)A15), za$ konieczno$¢ znajdowania optymalnego C
metodg szukania binarnego daje czas wyliczenia catej TAB(v,//) w postaci

0(deg(M)A25log(R)). Dla catego grafu ztozonos¢ algorytmu to 0(nA25log(F)).

3.3. Zagadnienie X|ZUET,M=acyclic[fmax

Czas zakonczenia zadania jest réwny maksymalnemu kolorowi krawedzi don
incydentnej, dlatego mozemy wprowadzi¢ koszt koloru na krawedzi (dla ueVj i veVi przy
weE mamy J[uv,i)=f{v,/)) i wylicza¢ funkcje kryterialng podobnie jak poprzednio. Problem
nasz nie jest jednak tozsamy z poprzednim ze wzgledu na obecnos$¢ wierzchotkéw-zadan ze
zbioru VF. Dla krawedzi incydentych do takich wierzchotkow w poprawnym harmonogramie
muszg by¢ spetnione dodatkowe warunki kolejnosciowe zwigzane z numeracja incydentnych
don procesorow. Pierwszg konsekwencjg tego faktu jest zmiana zbioru barw zapewniajagcych
istnienie pokolorowania optymalnego {1,...,!'} - tym razem L nie moze zosta¢ wyrazone jako
funkcja maksymalnego stopnia A. Mozemy jednak przyjaé L=m, gdyz uzycie na jakiej$
krawedzi barwy wiekszej od m oznaczatoby istnienie nieuzywanego koloru i, takiego ze
pewne barwy wieksze od i pojawiatyby sie na krawedziach. Wtedy jednak zmniejszenie
wszystkich tych barw o 1 prowadzitoby do poprawnego harmonogramu o nie wigkszej

wartosci funkcji kryterialnej. A zatem F=maxeCEjSmi[e,l).



182 K. Giaro, M. Kubale

Kolejna réznica pojawia sie, gdy obliczamy TAB(v,//)[/] na podstawie TAB(w,7}) w
sytuacji, gdy wchodzg w gre ograniczenia kolejnosciowe, tj. gdy weVf. Jezeli nie da sie za-
pewni¢ warunkéw kolejnosciowych dla kolorowania c(vw)=i, wéwczas nadamy TAB(v,/))[/]
-2F jako ,kare” za nielegalno$¢ harmonogramu - oczywiscie uszeregowanie zawierajace tak
pokolorowang krawedz nie moze zosta¢ zwrocone przez algorytm jako optymalne. Sposéb
postepowania w tym przypadku jest nastepujacy. Zatézmy, ze procesory incydentne do w,
uporzagdkowane wzgledem ich numeracji tworzg ciag vi,...,vDv,vff+,..,Vdeg(W-i. Dla danej
wartosci J[vw,i)<C<2F tworzymy dwa pomocnicze grafy dwudzielne: Ki z pierwszg partycja
kolejno ponumerowanych wierzchotkéw kol\,...,koli-\ i drugg vi,...,va oraz K2 z pierwsza
partycja kolejno: kolj+i,....kok i drugg vffH,..,Vdegw)-i. W obu grafach obowigzuje zasada
wprowadzania krawedzi kolxy, gdy TAB(y" Ty)[x]<C. tatwo sprawdzi¢, ze przypisanie
krawedziom barw o kosztach nie przekraczajgcych C, spetniajgce warunki kolejnosciowe,
istnieje wtedy, gdy w Ki i Kj istniejag skojarzenia planarne nasycajgce drugg partycje
(sprawdzalne w czasie 0(ldeg(w)) na mocy twierdzenia 2.3). Oczywiscie TAB(v,H)[i] jest
réwne najmniejszemu takiemu C, a gdy go brak - przypisujemy wartos¢ 2F.

Analiza ztozonosci catego algorytmu, przeprowadzona analogicznie do poprzedniego

przypadku, daje wynik 0 («35log(F)).

3.4. Zagadnienie X|ZUET,M=acyclic|Sfj

Jest to przypadek najbardziej skomplikowany ze wzgledu na ztozong posta¢ funkcji
kryterialnej, ktéra dla danego kolorowania krawedziowego ¢ wynosi Bver2max {Avx(e)):
veeeE}. Ograniczenie gdrne na ilos¢ barw w pewnym pokolorowaniu optymalnym,
podobnie jak w poprzednim przypadku, wynosi L=m, zatem F=maxvef2/sm
TAB(v,H)[i] rozumiemy minimalng mozliwg warto$¢ sumy z funkcji kryterialnej branej po
wierzchotkach z F2nF(iJ)-{v}, przy czym rozwazamy szeregowania podsystemu H o
dtugosci nie przekraczajacej L, w ktérych krawedz vw uzyskuje barwe i. Optymalna wartos¢
funkcji kryterialnej dla catego systemu jest wiec rowna min-<€ TAB(u,G)[f], gdy ueV\, za$
min,s;, TAB(m,G)[/]+/(m,0 dla uek), gdzie ujest wierzchotkiem wiszacym w opisujacym caly
system drzewie G.

Zgodnie z definicjg dla H=Kj mamy TAB(v,J/)[i]=0 dla ve V2i TAB(v,/J)[;']=_/(u',0 dla
veVi. Przeanalizujmy sposoéb obliczania TAB(v,//)[;] przy znanych TAB(w,7}). Mozliwe s3
trzy przypadki.
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¢ Wierzchotek weVj. Kosztem przypisania odpowiednich koloréw do krawedzi \Wj jest
suma odpowiednich kosztéw po drzewach 7} Budujemy pomocniczy petny graf
dwudzielny K o partycjach {koli,....koh} i {vi,...,vdogw>-i}, gdzie waga krawedzi kolxvy jest
TAB(v>7)[cc]. Wowcezas TAB(v,/7)[0 jest waga najlzejszego skojarzenia nasycajgcego
druga partycje w grafie K-koli. Wyliczenie catej tablicy TAB(v,/7) mozna przeprowadzié
za pomocg algorytmu =z faktu 2.2 zastosowanego dla K, co ma ztozonos¢
O(deg(w)n"slog(nf)).

» Wierzchotek we Vo- Teraz do kosztdw pokolorowania drzew 7} nalezy dodac¢ koszt zakon-
czenia zadania w w pewnej chwili 6e{max{deg(w),i},....L}. A zatem dla kazdego ie
{1,...,'} oraz b jak wyzej liczymy Ti,[i]=f{w,b)+M, gdzie M jest wagga najlzejszego skoja-
rzenia nasycajacego druga partycje w grafie K-{kolb+\,..., kok, koli} (graf obcigzony K bu-
dujemy jak poprzednio). Nastepnie przyjmujemy TAB(v,/7)[i]=minA€{mex{fdgw),)) 1\ 7*[i].
Ze wzgledu na konieczno$¢ powtarzania obliczen dla wszystkich b ztozono$¢ uzyskania
TAB(v,/7) jest 0(deg(w)n25log(nF)) ~ zaktadamy, ze algorytm z faktu 2.2 wywotujemy
dla kazdego z graféw K-{kolb+i, ..., kok), 6>deg(w).

» Wierzchotek we Vf. Niech procesory incydentne do w, uporzagdkowane wzgledem ich
numeracji tworzg ciag Vvi,...,vO,v,vii+,.. vdeg(w)-i. Jest to przypadek zblizony do
poprzedniego, przy czym dodatkowo kolorowanie krawedzi przy w ma spetniac¢
ograniczenia kolejnosciowe. Dlatego obliczajagc TAB(v,//)[/] dla kazdego mozliwego
terminu zakoriczenia be {max{deg(w),i},....Z.} zadania w tworzymy dwa petne grafy
dwudzielne o ponumerowanych wierzchotkach jak nastepuje: K\{b,i) ma w pierwszej
partycji wierzchotki kol\,....koU-\, a w drugiej V|,...,va, za$ Ki{b,i) ma pierwszg partycje
postaci kolj+\,...,kolb, a druga: viH,..,Vd@(v>i. W obu grafach waga dla kolxvy jest
TAB(v,, r*jy]. Nastepnie Ti,[i]=J{w,b)+M\{b,i)+M2(b,i), gdzie Mj(b,i) dla7—1,2 jest wagg
najlzejszego skojarzenia planarnego nasycajgcego drugg partycje w Kj(b,i) (w przypadku
gdy ktore$ ze skojarzen nie istnieje, przyjmujemy Tb[i]=2nF jako ,kare” za niespetnienie
warunkéw kolejnosciowych). Wreszcie mamy TAB(v,/f)[i]J=minie{max(dey
Oszacujmy teraz ztozono$¢ wyliczenia TAB(v,H). Policzenie M\{b,i) na mocy twierdzenia
2.4 trwa 0(deg(w)n), co dla wszystkich badanych par liczb b i i daje 0(deg(w)n2), jako ze

nie zalezy od b. Podobnie, aby pozna¢ wszystkie wielkosci Mj(b,i), na mocy
uwagi pod twierdzeniem 2.4 wystarczy policzy¢ dla wszystkich i wartosci Mi(L,i), co

zndéw wymaga 0 (deg(w)n2) operaciji.
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Najbardziej czasochtonny okazuje sie by¢ przypadek drugi, dlatego ztozonosé

obliczeniowa naszej procedury dla catego grafu wyniesie 0(n35o0g(nF)).
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Abstract

We consider sparse systems of nonpreemptive 2-processor tasks with unit processing
times as well as systems of dedicated machines (open shop, flow shop, mixed shop) "ill
zero-unit processing times. We give a family of polynomial-time algorithms based m
dynamic programming which yield solutions optimal with respect to a broad collection of
criterion fun-ctions. The degree of sparseness of the system is determined by the density d
the corres-ponding graph of the model and we are interested in systems whose scheduling
graphs are acyclic. The main part of the algorithms are some procedures for finding gedd

matchings in such graphs.



