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MINIMALIZACJA DEUGOSCI USZEREGOWANIA W
JEDNOMASZYNOWYM PROBLEMIE SZEREGOWANIA Z
ZADANYMI TERMINAMI DOSTEPNOSCI ZADAN ORAZ CZASAMI
PRZEZBROJEN ZALEZNYMI OD ZASOBOW

Streszczenie. W niniejszej pracy rozpatrywany jest jednomaszynowy problem
szeregowania z okreSlonymi terminami dostepno$ci zadah oraz czasami przezbrojen
zaleznymi od dodatkowych zasobow przy kryterium minimalizacji dtugosci
uszeregowania. Badany problem rozpatrywany jest w czterech nastepujacych
przypadkach: (1) zasoby podzielne w sposob ciggly i wystepujace ograniczenie
technologii grupowej, (2) zasoby podzielne w sposéb dyskretny i wystepujace
ograniczenie technologii grupowej, (3) zasoby podzielne w sposéb ciggly i brak
ograniczenia technologii grupowej oraz (4) zasoby podzielne w sposéb dyskretny i
brak ograniczenia technologii grupowej. Wykazano, ze przypadki (2), (3) i (4)
problemu nalezg do klasy probleméw NP-trudnych. Dla przypadku (1) opracowano
algorytm rozdziatu zasob6w oraz znaleziono szczegélny przypadek rozwigzywalny
wielomianowo.

MINIMIZING MAKESPAN IN THE SINGLE MACHINE SCHEDULING
PROBLEM WITH GIVEN JOB RELEASE DATES AND RESORCE-
DEPENDENT SETUP TIMES

Summary. In the paper a single machine scheduling problem with given jobs release
dates and resource-dependent setup times is studied. The scheduling objective is the
minimization of the makespan. The following four cases of the problem are
considered: (1) continuously-divisible resources and group technology restriction, (2)
discretely-divisible resources and group technology restriction, (3) continuously-
divisible resources and no group technology restriction, and (4) discretely-divisible
resources and no group technology restriction. It is proved that cases (2), (3) and (4)
are NP-hard. The complexity status ofthe case (1) remains an open question, however,
an algorithm of optimal resource allocation for fixed jobs sequence is developed, and
polynomially solvable case is found.
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1. Wprowadzenie

W literaturze naukowej z zakresu badan operacyjnych mozna znalez¢ wiele prac
poswieconych problemom szeregowania zadan z przezbrojeniami [1,3,7,10]. Tak duze
zainteresowanie tymi zagadnieniami motywowane jest licznymi  zastosowaniami
praktycznymi, ktére spotyka sie zarowno w przemystowych procesach produkcyjnych, jak iw
nowoczesnych systemach komputerowych. Jednoczes$nie daje sie zauwazy¢ duze
zainteresowanie problemami szeregowania z parametrami zadan - takimi jak czasy ich
wykonywania czy terminy ich dostepnosci - zaleznymi od dodatkowych zasobéw [5,6,7,9].
Jest to réwniez spowodowane tym, ze modele klasyczne, w ktérych wszystkie parametr/
zadan sg zadanymi statymi, nie sga wystarczajagce do opisu proceséw wystepujacych w
praktyce.

W niniejszej pracy rozpatrywany jest problem fgczacy oba wyzej wymienione modele.
Jest to jednomaszynowy problem szeregowania z okreSlonymi terminami dostepnos$ci zadan
oraz czasami przezbrojen zaleznymi od dodatkowych zasobdw podzielnych w sposob ciagly
lub dyskretny. Jako kryterium optymalizacji przyjeto minimalizacje dtugosci uszeregowania.
Badany problem rozpatrywany jest w dwdch przypadkach: z ograniczeniem technologii
grupowej - zabraniajgcym dzielenia rodzin zadan na mniejsze grupy - oraz bez tegpo
ograniczenia.

Pozostata cze$¢ pracy zorganizowana jest nastepujgco. W nastepnym rozdziale badany
problem jest precyzyjnie sformutowany. W rozdziale 3 przedstawione sg wiasnos$ci badanego
problemu w sytuacji wystepowania ograniczenia technologii grupowej. Rozdziat 4
poswiecony jest przypadkowi problemu, w ktérym ograniczenie technologii grupowej nie

wystepuje. Rozdziat 5 stanowi podsumowanie pracy.

2. Sformutowanie problemu

Rozwazany jednomaszynowy problem szeregowania sformutowany jest nastepujgco.

Dany jest zbiér J = {1,...,«}, n zadan oraz zbior F ={I/ \f =1,..,B), B rodzin zadan. Kazde
zadanie j e j okre$lone jest przez czas jego wykonywania Pj >0, termin dostepnosci » 20

oraz nalezy do jednej i tylko jednej rodziny |j e F . Dodatkowo, z kazda rodzing lj
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skojarzony jest sekwencyjnie niezalezny czas przezbrojenia s/t ktory jest wykonywany przed
kazdagrupa zadan z rodziny If . Czas ten opisany jest nastepujacg liniowga funkcja zasobowsa:

s, =bj-afUj,Uj eUj, 1)
gdzie: uf jest iloScig zasobu przydzielong do przezbrojenia, bf maksymalnym czasem
przezbrojenia, al zasobowym wspo6tczynnikiem skrécenia czasu przezbrojenia, natomiast
Uj jest zbiorem wartos$ci zasobu jakie mozna przydzieli¢ do przezbrojenia. W przypadku gdy
zasOb jest podzielny w sposob ciagty, to U} =[0;uf ], gdzie uf >0 jest maksymalnailoscig
zasobu, jaka moze by¢ przydzielona do przezbrojenia. Ze wzgledu na to, ze czas
przezbrojenia nie moze by¢ ujemny, dla kazdej rodziny If nastepujaca nier6wnos$¢ musi byé
spetniona: uf <~ . W przypadku zasobu podzielnego w sposéb dyskretny zbiér Uf zawiera
kj wartosci zasobu, jakie mogga by¢ przydzielone do przezbroj.em'a, tj.. Uj = {#,...,Ufr }
gdzie uj >u}~', dla j - 2,....,kf . Bez utraty og6lnosci mozemy przyja¢, ze uf = 0. Podobnie
jak w przypadku ciagglym czas przezbrojenia nie moze by¢ wielkoScig ujemng, wiec
nierownos¢ uk < ~ musi by¢ spetniona dla kazdej rodziny If e F . W obu modelach (tj. z
zasobem cigglym i dyskretnym) catkowita ilo$¢ zasobu przydzielona do przezbrojen jest
ograniczona, tzn. suma ilosci zasobéw przydzielonych do przezbrojen nie moze by¢ wieksza

niz zadana stata U . Ponadto, w problemie moze wystepowac tzw. ograniczenie technologii
grupowej GT, ktdére zabrania dzielenia rodzin na mniejsze grupy (wszystkie zadania z danej
rodziny wykonywane sa tgcznie). Problem polega na znalezieniu takiej sekwencji
wykonywania zadan oraz takiego rozdziatu zasobu, ktére minimalizujg kryterium dtugosci
uszeregowania: C * =maxJeJ{Cj}, gdzie C; jest terminem zakonczenia wykonywania
zadaniaj .

Sekwencja wykonywania zadan w badanym problemie okreSlona jest przez
permutacje u = (er(l),...,cr(«)) okreslong na zbiorze J. Przy ustalonej permutacji cr, w
sekwencji wykonywania zadan, mozemy wyrézni¢c K<,n grup zadan (ang. batch) (grupe
stanowig zadania nalezace do jednej rodziny). Oznaczmy przez G (k) k-tg grupe zadan oraz
przez s(k) czas przezbrojenia wystepujacy przed tg grupg. Dodatkowo, przez u(k) oznaczmy
ilos¢ zasobu przydzielong do przezbrojenia s(k). Przy tych oznaczeniach pojedyncze

rozwigzanie moze by¢ reprezentowane przez pare (ct,k), gdzie u =[«(!),...,«(k)] jest
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wektorem rozdziatu zasobu do kolejnych przezbrojen s(k), spetniajacym ograniczenie

¢ li(k)so.
Al

3. Problemy z ograniczeniem technologii grupowej GT

W przypadku wystepowania ograniczenia GT badane problemy, zgodnie z notacja
zaproponowangw [3], bedziemy krotko oznaczac jako:
\\rj,Sj =bf -a,u,,Yaus "V ’'GT\cn* @

w przypadku zasobéw podzielnych w sposob ciggty oraz

Wdscr,rj,sf =b{ -a/«/>X*“/ § U'GT\c ™ €]
w przypadku zasobéw podzielnych w spos6b dyskretny.
Ze wzgledu na to, ze w przypadku ograniczenia GT w dowolnym rozwigzaniu kazde

przezbrojenie wystepuje doktadnie raz, pojedyncze rozwigzanie moze by¢ reprezentowane

przez pare (cr,u), gdzie u;jljest wektorem rozdziatu zasobu do przezbrojenty,
B

1j e F, spetniajgcych ograniczenie X M - G m ty0*L przypadkéw problemow wykazano
/-i

nastepujgce wtasnosci.

Wtasno$¢ 1. Dla problemoéow (2) i (3) istnieje rozwigzanie optymalne takie, ze zadania
wewnatrz rodzin uszeregowane sg wg niemalejgcych wartosci r}.
Dowdéd. Dowdd powyzszej wiasnosci mozna w prosty sposob uzyska¢ poprzez zamiang

sasiednich zadan i ze wzgledu na prostote zostanie pominiety. m

Wprowadzmy nastepujgca definicje.
Definicja 1. Przez zagregowane zadanie bedziemy rozumieé zadanie o czasie wykonywania
PJ = Xy,// Pj 'terminie dostepnosci Rf =rk~Y ,j,hm Pje+S~ie k = argmaXye// ry
Dodatkowo, oznaczmy problemy szeregowania zadan zagregowanych przy kryterium
minimalizacji dtugosci uszeregowania, w ktorych przezbrojenia wystepujg miedzy kazdymi
dwoma zagregowanymi zadaniami, w nastepujacy spos6b (odpowiednio dla zasobow

podzielnych w sposob ciggty i dyskretny):
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\\R/,s/ =b/ -a/u/,YJu/ <U\Cnax 4)
I\dscr,R/,s/ =b/ -a/u/>Y Ju/ »J\C niX (5)

Ponadto, w problemach (4) i (5) zbiér zagregowanych zadaroznaczymy przez

H={\,...B}, a przez Cf bedziemy oznacza¢ termin zakonczeniawykonywania

zagregowanego zadania/

Twierdzenie  Problemy (2) i (3) sa rownowazne odpowiednio problemom (4) i (5).
Dowdd. Ze wzgledu na to, ze w problemie wystepuje ograniczenie technologii grupowej, a na
podstawie Wtasnosci 1 wiemy, jak zadania sg uszeregowane wewnatrz rodzin, mozemy, jak
fatwo zauwazy¢,' cate rodziny zagregowaé do pojedynczych zadah o czasach wykonywania
Pj i terminach dostepno$ci Rf i sprowadzi¢ problemy (2) i (3) do probleméw szeregowania
zagregowanych zadan. m

W dalszej cze$ci tego rozdziatu rozpatrywane bedg problemy (4) i (5), ze wzgledu na

to, ze sg tatwiejsze w analizie.

Wihasnos¢ 2. W problemach (4) i (5) przy ustalonym rozdziale zasobu u optymalng
permutacje uzyskujemy szeregujgc zadania wedtug niematejgcych wartosci Rf -s,.

Dowod. W przypadku ustalonych wartosci czaséw przezbrojenia mozemy je zagregowaé z
zadaniami po nich wystepujacymi, w taki sposob, ze R; =Rj ~sf oraz Pf =Pf +sf.
Otrzymamy wéwczas klasyczny problem szeregowania B zadan z czasami wykonywania Pj i
terminami  dostepnosci Rf, ktéry jest rozwigzywalny przez uszeregowanie zadan wg

niematejacych wartosci Rf [8]. m

Przypadek z zasobem podzielnym w sposob ciggty

Mozna tatwo wykaza¢, ze w problemie (4) przy ustalonej permutacji a optymalny
rozdziat zasobu realizowany jest przez nastepujacy algorytm w 0(£logS) krokach (w opisie
algorytmu zaktadamy, ze permutacja zadah jest permutacjg naturalng, tj. cr(/) =/

dla/ell):
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Algorytm R1

Krok 0: Inicjalizacja: H := 5} wu; =0 dla feH. Wyznacz czasy zakonczenia
wykonywania zadan Cy dla fe H .

Krok 1: Znajdz zadanie g = max/ei/{/ ]JR/ =Cf -Pf). W przypadku gdy takie zadanie nie
istnieje, to podstaw g=0.

Krok 2: Podstaw H :=H\ {l,...,g} oraz znajdz zadanie h = argmax/eH {af }.

Krok3: Podstaw uh=min{[/,i7TAmin/ei,{(Cy -Pf - Rs)laj).

Krok 4: Podstaw U :=U -u h.Jezeli uh=uh, to podstawH :=H \ {/?}.

Krok 5: Wyznacz czasy zakonczenia wykonywania zadan Cj dla fe H .

Krok 6: Jezeli H =0 lub U =0, to STOP. W przeciwnym wypadku idZ do Kroku 1

Wprowadzmy nastepujaca definicje:
Definicja 2. W problemie (4) bedziemy mowili, ze zadanie f dominuje zadanie g, jezeli

Rj - bj <Rk-bg- agug (co oznacza¢ bedziemyprzez f -<g).

Wykorzystujac relacje dominacji mozemy sformutowac nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. Jezeli w problemie (4) miedzy kazdymi dwoma zadaniamif i g zachodzi
relacja dominacji (tj. f <g lub g<f), tojest on rozwigzywalny w O(BlogB) krokach przf
pomocy nastepujgcego algorytmu:

Algorytm Al

Krok 1: Znajdzpermutacje a taka, ze a(f) <cr(/+1)dla f =1,.,B- 1

Krok 2: Rozdziel zas6b zgodnie z algorytmem RI.

Dowdéd. Dowdd powyzszego twierdzenia sprowadza sie do zaobserwowania, ze jezeli / <g,
to niezaleznie od ilosci przydzielonego zasobu do przezbrojeri zawsze bedzie zachodzita
nierowno$¢ Rf -Sj <Rg~sg, a na podstawie Witasnosci 2 wiemy, ze w takiej sytuagi

zadanie/ powinno by¢ wykonywane przed zadaniem g. m
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Przypadek Z zasobem podzielnym w Sposéb dyskretny
W dalszej cze$ci pokazemy, ze w przypadku zasobu podzielnego w sposéb dyskretny
problem rozdziatu zasobu przy ustalonej permutacji cr jest NP-trudny, co jednocze$nie

implikuje NP-trudno$¢ problemu (5).

Twierdzenie 3. Problem optymalnego rozdziatu zasobu przy ustalonej permutacji < w
problemie (5)jest NP-trudny.

Dowod. Aby udowodni¢ NP-trudno$¢ badanego problemu transformacji wielomianowej,
dokonano z NP-zupetnego problemu podziatu (PART).

PART: Dany jest zbiér m elementéw N = . Dla kazdego elementu ie N okreSlona

jest jego warto$¢ q, taka, ze q)=1Q. Czy istnieje podzbiér X ezN taki, ze

Decyzyjna wersja problemu rozdziatu zasobu (oznaczana dalej przez RD)

sformutowanajest nastepujaco:
RD. Dany jest problem 11dscr,Rf,Sj =bf ~aju/>Y_uf - U\Crex (z ustalong permutacja

zadan cr). Czy w tym problemie istnieje rozdziat zasobéw u taki, ze Crax <Y, gdzie Fjest
zadangstalg?

Na podstawie danych problemu PART budujemy nastepujacg instancje problemu RD:
B=m; R,-°0,P/ -*i,a/ -1,b/ ™*q/,U/ ={0iq/}, dla /=1,...,5; U=Q; Y-B +Q.
Zauwazmy, ze warto$¢ kryterium w tak zbudowanej instancji nie zalezy od kolejnosci

wykonywania zadan,poniewaz wynosi:

©

Ponadto, poniewaz zbiory U} sg dwuelementowe, rozdziat zasob6éw mozemy

/-1 /-1

jednoznacznie zdefiniowaé przez dwa zbiory HO i Hy takie, ze do HO nalezg te
przezbrojenia, ktére nie otrzymaty zasobéw oraz do Hu nalezgte przezbrojenia, ktére zaséb

otrzymaly. Ostatecznie, pojedyncze rozwigzanie problemu RD jest reprezentowane przez dwa

zbioy HO i Hu takie, ze HOu Hu=H i Har\Hu=0. Aby problem RD posiadat

rozwigzanie, muszg by¢ spetnione nastepujgce ograniczenia: CnM<Y - nier6wnos$é
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wynikajgca z wartosci kryterium, ~ u f <U - nieréwno$¢ wynikajaca z ograniczenia na ilo&

JeH .
zuzytego zasobu. Wykorzystujac rownanie (6) oraz podstawiajagc dane wynikajace z
transformacji do powyzszych nier6wnosci, otrzymujemy nastepujagce nierownosci:
B+£ /ell q; <B+Q oraz £ /ell *I/ - 2 >kt6ére po dalszych przeksztatceniach moga bt

réwnowaznie zapisane jako:

O

E«/l*& w

Na podstawie (7) i (8) wnioskujemy, ze problem RD ma rozwigzanie tylko wowczas,
gdy Z,.*.?2/=e-
(PART=>RD) Zatézmy, ze problem PART ma rozwigzanie, tzn. istnieje X czN takie, 2
£ cv7/ ~Q- Utwérzmy rozwigzanie problemu TC w nastepujacy sposob: //0=X
HU-N\X. Wo6wczas mamy £ /eW9/=2- Tak wiec, jezeli problem PART na
rozwigzanie, to problem RD réwniez ma rozwigzanie.
(RD=>PART) Zatézmy, ze problem RD ma rozwigzanie, tzn. istnieje HOqg H taki, =

S /el il =2- Utwdrzmy rozwigzanie problemu PART w nastepujacy sposéb: X =Hr

Woéwczas mamy =Q mTak wiec, jezeli problem RD ma rozwigzanie, to problem

PART réwniez ma rozwiazanie.

Ostatecznie mozemy stwierdzié, ze problem RD ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy problem PART ma rozwigzanie, a poniewaz problem PART jest problemem N>
zupetnym, to RD rowniez jest problemem NP-zupetnym, a jego wersja optymalizacyjna jest

NP-trudna. m

4. Problemy bez ograniczenia GT

Problemy bez ograniczenia technologii grupowej zgodnie z notacja zaproponowangw

[3] bedziemy krétko notowaé w nastepujacy sposéb:
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wprzypadku zasobéw podzielnych w sposob ciggty oraz
1|dscr,rj,s} =b/ -a/uf,J]Ju/ <U\Cna (10)

wprzypadku zasobéw podzielnych w sposéb dyskretny.
W dalszej cze$ci pracy wykazemy, ze problemy (9) i (10) nalezg do klasy problemow
NP-trudnychjuz w przypadku przezbrojen niezaleznych od zasobéw. W przypadku gdy czasy
przezbrojeri nie zalezg od zasobdw (sg zadanymi statymi wielko$ciami), zaréwno problem (9),

jak i (10) sprowadza sie do tego samego problemu, ktéry bedziemy krétko notowac jako
1Qiux «

Twierdzenie 4. Problem 11rp s; |Cnix jest NP-trudny.

Dowdd. Aby wykaza¢ NP-trudno$¢ problemu \\rJtsf |Cmex, transformacji wielomianowej

dokonano z NP-trudnego problemu 11sf \ [4]. Oznaczmy przez DL decyzyjng wersje

problemu 11 |Lna oraz przez DC decyzyjng wersje problemu \\rJtsf |Cmex Definicje

probleméw sg nastepujace:

DL: Dany jest zbiér j' = {1,..«'} «'zadan do wykonania na pojedynczej maszynie.
Kazde zadanie je J okre$lone jest przez czas jego wykonywania pij oraz oczekiwany
termin zakofczenia jego wykonywania dj . Oznaczmy przez F' =1,..,2J} zbior B
rodzin zadar. Dodatkowym parametrem fj kazdego zadania jest przynalezno$¢ do jednej z
rodzin, tzn. jezeli fj - f, to zadaniej nalezy do rodziny 1j.Z kazdarodzing |j skojarzony
jest czas przezbrojenia sf , wykonywany przed kazdg grupg zadan z rodziny 1j . Pytanie: czy
istnieje takie uszeregowanie zadan, ze maksymalna nieterminowos$¢ =max.A{Cj - dj}
jest nie wieksza niz L ?

DC: Dany jest zbiéor J ={1,...«) n zadan do wykonania na pojedynczej maszynie.
Kazde zadanie j eJ okreslone jest przez czas jego wykonywania Pj oraz termin
dostepnosci r}. Oznaczmy przez F ={l/ \f =1,...,B} zbior B rodzin zadan. Dodatkowym
parametrem f j kazdego zadania jest przynalezno$¢ do jednej z rodzin, tzn. jezeli fj —f | to
zadaniej nalezy do rodziny If . Z kazdg rodzing If skojarzony jest czas przezbrojenia s;

wykonywany przed kazda grupg zadan z rodziny |1}. Pytanie: czy istnieje takie
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uszeregowanie zadan, ze czas zakonczenia wykonywania wszystkich  zadan
Cnax = max JeJ{Cj} jest nie wigekszy niz C ?

Odpowiednia instancja problemu DC jest zdefiniowana poprzez dane problemu DL w
nastepujacy sposéb: n=n B =B ;F =F'\sf =sf, dla j =1,....B; Pj =pJt dla y=1..«
Tjd -dj+Sjmdlaj =\,...,n oraz C=L+d, gdzie d =mw..3){d'j}.

W.obu problemach pojedyncze rozwigzanie moze by¢ reprezentowane permutacja
zadan. Niech cr =(cr (1),...,a (n)) oznacza dowolne rozwigzanie problemu DL oraz niech
a = (cr(l),...,cj(n)) takie, ze a(J}=a(n-j +1), odpowiadajgce mu rozwigzanie problemu
DC. Dodatkowo, w kazdej permutacji mozna wyré6znié¢ K grup zadan nalezacych do tej sangj
rodziny. Oznaczmy przez G'(i) (G(i)) i-ta grupe zadan w permutacji cr (a) oraz przez s(i)
(s(i)) zwigzane z nig przezbrojenie maszyny. tatwo zauwazyé, ze G (i)=G(K-i +1) om
s (i)=s(K-i +1), tzn. w i-tej grupie w rozwigzaniu a wykonywane sg te same zadania ®
w grupie (Af-i+l)-szej w rozwigzaniucr (z tym ze wykonywane sg w odwrotnej kolejnosci) i
poprzedza je taki sam czas przezbrojenia. Bez utraty ogélnosci mozemy zatozyé, z
permutacja a jest permutacjg naturalng tj. cr(j) =j, dla j =\,..,n i takie zatozenie
przyjmiemy w dalszej czesSci dowodu.

Dla kazdej pary rozwigzan cr i cr zachodzi nastepujgca wtasnosc:

W iasno$¢ 3. Jezeli w rozwigzaniu a problemu DL dla zadania f zachodzi L, =L ", low

odpowiadajgcym mu rozwigzaniu a problemu DC wykonywanie zadania j' rozpoczyna ii?
doktadnie wjego terminie dostepnosci.

Dowéd. Oznaczmy przez CInX diugo$¢ uszeregowania w problemie DL. Dodatkowo,
oznaczmy przez CJ czas zakonczenia wykonywania zadaniaj w problemie DL oraz przez §j
czas jego rozpoczecia wykonywania w problemie DC. Zat6zmy ponadto, ze zadanie j
wykonywane jest w grupie G(z) w problemie DC. Wowczas dla tego zadania zachodzi:

"mix = Lj-a L, =Crx- dn->Cn®- d , a stad:

¢,.-d,+d>C'n (ID
J i
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Zauwazajac, Ze: Pa») =Z I-/HPt ' = S*'(*)+*« oraz ze

C _C/ =ZI-/-1 + > na podstawie (11) otrzymujemy:
K

d-d.+s(J)> Yipk+

(k) +s(i) idalej:
A-l+1 A-K-/+1

0-s S‘»ll\ ) 4, 1W = cff(-/,- <12>

Poniewaz S.. = max{r.,C"nj.)}, z (12) wiemy, ze zadanie j' rozpocznie sie w swoim
terminie dostepnosci w rozwigzaniu a problemu DC, co konczy dowo6d Wiasnosci 3.0

Oznaczmy przez / pierwsze zadanie w permutacji cr, dla ktérego zachodzi

¢nm(cr) = Z/. Zadanie to bedzie ostatnim zadaniem w permutacji cr, ktérego czas

rozpoczecia wykonywania wynosi r,. Niech w permutacji cr zadanie 1bedzie wykonywane w

Mgj grupie. Z Wiasnosci 3 wynika nastepujaca zalezno$é:

0 = * 1 - H H 1 1 =
Cme(°) r,+£(_l>,,( > +A£Js(k) ri +AY_i,P i+ AZ_ls (k)

K -i I K-U\

d-dl+s(OmE p\+% s (k)=d-.d\+£ " I'A).
Al Al A-l -l

A
I AT-HL (
Nastepnie zauwazajac, ze C, = Tpk + ~ s (A), otrzymujemy:
*i *j
Cmix(a) =d-d'I+ Cl=L,+d =Lmix(*) +d.
Ostatecznie z powyzszej rownosci mozemy wywnioskowac co nastepuje:

(DL=>DC) Jezeli problem DL ma rozwigzanie takie, ze Lmx <L, to problem DC ma
rozwigzanie takie, ze =L +ds$,C.
(DC=>DL) Jezeli problem DC ma rozwigzanie takie, ze CmM5 C, to problem DL ma
rozwigzanie takie, ze -C-d <L.

Ostatecznie, poniewaz problem DL jest NP-zupelny, to mozemy stwierdzi¢, ze
problem DC jest réwniez NP-zupeiny, a jego wersja optymalizacyjna jest NP-trudna, co
koriczy dowdd. m

Dla problemu (9) opracowano algorytm optymalnego rozdziatu zasobu przy ustalonej

permutacji 0 ztozonosci O(«). Dziatanie tego algorytmu mozna przedstawi¢ w nastepujgcych
krokach:
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Algorytm R2
Krok 0: Potraktuj kolejne grupy zadan jako rodziny i dokonaj agregacji zgodnie
z Definicjg 1.

Krok 1: Znajdz optymalny rozdziat zasobéw algorytmem R1.

5. Podsumowanie

W niniejszej pracy rozwazano problem szeregowania z okreSlonymi terminami
dostepnos$ci zadan oraz czasami przezbrojeh zaleznymi od dodatkowego zasobu. Jako
kryterium optymalizacji przyjeto minimalizacje dtugo$ci uszeregowania. Badano nastepujace
przypadki problemu: (1) ograniczenie technologii grupowej i zasoby podzielne w sposéb
ciagty, (2) ograniczenie technologii grupowej i zasoby podzielne w spos6b dyskretny,
(3) brak ograniczenia technologii grupowej i zasoby podzielne w spos6b ciggty oraz (4) brak
ograniczenia technologii grupowej i zasoby podzielne w spos6b dyskretny.

Dla przypadkéw (1) i (3) skonstruowano algorytm optymalnego rozdziatu zasobu pzy
ustalonej permutacji i wykazano, ze jezeli w przypadku (1) wystepuje relacja dominacji
miedzy kazdymi dwoma zadaniami, to jest on rozwiazywalny wielomianowo w czasie
O(«log n). Wykazano réwniez, ze problem optymalnego rozdziatu zasobéw przy ustalonej
sekwencji wykonywania zadan w przypadku problemu (2) jest zagadnieniem NP-trudnym, @
jednoczes$nie implikuje NP-trudno$¢ przypadku (2) i (4) problemu. Ponadto wykazano, 2
problemy (3) i (4) badanego problemu, nawet w przypadku klasycznym - . z
przezbrojeniami niezaleznymi od zasob6w - nalezg do klasy zagadnien NP-trudnych.
Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze ztozono$¢ obliczeniowa przypadku (1) problemu
pozostaje nadal nieokre$lona. Skonstruowanie wielomianowego algorytmu jego rozwiazania

lub udowodnienie jego NP-trudnos$ci powinno by¢jednym z celéw dalszych badan.
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Abstract

Scheduling problems with set-ups have attracted a great attention in the literature over
several recent years. This is motivated, beside obvious theoretical significance, by many
applications, which can be found in production and computer systems. However, most of
authors of the papers have treated set-up times as some fixed given parameters. In many
practical situations set-up times may be compressed (i.e. shortened) through the consumption
ofsome additional resources such as energy, financial outlay, catalyzer, etc. This paper deals
with a single machine scheduling problem, in which the set-up times are described as linear,
nonincreasing functions dependent on some discretely divisible resources. The model of the

set-up time consists of two parts. One part is a constant and describes the maximal
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requirements of set-up time when there are no resources assigned to it. The second part is
variable and decreases the set-up time if some amount of resource is assigned to it. W\
consider the following problem: the minimization of the makespan value under a given
constraint on the total resource consumption, and given job release dates. The following faur
cases of the problem are considered: (1) continuously-divisible resources and gowp
technology restriction, (2) discretely-divisible resources and group technology restriction, (3
continuously-divisible resources and no group technology restriction, and (4) discretely-
divisible resources and no group technology restriction. It is proved that cases (2), (3) and 9
are NP-hard. The complexity status of the case (1) remains an open question, however, an
algorithm of optimal resource allocation for fixed jobs sequence is developed, ad

polynomially solvable case is found.



