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Streszczenie. W pracy rozpatrzono dwa jednomaszynowe problemy szeregowania
przy kryterium minimalizacji sumy wazonych czaséw zakonczenia wykonywania
zadan oraz ograniczeniu na catkowita ilos¢ dostepnego zasobu. W pierwszym
problemie czasy przezbrojer sg zalezne od ilosci przydzielonego zasobu, wystepuje
tutaj takze wymag technologii grupowej. W drugim problemie czasy wykonywania
zadan sg zalezne od zasobu, natomiast przezbrojenia sg réwne zero. Wykazano
réwnowazno$¢ obu probleméw dla malejacej funkcji liniowej opisujacej zalezno$¢
czasu przezbrojenia oraz czasu wykonywania od zasobu. Dla rozpatrywanych
probleméw wykazano szereg whasnosci okre$lajagcych optymalne rozwigzania ich
szczegOlnych przypadkow oraz wiasnosci pomocnicze wykorzystane przy konstrukcji
algorytmow heurystycznych rozwigzujgcych te problemy.

SCHEDULING JOBS WITH RESOURCE DEPENDENT SETUP AND
PROCESSING TIMES - TOTAL WEIGHTED COMPLETION TIME
MINIMIZATION

Summary. The paper deals with two single machine scheduling problems considered
for the sum of weighted completion times minimization. In the first problem, the setup
times are resource-dependent and there is group technology restriction. In the second
one the processing times are resource-dependent and the setup times are equal to zero.
It is shown that both problems are equivalent if both the setup and processing times
are decreasing resource dependent linear functions. We prove some properties for the
considered problems, based on which some special cases of the considered problem
can be solved optimally. These properties are also used to construct some heuristic
algorithms solving the general cases of the problems under considerations. The
efficiency of the heuristic algorithms is tested experimentally.
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1. Wprowadzenie

Optymalizacja procesu produkcyjnego jest bardzo czesto zwigzana z przydziatem
pewnego ograniczonego zasobu do wykonywanych zadah lub maszyn. Zaséb moze met
charakter ciagty (np. paliwo, energia), lub dyskretny (np. dodatkowe narzedzia, pracownicy).
Spos6b rozdzialu zasobu wpltywa na warto$¢ kryterium charakteryzujacego jako¥
optymalizowanego procesu, dlatego tez znaczaca role wéréd probleméw szeregowania zad
petnig problemy z rozdziatem zasobéw. W ostatnich latach problemy te byly czesto
rozwazane w literaturze naukowej. W pracy [2] przedstawiono szeroki przeglad probleméw z
rozdziatem zasob6w. Opisano tam jednomaszynowe i wielomaszynowe problemy, w kiérych
czasy wykonywania zadan, czasy przezbrojen lub terminy dostepnosci zadan zalezg al
dodatkowego zasobu. Przykiady proceséw, w ktérych mamy do czynienia z problemem
rozdziatu zasob6w, mozna znalez¢ opisujac np. proces produkcji elementéw plastikowych [
czy tez proces elektrorafinacji miedzi [2],

W niniejszej pracy rozwazane sg dwa jednomaszynowe problemy z rozdziatem
zasobhow. W pierwszym z nich liniowa zalezno$¢ od dodatkowego zasobu charakteryzuje
czasy przezbrojen, natomiast w drugim czasy wykonywania zadan. Celem obu probleméw
jest minimalizacja sumy wazonych czas6w zakoiczenia wykonywania zadan.

Dalsza cze$¢ pracy jest zorganizowana nastepujaco. Rozdziat 2 zawiera sformutowania
dwoéch rozwazanych w pracy probleméw. W rozdziale 3 wykazano, ze oba problemy sg sthie
rownowazne. W rozdziale 4 zamieszczono wiasnosci okre$lajace optymalne rozwigzania da
szczeg6lnych przypadkéw badanych probleméw oraz wiasnoSci pomocnicze wykorzystane
przy konstrukcji algorytmoéw heurystycznych rozwigzujacych te problemy. W rozdziale 5
opisano skonstruowane algorytmy, natomiast w rozdziale 6 dokonano eksperymentalnej

analizy ich efektywnosci. Rozdziat 7 zawiera krdtkie podsumowanie.

2. Sformutowanie problemow

Dany jest zbidr n niepodzielnych i niezaleznych zadan dostepnych w chwili =0,
ktére maja by¢ wykonane na pojedynczej maszynie. Kazde zadanie jest opisane przez waf

wj>0 oraz czas wykonywania Pj(uj). Czas wykonywania zadania pj dany jest jdo

nierosngca liniowa funkcja zalezna od ilosci przydzielonego zasobu Uj, 9
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Pj(uj) =bj-ajUj, gdzie bj>0 oraz aj>0 sg zadanymi parametrami modelu. Ze wzgledéw
technologicznych przyjmuje sie, ze 0<Uj <uj, natomiast w celu zapewnienia dodatniej
wartoSci czasu wykonywania zadania zaktada sie, ze 0 <,Uj<,bj/cij, gdzie Uj jest
maksymalng ilo$cig zasobu, jakg mozna przydzieli¢ do zadaniaj. Zaktada sie réwniez, ze
istnieje ograniczenie na catkowitg ilo$¢ dostepnego zasobu Kazde zadanie

nalezy do jednej rodzinyf f =1 Zadania z tej samej rodziny sg wykonywane tgcznie,
tzn. istnieje wymog technologii grupowej (GT). Wykonanie pierwszego zadania z danej
rodziny wymaga wczesniejszego przygotowania (przezbrojenia) maszyny. W zwiazku z tym,
dlakazdej rodziny/ okresla sie czas przezbrojenia maszyny s/jako nierosnaca liniowg funkcje

zalezng od ilosci przydzielonego zasobu v/, tj. s/ (v/) =g/ -h/v/ , gdzie g/>0 oraz hf>0 sg

zadanymi parametrami modelu. Ponadto, ze wzgleddw technologicznych, zachodza
nastepujace warunki: 0<vf <v/,v/<g/Ih/,0<™_[v/ §Z§ , gdzie V/ oraz Z

oznaczajg odpowiednio maksymalng ilo$¢ zasobu, jaka mozna przydzieli¢ do przezbrojenia sy
oraz catkowitg ilos¢ zasobu dostepng do realizacji przezbrojen zadan.

Problem polega na znalezieniu kolejnosci wykonywania rodzin, kolejnosci
wykonywania zadan w obrebie tych rodzin oraz takiego rozdziatu zasobu, ktére minimalizuja
warto$¢ sumy wazonych czaséw zakonczenia wykonywania zadan.

W niniejszej pracy rozpatrywane beda dwa problemy, ktére w notacji tréjpolowej [1]

sgopisane nastepujaco:

\s/ (v,) =g/ -Vl ,GT,YMI<:Z\Y Ik ()

\Pj(Uj) =bj-adu], YAU<R\YjwC| m @

Zaktada sie przy tym, ze w problemie (1) czasy wykonywania zadah sg z gory
zadanymi wartoSciami i nie zalezg od ilosci przydzielonego zasobu, natomiast w problemie
() liczba rodzin jest réwna liczbie zadan, a przezbrojenia maszyny sag réwne zero. W obu

problemach minimalizacji podlega suma wazonych czaséw zakornczenia wykonywania zadan.
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3. Tozsamos$é problemow

Ze wzgledu na to, ze w problemie (1) wystepuje ograniczenie technologii grupowej,
cale rodziny zadan - fgcznie z czasem przezbrojenia - mozna traktowac jak pojedyncze

zadania. Dzieki temu mozna wykazac, ze problem (1) jest tozsamy z problemem (2).
Twierdzenie 1. Problem 11Sj(v*) = -h/vl,GT, Vj5Z |~ wjCj jest réwnowazny
problemowi \\p J{Uj) =bj-aJUj,""JUj <R |

Dowdd. Zatdzmy, ze dla problemu (1) w obrebie rodziny/ zadania sg uszeregowane wedtug
niemalejgcych wartosci p/wj (requta SWPT [4]). Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, z
kolejno$¢ uszeregowania zadan w obrebie rodziny / odpowiada permutacji naturalnej, .
1,2,...«/. Zat6zmy ponadto, ze maszyna rozpoczyna wykonywac¢ zadania nalezace do rodziny

/ w momencie S/. Wykonanie wszystkich zadan z rodziny/ spowoduje, ze warto$¢ kryterium

wzro$nie o Wf = Z "itwjCj =Z"li +i/ +Z liPi\ Wielko$¢ Wfmozna przeksztatci¢

nastepujaco: W, = + sf ~ Af Sdzie oraz AJ =Y IU PiTj"\w'
Latwo zauwazy¢, ze warto$¢ wyrazenia Aj zalezy jedynie od uszeregowania zadan w obrebie
rodziny/ (z zatozenia sg one uszeregowane wg reguty SWPT). Zatem wykonanie wszystkich
zadan z rodziny / w momencie 5/ jest rownowazne (ze wzgledu na warto$¢ kryterium)

wykonaniu pojedynczego zadania 0 nastepujacych parametrach
ANl=il+E">/=S/-V /[+ZwWA oraz m/ =Zmw-- Pojmujagc u,=vf, a,=h,
oraz bj =gf + p,, otrzymujemy czas wykonywania zadania p's =0; -«/‘/m
Szeregowanie 5 takich zadan odpowiada problemowi (2). Rozwigzanie problemu (2) jest
wiec réwnowazne rozwigzaniu problemu (1), réznig sie¢ one jedynie wartoScig kryterium

(doktadnie o A)).

W dalszej czesci pracy bedziemy rozpatrywali problem (2), poniewaz jest m
tatwiejszy w analizie w stosunku do problemu (1). Jednak, na podstawie Twierdzenia ]

wszystkie wnioski dotyczace problemu (2) odnoszasie takze do problemu (2).
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4. Wiasnosci problemu

Wiasnosci  [2], Dla problemu 1\Pj=bj-ajUuj*Uj s R\"TwjCj, przy

ustalonej permutacji zadan, optymalny rozdziat zasobu mozna wyznaczyé w czasie
0(n2) stosujac nastepujacy algorytm:

Algorytm 1.
KrokO: Inicjalizacja: J:= {1,2,....«}, R:=R.
Krok 1.  Znajdzy* takie, ze: /)= w*()}-
Krok-2:  Podstaw u”.) = R:=R- orazJ:=./\ {/*}.

Krok 3:  JezeliJ —0 lub R =0, to STOP, w przeciwnym wypadku przejdz do Kroku 1.

Wihasnosé 2. Dla problemu 1|Pj-bj -Ojy”* U j <R I"W jCj , przy ustalonym rozdziale
zasobu, uszeregowanie zadan wedtug niemalejacych wartosci p/wj (reguta SWPT [4]) jest
optymalne.

Rozpatrywany problem przy ustalonym rozdziale zasobu sprowadza sie do
klasycznego problemu szeregowania zadan rozpatrywanego w [4] i rozwigzywanego za

pomocgreguty SWPT.

Whasnos¢ 3. W rozwigzaniu optymalnym problemu 11Pj =bj <R| WCj,

wszystkim zadaniom (z wyjatkiem jednego) przydzielona jest maksymalna lub minimalna
iloé¢ zasobu jedno zadanie moze otrzymaé posrednig ilos¢ zasobu.
Dowod. Dowo6d powyzszej wiasnosci wynika z zasady dziatania Algorytmu 1. W algorytmie

tym jezeli tylko mozna, przydzielamy zadaniom maksymalng mozliwg ilos¢ zasobu, tj. u,.

Zatem, tylko jedno zadanie (ostatnie sposrdd tych, ktore otrzymaja zas6b) moze dostaé

warto$¢ mniejsza, niz wspomniane u}. Z Wtasnosci 1 wynika, ze Algorytm 1jest optymalny,

zatemkazdy optymalny rozdziat zasobu spetnia Wtasnos$¢ 3.

Whasnos¢ 4. Jezeli Tij-u dla j =I,,..,n oraz R=k-u dla keZ+, wtedy problem

I\Pj=bj-a JUj,YiUj <R\ WjCj moznarozwigza¢ optymalnie w czasie 0{n),
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Dowod. Z Wtasnosci 3 wynika, ze w rozpatrywanym przypadku kazde zadanie albo dostanie
doktadnie u zasobu, albo nie dostanie go wcale. Oczywiste jest tez, ze zasob dostanie

doktadnie k zadan z n. Liczba wszystkich mozliwych kombinacji rozdziatu zasobu wynosi

, a ztozono$¢ obliczeniowa procedury sprawdzajgcej te kombinacje wynosi 0(nk).

5. Algorytmy

W celu rozwigzania problemu 1| pj =bj - aju , SR \*jwJCJ skonstruowano

trzy algorytmy heurystyczne Hi, H2 oraz H3 wykorzystujace wilasnosci wykazane w
poprzednim rozdziale. Zasade dziatania algorytmu Hi mozna przedstawié¢ nastepujaco:
przydzielaj maksymalng mozliwg ilo$¢ zasobu do zadahn (Wtasno$¢ 3) oraz przez caly was

dziatania algorytmu utrzymuj warunek uszeregowania zadan wg reguty SWPT (Witasnos¢ 2.

Jak fatwo zauwazy¢, przydziat zasobu u” do zadania n(j) moze spowodowac zaburzenie

requty SWPT. Wobec tego zachowanie reguty SWPT wymaga przesuniecia zadania iij) ra
odpowiednig pozycje, dla ktorej reguta SWPT jest nadal spetniona. Wykorzystujac regue

SWPT, mozna dla kazdego zadania wyznaczy¢ progowa warto$¢ zasobu przydzielenie

ktérej spowoduje, ze zadanie n(j) zostanie przesuniete w permutacji n o k pozycji w leno
JA., = _jTd_  fklZ¢kzl, Jezeli zadanie rdj), otrzymujac u zasobu, zostanie przesunigte o
a-U) a*U) w-U-i)

k pozycji w lewo, to warto$¢ Kkryterium  zmniejszy sie 0  warto§¢
0+ W algorytmie H, powyzsze

rozwazania wykorzystano w taki sposéb, ze w danej iteracji algorytmu wybieramy takie
zadaniej oraz przydzielamy mu takg ilo$¢ zasobu u, dla ktérych warto$¢ wyrazenia Zj{u)lujest
najwieksza. Jednocze$nie modyfikujemy permutacje tak, aby spetniona byta reguta SWPT.
Formalny opis algorytmu H| jest dany ponizej:
Algorytm Hi
Krok 0:  Podstaw: uj=0dlaj = 1,2,...,«. Uszereguj zadania wedtug reguty SWPT.
Krok 1: Dlauzyskanej permutacji wyznacz warto$¢ funkcji celu.

Krok 2:  Wyznacz progowe warto$ci zasobéw:
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<U)=— dlaj= 1,2,...«; k=1
a*l) a«l) w*u-*)

Krok 3:  Wyznacz zysk w warto$ci funkcji celu po przydzieleniu zadaniu rdj) zasobu u:

, 2 1.

7 (,A-iz*u) sdy
u>
gdzie z*0)(m=ua”y I" +w»C/)SmA0-0 "PHy )£ wXy-/) m

i z,(<) ,
Krok4: Wyznaczy = arg maxi max-------- ,j oraz A.
y y g 0S»SH i ISISji  w g

Krok5: Jezeli u =", (/)> zadanie a(/*) dostaje u zasobu, w przeciwnym przypadku

szukamy zadania, ktéremu mozna przydzieli¢ u zasobu i przyniesie ono

najwigkszy zysk - zadanie takie oznaczamy jako j'. Przesuri zadanief o k’

pozycji w permutacji w lewo. Warto$¢ funkcji celu malejeo z* " (u').
Krok 6: R:=R~u".

Krok 7:  Jezeli R >0, to przejdz do jKroku 2, w przeciwnym razie STOP.

Ztozonos¢ obliczeniowa poszczegdlnych krokéw algorytmu Hi  jest nastepujaca: Krok 0
wyznaczamy w czasie 0(«log«), Krok 1- 0(A), Krok 2 - 0(«2), Krok 3 - 0(«log«), Krok 4 -
0(h), Kroki 5 i 6 to 0(1). Kroki 2 -6 wykonujemy co najwyzej n razy (kazdemu zadaniu
zasdb mozemy przydzieli¢ najwyzej raz - Wtasnos¢ 3), a wiec ztozonos¢ obliczeniowa catego
algorytmuwynosi co najwyzej 0(«3).
Dziatanie algorytmu H2mozna przedstawi¢ nastepujgco.

Algorytm H2

Krok 0: Podstaw U=0dlaj = 1,2,....«.

Krok 1: Uszereguj zadania wedtug reguty SWPT.

Krok 2: Przydziel caty dostepny zas6b optymalnie wedtug Algorytmu 1.0trzymana

permutacja po przydziale zasobu nie spetnia reguty SWPT.

Kroki 1i2 powtarzaj, dopdki nastepuje zmniejszenie wartosci kryterium.

Doswiadczalnie stwierdzono, ze Algorytm H2 dziata najlepiej, gdy jako kryterium
stopu przyjmuje sie brak poprawy wartosci funkcji celu w dwoch nastepujacych po sobie
iteracjach (za brak poprawy przyjmuje sie zmiane warto$ci kryterium o nie wiecej niz
£=0,0001). Zastosowane kryterium stopu nie pozwala okresli¢ ztozonos$ci obliczeniowej

powyzszego algorytmu.



216 A. Janiak, T. Krysiak, M. Lichtenstein

Doktadny opis dziatania algorytmu H3jest dany ponizej.
Algorytm H3
Krok 1:  Uszereguj zadania wedtug reguty SWPT.
Krok 2:  Dla otrzymanej permutacji przydziel zaséb optymalnie wedtug Algorytmu 1

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu H3wynosi 0{n2).

6. Analiza eksperymentalna

W eksperymentach generowano instancje dla trzech wartosci R : e (0;0,250],
n

R2e (0;0,5U] oraz R} e (0;0,75C7], gdzie U =~ U j. Dla kazdej wartosci R generowano
j-1

instancje problemu dlan =9, 20, 100 i 200 zadan. Warto$ci parametréw problemu losowanoz
nastepujacych przedziatéw: cij e [I;10], bj e [0;100], Wj e [I;10] oraz Uj s Oa
n=9 zadan losowano po 20 instancji problemu i dla kazdej obliczano btad wzgledny
ghi =FWFOF0100% gdzie Fhj oznacza rozwigzanie dostarczone przez algorytm HP
{j =1,2,3), natomiast FO oznacza rozwigzanie optymalne uzyskane za pomocg przeglada

zupetnego. W tablicy 1przedstawiono usrednione wartosci btedu wzglednego.
Tablical
Usrednione wartosci btedu wzglednego thjdla n=9 zadan i réznych wartosci R

R R R X
™ [%4] 0,014 0,14 m 0,11 0,088
e %] 0,304 1,15 0,561 067
ey [%] 2,65 6,99 5,76 513

Dla 34=9 wszystkie trzy algorytmy dostarczajg rozwigzan bliskich optymalnemu, pzy

czym algorytmy Hi i H2 wydajg sie by¢ wyraznie doktadniejsze od algorytmu H3. Poredto,

wielko$¢ dostepnego zasobu R nie wplywa tutaj na jako$¢ rozwigzan. Dla n>9 algorytmy H
F

i H3 byly poréwnywane z algorytmem H] wedtug wzoru: pH =——100%. Dla kaxy
Fw

wartosci n poszczeg6lne algorytmy byty uruchamiane dla 10 réznych instancji, nestgnie

uzyskane wyniki byty usredniane. Otrzymane rezultaty przedstawiono w tablicy 2.
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Tablica 2
Poréwnanie jakosci algorytméw H2i H3, w odniesieniu do algorytmu Hi, dla réznych
wartosci zasobu R, przy ri>9

n 20 100 200

R R R, R R R, R R R,
o DA 9980 99,77 98,63 98,81 98,14 99,07 98,90 99,16 99,34
o M 97,92 95,49 91,14 94,74 88,59 90,13 91,83 95,61 87,62

Dla duzych rozmiaréw problemu algorytm H2jest prawie tak doktadny, jak algorytm
odniesienia Hi (wspdtczynnik pm rzedu 99%), natomiast algorytm H3 jest zdecydowanie
mmigj doktadny niz algorytm Hi (wspo6tczynnik pm rzedu 93%). Mozna wiec stwierdzi¢, ze
relacja miedzy algorytmami H| i H2 a algorytmem H3 jest podobna jak dla n-9, tzn.
algorytmy Hi i H2 sg doktadniejsze od algorytmu H3. Prezentowane w tablicy 2 wyniki nie
wykazujgwptywu liczby zadan ani ilosci dostepnego zasobu R na doktadno$¢ algorytmoéw.

Sposréd badanych algorytmoéw bezkonkurencyjny pod wzgledem czasu dziatania
okazuje sie by¢ algorytm H3 (czasy dziatania ponizej Ims). Poza nim warto zwréci¢ uwage na
algorytm H2 (Sredni czas dziatania rzedu kilkudziesigciu milisekund). Algorytm Hi moze by¢
uzyteczny dla probleméw o nieduzym rozmiarze (praktycznie dla n<100 czas dziatania
ponizegj 1s). Biorac pod uwage doktadno$¢ badanych algorytméw i czas ich dziatania, nalezy
stwierdzi¢, ze najbardziej uniwersalny jest algorytm H2- szybki i doktadny. Algorytm Hj jest
nieco dokfadniejszy, ale nieefektywny pod wzgledem czasu dziatania dla duzych probleméw

(dlax>100), natomiast algorytm H3jest bardzo szybki, ale najmniej doktadny.

7. Podsumowanie

W niniejszej pracy rozpatrywano dwa problemy szeregowania zadan z rozdziatem
zasobow. W jednym z nich czasy przezbrojen sa liniowo zalezne od zasobu oraz istnieje
wymdg technologii grupowej. W drugim natomiast czasy wykonywania zadan zaleza liniowo
od zasobu. W obu przypadkach minimalizowano sume wazonych czaséw zakonczenia
wykonywania zadan. Wykazano, ze problemy te sg sobie rGwnowazne. Skonstruowano takze
algorytm optymalnego rozdziatu zasobu przy ustalonej permutacji zadan. Ponadto wykazano
szereg wiasnosci okre$lajacych wielomianowe rozwigzania optymalne dla szczegdlnych
przypadkéw rozpatrywanych problemdw oraz wiasnosci pozwalajgce skonstruowac trzy
efektywne obliczeniowo algorytmy heurystyczne rozwigzujace badane problemy. Na koniec

zaprezentowano wyniki analizy eksperymentalnej poréwnujacej powyzsze algorytmy.
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Analiza ta wykazuje, ze dla badanych probleméw mozna skonstruowac efektywne
obliczeniowo algorytmy heurystyczne - dostarczajgce w krotkim czasie wyniki bliskie

optymalnym.
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Abstract

Two single machine scheduling problems with distribution of the resources wes
considered in this paper. In the first problem the setup times are resource-dependent and tee
is group technology. However, in the second one the processing times are resource-
dependent. In both cases the sum of weighted completion times is minimized. It is shown te
these problems are equivalent each other if the resource-dependence of setup time ad
processing time is the decreasing linear function. Manufacturing of plastic components ad
electro refining of copper are examples of the situation in which distribution of the resource
occurs. We construct some optimal algorithms which solve special cases of the gred
problems in polynomial time. We also prove the properties which are helpful in constructing
an effective heuristic algorithms. Finally, we show the results of an experimental awdlysis
which compares these algorithms. The analysis shows that there is an exact heuistic
algorithm which provides the solutions with relative errors less than 1% in a short time (in
practice its working time do not exceed Is, even for large quantity ofjobs). It is also posible
to construct two others algorithms. One of tern is more exact but slowest than the first one-it
generates the solutions with relative errors less than 0.1% but it is practically unusable fo
problem of more than 100 jobs because of its working time. And the other algorithm ismch
faster - its computational complexity is 0(r?) - but less exact - its relative error is afe*
percent.



