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Streszczenie. W  pracy analizowane są własności uszeregowań dla wprowadzo­
nego m odelu system u równoległego. W  szczególnym przypadku, d la  systemów 
równoległych z zadaniam i dedykowanymi, ustaloną alokację zasobów możemy 
zamodelować wykorzystując tzw. grafy konfliktów. W  chromatycznym modelu 
uporządkowań w czasie możemy sprowadzić znajdowanie uszeregowań optym al­
nych do znajdow ania tych spośród multipokolorowań grafu konfliktów, których 
sum a kolorów je st m inim alna. A utorzy podają  w stępną analizę własności modelu, 
w prow adzają algorytm y zachłanne oraz na podstawie uzyskanych lub cytowanych 
oszacowań pokazują algorytm y przybliżone.

APPROXIMATION ALGORITHMS FOR SELECTED PROBLEMS 
OF PARALLEL RESOURCE ALLOCATION

S u m m a ry . In the paper we consider the problem of scheduling m ultiprocessor 
tasks on dedicated processors. Assuming th a t there is only one alocation of resour­
ces the proposed general model can be reduced to  the chrom atic model of sequen­
cing of tasks. T he authors analyze the properties of the sum multicoloring problem 
of conflicting graphs and give some new bounds on the (m ulti)chrom atic sum. 
Based on the introduced greedy algorithm  we propose approxim ation algorithm s 
to  the  problem  P \f iX j ,  G, r ;j  £  Cj.

1. Definicja problemu

1.1. W stęp

W pracy au torzy  koncentrują się na analizie własności chromatycznego modelu upo­

rządkowań w czasie zaproponowanego d la szczególnych przypadków deterministycznego 

szeregowania wieloprocesorowych zadań w środowisku maszyn działających równolegle. 

W ogólnym m odelu rozpatru je się skończone zbiory zadań i procesorów. Zadania mogą
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być wykonywane n a  procesorach dowolnych [4], dedykowanych [8, 10], czy n a  alterna­

tywnych zbiorach procesorów dedykowanych [3, 6]. P rzy  in terpretacji procesorów jako 

zasobów, w system ach komputerowych, inne urządzenia (np. zasoby pam ięci, urządzenia 

peryferyjne, procesory specjalizowane czy sekcje krytyczne program ów) będą w mode­

lu trak tow ane jako procesory, czyli jednostki przetw arzające dane zadanie. Rozważać 

będziemy zatem  systemy, w których zadania w ym agają wyłącznego dostępu do proceso­

rów określonego typu. W  system ach równoległych, k tóre będziemy dalej rozważać, zadanie 

będzie wykonywane na kilku procesorach równocześnie. Ponieważ przyjmiemy, że zadania 

będą autonom iczne (niezależne), nie w ydaje się celowe ustalanie kolejności ich wykony­

wania. W  pracy uwzględnione zostaną zarówno system y z zadaniam i jednostkowymi, jak 

również system y z zadaniam i o całkowitych czasach wykonania, zarówno podzielnych, jak 

i niepodzielnych.

M odel będzie zorientow any na zadania. P o  pierwsze, podstawowym  w arunkiem  popra­

wności uszeregowania czasowego będzie wykonanie wszystkich zadań. Po drugie, każde 

zadanie będzie wym agało wyłącznego dostępu do zasobów określonego typu. Wreszcie 

najważniejsze, k ry terium  optym alizacyjne, czyli m inim alizacja średniego czasu przepływu 

zadań, je s t isto tne właśnie z p u nk tu  widzenia zadań, k tóre przybyw ając niezależnie do 

system u chcą yć obsłużone jak  najszybciej. Rówoważnie do średniego czasu przepływu 

m ożna badać całkow itą sum ę czasów zakońzenia zadań.

Zadanie nazywam y podzielnym  (ang. preemptable), jeżeli jego wykonywanie może 

zostać przerw ane i później wznowione bez żadnych dodatkowych kosztów. W  przeciw­

nym  razie zadanie jest niepodzielne (ang. nonpreemptable). Czasem wykonywania  zada­

nia (ang. processing tim e ) będziemy nazywać czas zawłaszczenia zasobów niezbędnych 

do jego wykonania. W  przypadku alternatyw nych zbiorów procesorów dedykowanych 

czasy wykonywania danego zadania m ogą być różne. Czas gotowości zadania (ang. ready 

tim e ) ogranicza z dołu m om ent przydzielenia zasobów dla tego zadania i jest często inter­

pretow any jako m om ent przybycia zadania do systemu. W  dalszej części pracy zakładać 

będziemy, że czasy wykonywania oraz gotowości są  całkowite (wielokrotność czasu jednost­

kowego). Czasem przepływu  zadania przez system  nazywać będziemy różnice pomiędzy 

czasem zakończenia a  czasem gotowości.
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1.2. Model ogólnego systemu równoległego

Rozważmy zbiór n  zadań J  =  { J \ ,. . . ,  Jn} oraz m  procesorów M  = { M \ , ..., M m). 

System  równoległy w ogólnej postaci zdefiniujemy jako Q =  (JJ, M ,  (Rj)j<=j, ( P j ) j s j ,  

(r j ) je j> (w j) je j)>  gdzie J  (ang. jobs) jest niepustym  skończonym zbiorem autono­

micznych zadań  (bez ograniczeń kolejnościowych) oraz niepodzielnych n a  operacje, 

M  (ang. m achines) je s t niepustym  skończonym zbiorem maszyn (procesorów czy in­

nych zasobów), natom iast rodzina ( R j ) Jej  niepustych podzbiorów 2 2M przyporządkowuje 

każdemu zadaniu  J  zbiór dj-elem entow y 7Z j =  iepustych podzbiorów 2 M

(ang. resources), czyli alternatyw nych zbiorów procesorów dedykowanych (ang. alterna­

tive dedicated processors set). Kolejne dwa param etry  system u Q odnoszą się do czasów 

przyporządkowanych danem u zadaniu. Odwzorowanie P j : 71 j  —* IN  przyporządkowuje 

każdemu zbiorowi zasobów dedykowanych D jti £  IZ j dodatni całkowity czas wykonywa­

nia p jtj. P onad to  każdem u zadaniu J  przyporządkowany jest czas otowości r j  £  JN0, 

gdzie 7N0 = 7N U {0}. Wreszcie osta tn i element system u Q  zero-jedynkowy ciąg ( w j ) jej  

definiuje odzielność każdego z zadań, mianowicie wartość 1 lub 0 n a  pozycji Wj oznacza 

odpowiednio podzielność, bądź niepodzielność zadania J.

Przyjm iem y, że |-| je s t standardow ą m iarą Lebesgue’a  określoną m.in. n a  dom kniętych 

podzbiorach IR, co d la  przedziału sprowadza się do policzenia jego długości (dla sumy 

rzedziałów, odpowiednio sum y długości). Zbiór wszystkich liczb rzeczywistych nieujem- 

nych oznaczymy przez 1R+.

D efin ic ja  1. U s z e r e g o w a n ie m  z a d a ń  (ang. s c h e d u lin g ) w system ie równole­

głym Q = ( J , M , ( 7 Z j ) j ej , ( P j ) j 6j , ( r j ) j e j , ( w j ) j e j )  nazywamy każde odwzorowanie 

S  : 3  —* U  R-j x  2 ^  spełniające warunki
Je j

1 . Vi<j<„ S i (J j)  £  7Zj,

2 .  W < j < n |S 2 (7,.)l =  Pj {Si ( J i) ) ,

3. V j<j^ik<n ( J j )  n  s 2 ( J t ) |  >  o => S i  ( J j )  n  S \  (J k ) =  0,

4■ V i<j<n m in 5 2 (J j)  > rj,

5. V i Wj =  0 =>■ m ax S 2 (J j) -  m in S 2 (J j)  =  |5 2 ( J j ) | ,
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gdńe S  ( J )  =  (S i ( J ) , £2 (J )) . Pierwszą składową £1 (•) nazywać będziemy alokac­

j ą  za so b ó w , natom iast drugą składową £ 2 (■) u p o r z ą d k o w a n ie m  w  c za s ie . Po­

nadto zakładamy, że każda ze skończonej liczby składowych spójności zbioru  £ 2(J j)  jest 

przedziałem  dom kniętym  o nieujem nych całkowitych końcach.

Odwzorowanie S  u sta la  d la  każdego zadania J  przedziały czasowe (£ 2 (£))> w których 

zadanie korzysta z przyporządkowanych zasobów (S \  ( J ) )  w sposób wyłączny. Pierwszy 

w arunek definicji specyfikuje zasoby zawłaszczane przez dane zadanie, drugi warunek 

określa łączny czas (sumę długości przedziałów) przetw arzania adania. Kolejny warunek 

w yklucza jednoczesny dostęp zadań do tych samych zasobów. Czwarty w arunek ogranicza 

z dołu m om ent rozpoczęcia wykonywania zadania, wreszcie o sta tn i w arunek zawiera re­

strykcję dotyczącą możliwości wykonywania zadania ”n a  ra ty ” , czyli podzielności.

W  dalszej części badać będziemy system y równoległe o jednoelem entowych zbiorach 

7Zj, czyli tzw. dedykowane system y równoległe, w których istnieje dokładnie jedna  alokacja 

zasobów. Uszeregowanie zadań  w dedykowanych system ach równoległych upraszcza się 

w tedy do uporządkow ania zadań w czasie, co m ożna równoważnie sprowadzić do multi- 

pokolorowania odpowiednio skonstruowanego grafu konfliktów. Okazuje się, że badanie 

własności uszeregowań w czasie z wykorzystaniem  modeli teoriografowych pozwala z jed­

nej strony  zredukować liczbę instancji problem u (grafy konfliktów reprezentu ją w pewnym 

sensie zbiór system ów równoległych o identycznych konfliktach zadań w dostępie do 

współdzielonych zasobów ), z drugiej umożliwia przeprowadzenie analizy m odelu w efekty­

wny sposób. Szerzej własności m odelu system u równoległego wraz z obszerną klasyfikacją 

problem ów szeregowania zadań wieloprocesorowych podano  w [14].

2. Chromatyczny model uporządkowań w czasie

Czwórkę (G ,p ,r , w ) nazywać będziemy grafem obciążonym, jeżeli G  je s t grafem pros­

tym , p  je s t odwzorowaniem przyporządkowującym  każdemu wierzchołkowi v  grafu G  do­

d a tn ią  całkow itą wagę p(v). Odwzorowanie p  nazywać będziemy funkcją  krotności (krot­

nością]I lub  obciążeniem  (wierzchołkowym) grafu, natom iast liczbę p(u) nazywać będziemy 

krotnością wierzchołka v  6  V (G )  lub jego wagą. P onadto  dany je s t w ektor nieujemnych 

liczb całkowitych (r ( v )) oraz wektor zero-jedynkowy (w (v)).
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D efinicja 2. M u lt ip o k o lo r o w a n ie m  w ie rzc h o łk o w y m ,  (k r a w ę d z io w y m ) grafu 

prostego G nazyw am y dowolną funkcję  c : V  (G) —» 2 N  (c : E  (G ) —► 2N ) spełniającą 

warunek, że dla dowolnej pary sąsiednich wierzchołków (krawędzi) a, b skończone zbiory 

c(a) oraz c (b) są rozłączne. Multipokolorowanie c nazywamy z w a r ty m , jeżeli każdy zbiór 

c(a) je s t interwalem , czyli |c (u ) i =  m a x c ()  — m in e  (u) +  1. Jeżeli wszystkie zbiory c(a) 

są jednoelementowe, to c nazywam y p o k o lo ro w a n ie m . Elem enty zbioru c (a) nazywać 

będziemy k o lo r a m i.

D efinicja 3. D any je s t graf obciążony (G ,p ,r ,w ). Każde multipokolorowanie c grafu G 

spełniające poniższe warunki:

1 . |c(u)| = p (v ) ,

2 . min c (v )  > r  ( u ) ,

3. c (v ) je s t interwałem, o ile w  (v ) =  0,

nazywamy m u l t ip o k o lo r o w a n ie m  g r a fu  o b c ią żo n eg o  (G ,p ,r ,w ). S u m ą  m u lt i -  

c h r o m a ty c zn ą  nazywać będziemy

Y X G ,p ,r ,w )  :=  min 5 ^ (G , p ,r ,w ;c ),

gdzie X)(G,p, r , w\ c) :=  Z)„ey(G) m axc(u) oraz c je s t multipokolorowaniem grafu obciążo­

nego (G ,p ,r ,w ). Jeżeli f2 (G ,p ,r ,w ,c )  =  fj,{G ,p ,r ,w ), to c nazywać będziemy m in im a l ­

n ym  multipokolorowaniem.

Własności sum y chrom atycznej oraz m ultichromatycznej oraz jej związki z szeregowa­

niem zadań rozważane były w [1, 2] oraz w [11,12,13]. Szczegółowy model przedstawiono 

w [14].

D efin ic ja  4 . G r a fe m  k o n f l ik tó w  skojarzonym z alokacją zasobów S i w system ie rów­

noległym Q nazywam y graf prosty

G{Q , S i)  :=  { J ,  {{Jt, J j } : l < i Ź j < n r s S i  (J<) D Ą  ( J ,)  +  0}).

Związek pom iędzy uporządkowaniam i w czasie oraz multipokołorowaniami grafu kon­

fliktów dany je s t przez następujące równania (zob. [14]):
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1. c{Jj) =  {a 6  IN  : [a -  1, a] C S 2 (J2)},

2. S 2( J ; ) =  Uagc(Jj)[a  — R a ]-

T w ie r d z e n ie  1. D any je s t y ra / obciążony (G ,p ), ciąg nieujem nych liczb całkowitych 

r  =  (r(w))„€v{o  oraz zero-jedynkowy wektor w  = (w {v))vev(G)' Dla dowolnego mini­

malnego multipokolorowania c oraz dowolnego wierzchołka v & V  (G) zachodzi

m ax c(u) <  w (v) ■ a: (v ) +  (1 -  w (v )) ■ ao ( u ) , (1)

gdzie a r (v ) r  (v ) +  psum (v ), natom iast a 0 (v ) := r ( v )  + p  (v ) • (paum (v ) -  p (v ) + 1), 

przy czym  psum (v) :=  p  (v) +  £ uGN{v)p  (u).

D o w ó d . Zauważmy, że powyższy w arunek (1) je s t równoważny układowi nierówności

maxc(t>) <  ai (v) =  r (v) +Psum(v), d la  w (v) =  1,

m ax c (v ) < . a0 (u) =  r  (v) + p  (v ) • (p3um (v ) -  p  (w) +  1), d la  w  (v ) =  0.

Niech m a x c (u )  >  a i (u) d la  pewnego wierzchołka v  €  V  (G ), d la  którego w (v) = 1. 

O znaczm y xa := 1 -  |cjv (u) fi {a}|, gdzie c ^ (v )  :=  Uuew(v)c (u )- Ponieważ

|Ctf(l>)|< Y  lC(U)l = Y  P(u)=Psum(v)-p(v),
ug/V(v) uSW(u)

więc x °- — Psum {v) — |cw (v) | >  p {v ) . Zdefiniujmy multipokolorowanie

d  (u) =  c (u ) , d la  u  ^  v  oraz d{y) =  {a >  r  (u ) +  1 : x a =  1 A a  <  6}, gdzie b

spełn ia w arunek £ a = r(v)+i x a — P (w). N ietrudno zauważyć, że d  je s t dobrze określone,

czyli \d  (v) | =  p (u )  oraz m ax ( /(u ) — b <  a i (v )  <  m a x c(v ), co daje  sprzeczność z 

m inim alnością m ultipokolorowania c.

Niech te raz  m a x c (u )  >  ao(v)  d la  pewnego wierzchołka v  e  V  (G), dla którego 

w  (v ) =  0. Niech x a :=  |c^r(u) D {a}| d la  a > r  (v) +  1 oraz £ r(v) :=  1, ponadto  oznaczmy 

ya :=  min{ó >  0 : x a-b — 1}- Jeżeli istnieje r  (v) +  p  (u) <  a < ao (v ) takie, że ya > p(v), 

to  istnieje dobrze określone m ultipokolorowanie d  równe c dla u  ^  v  oraz d  (v) {a -  

p ( v )  +  1, d la  którego m ax d (v )  < a0 (v ) <  m ax c(u ), co je st sprzeczne z minimal­

nością m ultipokolorow ania c. Załóżmy zatem , że ya < p (v ) d la  dowolnego r  (u) + p(v ) i  

a <  a0(u). W tedy  d la dowolnych 1 <  i  ^  j  < p sum (v ) — p  (u) +  1 mamy, że cą -  yai ł
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aj -  yaj oraz x ai- Va. = x aj- yaj =  1 , gdzie a{ -  i -p {v )  + r  (u) oraz a, =  j  -p [y )  +  r  (y), 

skąd E bes x b =  P s u m { v )  -  p { v )  +  1, gdzie B  :=  {aj -  yai : 1 <  i < p sum{v) -  p  {v) +  1}. Z 

drugiej strony E b es  x b <  |cjv(v)| <  P s u m  (y) -  p  (u), sprzeczność. □

Analizując szczegółowe własności multipokolorowań grafów konfliktów m ożna wyzna­

czyć oszacowania w artości ograniczeń funkcji celu ( E  C j , E  c(Jj)) oraz skonstruować al­

gorytmy optym alne i przybliżone wykorzystujące szczególne postaci grafów konfliktów.

3. Algorytmy zachłanne

W tw ierdzeniu 1 pokazano górne ograniczenia wartości kolorów dowolnego minimal­

nego m ultipokolorowania grafu obciążonego (G ,p ,r ,w ) , mianowicie

maxc(u) < w ( v )  ■ (r(u) +  psum (u)) +  (1 -  w (y)) ■ p{y) ■ (p3um(v) -  p(v) +  1) =  

gdzie psum{v) :=  p(v)  +  E u eN(v)P(u )- W  dalszej części wprowadzimy oznaczenie

Zauważmy następujący prosty

Fakt 1. G raf skierowany D  je s t acykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy każdy jego podgraf 

posiada co na jm niej jedno źródło. □

Niech D (G ) będzie dowolną orientacją acykliczną grafu G. Niech Pv będzie zbiorem 

wszystkich ścieżek w  digrafie D [G ) o końcu w wierzchołku v. Każdemu wierzchołkowi v  6  

K(D) przypiszem y wagę

gdzie |P | je s t długością ścieżki P  (liczbą łuków). Oczywiście funkcja d jest dobrze określo­

na. Dla podkreślenia związku z digrafem D  będziemy pisać czasem do{v). W prowadźmy 

dodatkowe oznaczenie d(D ) :=  max„ey(0 ) d(v). Niech V) :=  {v  G V (D ) : d(v) =  i} , 

stosując indukcję m am y w tedy d la dowolnego wierzchołka v  G V (D )\V o

Au,(v)(t>) =  (r(v) +  1,. ..,am(v) (v)}. (2)

0, jeżeli v  jest źródłem w D (G )

m axp€p„ |F |,  jeżeli v  nie jest źródłem w D (G )
(3)

Fakt 2 . d jj(v )  =  dz>\v0(v) -f 1. O
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F a k t 3 . Jeżeli {v ,w ) £  A {D ), to d(v) < d(w).

D o w ó d . Załóżmy, że d(v) > d(w) oraz (v, w ) £  A {D ). W tedy  ze wzorów (3) oraz z 

acykliczności digrafu D  dostajem y d la dowolnej ścieżki P  £  Pv , d(w) > \P\ +  1, skąd 

d(w) >  d(v) +  1, sprzeczność. □

W n io s e k  1. K ażdy ze zbiorów  Vj je s t zbiorem niezależnym  w G. □

K ażdy ostry  porządek liniowy (V  (D ) , < ) spełniający w arunek

VV9tw v  < w  => d(v) < d{w)

nazyw am y zgodnym  z orientacją D (G )  (digrafem D ). M ożna zauważyć, że porządek 

częściowy w zbiorze V (D )  zadany przez luki digrafu D  m ożna uzupełnić do dowolnego 

porządku liniowego zgodnego z D.

F a k t  4 . Jeżeli D  je s t digrafem acyklicznym, to istnieje liniowy ostry porządek 

(V  (D ) ,  < )  zgodny z D .

D o w ó d . N a mocy fak tu  1 w ystarczy częściowe uporządkowanie, zadane jak  następuje, 

Vu,ujev(D) d(v) < d(w) => v < w  uzupełnić w dowolny sposób do porządku liniowego. □ 

N a mocy fak tu  3 m am y natychm iast

F a k t 5 . Jeżeli V\ < ... < vn je s t ostrym  porządkiem liniowym zgodnym z acyklicznym 

digrafem D , to

(n, w) £ A (D )  => v  < w. D

W n io s e k  2. Jeżeli vi < ... < vn je s t ostrym  porządkiem liniowym zgodnym z acykliczną 

orientacją D (G ), to

(v ,w ) £ A (D )  ę=s> (u <  w) A  {u, tu} 6  E[G ). □

F a k t  6. Niech V\ < ... <  vn będzie ostrym  liniowym porządkiem zgodnym z  D{G). Jeżeli 

v  £  Vi oraz w £  Vj, to i < j  => v  < w.

D o w ó d . Jeżeli i < j ,  to  d(v) < d(w ), skąd jeżeli v  > w , to  z  definicji zgodności porządku 

m am y d(v) > d(w ), sprzeczność. □

N a m ocy powyższych faktów  mamy
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W n io se k  3. Każdy porządek liniowy zgodny z digrafem acyklicznym D  ma postać

v° < ... < <  <  « }  <  . . .  <  t » J ,  <  . . .  <  u ? ( D )  < ... < t i g j j ,

gdzie kt :=  |Vi|, {w} : j  =  1, ...,&;} =  Vj, natom iast uj <  ... <  v'ki je s t zadany przez 

dowolną perm utację zbioru niezależnego VI. □

Załóżmy, że każdemu wierzchołkowi v  6  V (D ) przyporządkowano zbiór kolorów do­

puszczalnych A (u) C IN, czyli dane jest odwzorowanie A  : V  (G ) —* , którego wartości

dla wierzchołka U; będziemy oznaczać przez A,.

T w ie rd z e n ie  2. Niech v \ < vn < ... < vn będzie dowolnym uporządkowaniem zgodnym  

z orientacją acykliczną D {G ), ponadto dany je st ciąg zbiorów kolorów dopuszczalnych 

A  :=  (/łi)"=1. Odwzorowanie c zadano kolejno dla v \, —,v n, jak  następuje:

d ( v i)  :=  m in{z : x  > r  (u;) A x  €  A { A x  i  Ufc(v*,v,)e/t(r>) c(vk)}

:=  min{a: : x  > r{vi) A { i ,  . . . , x+ p{v i )  -  1} C

oraz dla j  =  2, ...,p(u i)

Cj{vi) : =  min{a; : x  > Cj- i ( u i )  A x  €  A{ A x £  U t:(«*,vi)e/i(D) C K ) } }

Jeżeli c je s t dobrze określone, to c je s t multipokolorowaniem grafu (G ,p ,r , w). Co więcej, 

c nie zależy od wyboru ostrego porządku liniowego zgodnego z D [G ).

D o w ó d . Odwzorowanie c jest dobrze określone, o ile istnieją elementy minimalne, te  

zaś istnieją, o ile odpowiednie zbiory są niepuste. Ponadto, ponieważ porządek liniowy 

ui <  . . .  <  vk je s t zgodny z orientacją D{G), więc dla danego wierzchołka v, wszystkie 

wierzchołki u,  tak ie  że (u,Vi) €  A  (D ), m ają  już określone zbiory kolorów c(u ). Załóżmy 

zatem, że d la  dowolnego i  =  l , . . . , n  oraz j  =  l, .. .,p (u i)  wartości o,-(u;) oraz cmin(ui) 

istnieją. W tedy  oczywiście warunki (2) i (3) definicji 3 są spełnione, co wynika wprost ze 

wzorów (4). P onadto , zarówno dla w(vt) =  0, jak  i w(vi) =  1 mamy, że |c(u,)| =  p(v,), co

(4)

gdzie
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również n ie trudno  zauważyć. N a mocy wniosku 3 dwa różne porządki zgodne z orientacją 

D (G ) różnią się kolejnością wyłącznie w obrębie zbiorów niezależych Vit skąd dostajemy, 

że m ultipokolorow ania im odpow iadające określone wzorami (4) muszą być równe. □

Jeżeli d la  ustalonej orientacji acyklicznej D (G ) oraz zbiorów A 1 , . . . ,A n istnieje multi- 

pokolorowanie c grafu (G ,p ,r ,w )  określone wzorami jak  w fakcie 2, to  c nazywamy multi- 

pokolorowaniem zachłannym. W  dalszej części pracy algorytmem zachłannym  nazywać 

będziem y każde odwzorowanie przyporządkowujące danej orientacji acyklicznej D(G) 

ciąg zbiorów (/b jjL , tak i, że istnieje multipokolorowanie zachłanne grafu (G ,p ,r ,w )  

określone wzoram i (4). W  szczególnym przypadku ciąg zbiorów może być zawsze taki 

sam . Z tw ierdzenia 1 wynika, że poszukując minimalnych m ultipokolorowań możemy 

zbiory kolorów dopuszczalnych ograniczyć wyłącznie do zbiorów /4i(u) dla w (v)  =  1, 

bądź j40(u) d la  w (v) =  0. W  najprostszym  przypadku dla jednostkowych wag i braku 

dolnych ograniczeń wartości kolorów mamy

F a k t  7. D any je s t graf G o n  wierzchołkach oraz niech p =  1 i r  =  0. Wtedy przyporząd­

kowanie danej orientacji acyklicznej D  (G ) ciągu zbiorów A v := { 1 ,...,p {v ) +  1} definiuje 

algorytm zachłanny. W zory (Ą) podane w twierdzeniu 2 redukują się wtedy do postaci

c{vi) = m in(Ai\{c(uJ ) : j  < i A (vj t Vi) €  A (D )).  (5)

O

W łasności algorytm ów  zachłannych opisano w [1, 2, 14).

4. Algorytmy przybliżone

Okazuje się, że d la  wielu klas grafów konfliktów potrafim y d la  algorytm ów zachłannych 

podać dobre oszacowania ekstremalizowanej funkcji celu (sumy m ultichrom atycznej).

Przyjm ijm y, że r  oraz w  są ustalone. N ietrudno zauważyć, że sum a m ultichromatyczna 

m a własność m onotoniczności zarówno dla grafów, jak  i krotności.

F a k t  8. Jeżeli H  C G  o ra zV (H )  = V (G ), to ’Z { H ,p ,r ,w )  < £ ( G ,p , r ,w ) .  □

Dla krotności pi oraz p2 (grafu G) przyjm iem y oznaczenie pi <  p2, jeżeli d la  każdego 

wierzchołka v  je s t p\ (u) <  p2 (u). Analogicznie przyjm iem y r i  <  r 2, o ile dla dowolnego
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v 6  V (G )  m am y r i(v )  <  r 2 (v). Z uwagi n a  fakt, że dysponując multipokolorowaniem 

c2 grafu obciążonego (G ,p 2 , r 2 ,w )  n ietrudno skonstruować multipokolorowanie ej grafu 

obciążonego ( G ,p i ,r u w ), mamy

F ak t 9. Dla dowolnych dwóch grafów obciążonych [ G ,p i ,r l t w) oraz (G ,p 2 , r 2 ,w )  takich, 

że pi < p 2 oraz r i  <  r 2 m am y E (G ,P i ,r u w) <  £ ( G ,p 2, r 2, w). □

N o ta c ja  1. Dla dowolnego grafu G, krotności p oraz wektora r będziemy pisać

(G ,p ,r , 1) :=  (G ,p ,r ,w  =  1). Analogicznie dla w =  0.

Z uwagi n a  ograniczenie przez postać w ektora w  zbioru legalnych multipokolorowań 

dostajem y

F ak t 10. £ ( G ,p , r ,  1) <  £ ( G ,p ,r ,w )  <  £ ( G ,p , r ,0 ) .  □

W n io se k  4. Jeżeli dla dowolnego grafu G, krotności p oraz wektora r  m am y

£ (G ,p , r , 1) =  £ ( G ,p , r ,  0), to dla dowolnego wektora w m am y  £ ( G ,p , r ,  1) =

E (G ,p ,r ,w ) .  O

W ykorzystując własności algorytmów zachłannych w [14] pokazano 

T w ie rd z e n ie  3. ([14]) Dla dowolnej orientacji acyklicznej D  mamy 

Z ( G ,p , r ,  1) <  p(G) + r (G )+  Z  P(“ ) - D
( u , v ) e A ( D )

W  przypadku wszystkich niepodzielnych zadań dostajem y z kolei 

T w ie rd z e n ie  4 . ([14]) Dla dowolnego grafu obciążonego (G ,p ,r ,0) m am y

Z ( G , p , r , 0 ) < r ( G ) + p 2 (G ) .O  

Za [7] zdefiniujemy liczbę

col (G) =  1 +  mm m ax {d ( x ^ ,  G ^ j )  j  ,

przy czym Gn(i) jest grafem indukowanym przez x n(i), ...,£*(>), natom iast d ( i ,  H ) oznacza 

stopień wierzchołka x  w grafie H . M ożna pokazać (zob. [7]), że

col(G) =  l  +  m axń(G [xp(i),a:p(2) ,. . . )z:p(i)]),
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gdzie £p(i), xp(n) je s t porządkiem  ty p u  ’’osta tn i najm niejszy” (ang. sm allest last) zdefi­

niowanym  następująco: ^ ( ¡ j  je s t wierzchołkiem z m inim alnym  stopniem  5(Gf) w podgrafie

Ponieważ D {G ) :=  (V (G ), {(zpp), z Py)) : i > j  A {zp(i),:Epp)} £ -E(G)} jest poprawnie 

zdefiniowaną acykliczną orientacją grafu G, n a  mocy tw ierdzenia 3 m am y

T w ie r d z e n ie  5. Dla dowolnego grafu obciążonego (G ,p , r , l )  zachodzi

£ ( G , p ,  r , 1) <  r(G ) + col{G) ■ p{G). □  (6)

Ponieważ col(T ) < 2 (zob. [7]), d la dowolnego drzewa dostajem y

W n io s e k  5. Dla dowolnego drzewa obciążonego (T ,p , r , 1) m am y

H(G,p, r>!)  ^  r ( G ) +  2 ■ P(G). °

P rzy  założeniu r =  0 dostajem y lepsze oszacowanie od (6), bowiem x (G ) <  col(G), 

d la  dowolnego grafu G  (zob. [7]).

T w ie r d z e n ie  6. Dla dowolnego grafu obciążonego (G ,p , 0 ,1 )  mamy

Z ( G , P , 0 , l ) < X(G )-p (G ). O

D o w ó d . Niech będzie zbiorem  wierzchołków pokolorowanych i-tym  kolorem w pew­

nym  ^-pokolorow aniu grafu G. W ystarczy zauważyć, że kolorując Vi pierwszym kolorem, 

V2 drugim  kolorem, ..., Vx x -tym  kolorem, Vj (x  +  l)-kolorem , i ta k  dalej, dostaniem y dla 

dowolnego wierzchołka v  m ax c (v )  <  x (G ) • p(v), skąd m am y natychm iast tezę. O 

D ysponując wyprowadzonymi oszacowaniami możemy skonstruować algorytm y przy­

bliżone d la w ybranych problem ów szeregowania zadań. W ykorzystam y znaną notację 

trójpolow ą ([4, 10, 14]).

N a podstaw ie fak tu  8 (dolne ograniczenie) oraz tw ierdzeń 5 i 6 (górne ograniczenia) 

dostajem y
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T w ierdzen ie  7 . Dla problemu optymalizacyjnego

P \f iX j ,  G, T j,pm tn \ Y  Cj,

istnieje col(G )-przybliżony algorytm zachłanny o złożoności 0 (n p \o g p ), ponadto dla prob­

lemu optymalizacyjnego

P \ f i x h G ,p m t n \ Y C j , 

istnieje x{G )-przybliżony algorytm zachłanny o złożoności O (nplogp).

Dowód. W ystarczy zauważyć, że

r(G ) +  p(G) <  £ ( G , p ,  r , 1) <  r(G ) + col(G) • p(G)

oraz zwrócić uwagę n a  fakt, że algorytm  zachłanny przydzielając wierzchołkowi v  wartości 

kolorów (dla danej orientacji) sortuje tablicę kolorów o rozmiarze 0 (p) w czasie 0 (p lo g p )  

otrzymując w czasie 0 (p )  zbiór c(v). Analogicznie je s t d la  y-przybliżonego algorytm u 

przy założeniu identycznych czasów gotowości. O

Zwróćmy uwagę, że powyższe algorytm y m ają  złożoności proporcjonalne do wartości 

p(G), czyli są  pseudowielomianowe.
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Abstract

In th is  paper the au thors consider some properties of th e  proposed model of the general 
and ded icated  parallel system s. Scheduling m ultiprocessor tasks on dedicated machines 
is equivalent to  sum  multicoloring of so-called conflicting graph, whose vertices represent 
tasks and two vertices are adjacent if and only if there exists a  conflicting resource re­
quirem ent. O ur goal is to  schedule all tasks minimizing their average completion time 
under s tipu la tion  th a t  no two conflicting tasks are executed sim ultaneously. The main 
results concern the bouding of the  sum of colors used in any optim al multicoloring (sum of 
com pletion tim es in  a  schedule). T he authors introduce greedy algorithm s and use them 
to  construc t some approxim ation algorithm s in scheduling m ultiprocessor tasks problems. 
T h e  m ain resu lt is an  pseduopolynom ia col (G )-approxim ation algorithm  to  the multichro- 
m atic  sum  or equivalently to  the problem  P \ f iX j ,G ,r j ,p m tn \J fC j .


