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ALGORYTMY PRZYBLIZONE DLA WYBRANYCH PROBLEMOW
ROWNOLEGLEGO PRZYDZIALU ZASOBOW

Streszczenie. W pracy analizowane sa whasnosci uszeregowan dla wprowadzo-
nego modelu systemu rownolegtego. W szczegdlnym przypadku, dla systemow
rownolegtych z zadaniami dedykowanymi, ustalong alokacje zasob6éw mozemy
zamodelowaé wykorzystujac tzw. grafy konfliktéw. W chromatycznym modelu
uporzadkowan w czasie mozemy sprowadzi¢ znajdowanie uszeregowan optymal-
nych do znajdowania tych spos$réd multipokolorowan grafu konfliktow, ktérych
suma koloréow jest minimalna. Autorzy podajg wstepng analize wiasnosci modelu,
wprowadzajg algorytmy zachtanne oraz na podstawie uzyskanych lub cytowanych
oszacowan pokazujg algorytmy przyblizone.

APPROXIMATION ALGORITHMS FOR SELECTED PROBLEMS
OF PARALLEL RESOURCE ALLOCATION

Summary. In the paper we consider the problem of scheduling multiprocessor
tasks on dedicated processors. Assuming that there is only one alocation of resour-
ces the proposed general model can be reduced to the chromatic model of sequen-
cing of tasks. The authors analyze the properties of the sum multicoloring problem
of conflicting graphs and give some new bounds on the (multi)chromatic sum.
Based on the introduced greedy algorithm we propose approximation algorithms
to the problem P\fiXj, G,r;j £ Cj.

1. Definicja problemu

1.1. Wstep

W pracy autorzy koncentrujg sie na analizie wtasnosci chromatycznego modelu upo-
rzagdkowan w czasie zaproponowanego dla szczegélnych przypadkéw deterministycznego
szeregowania wieloprocesorowych zadah w $rodowisku maszyn dziatajacych roéwnolegle.

W ogélnym modelu rozpatruje si¢ skoriczone zbiory zadan i procesor6w. Zadania moga
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by¢ wykonywane na procesorach dowolnych [4], dedykowanych [8, 10], czy na alterna-
tywnych zbiorach procesorow dedykowanych [3, 6]. Przy interpretacji procesoréw jako
zasobow, w systemach komputerowych, inne urzadzenia (np. zasoby pamieci, urzadzenia
peryferyjne, procesory specjalizowane czy sekcje krytyczne programoéw) bedg w mode-
lu traktowane jako procesory, czyli jednostki przetwarzajace dane zadanie. Rozwaza¢
bedziemy zatem systemy, w ktérych zadania wymagaja wytacznego dostepu do proceso-
row okreslonego typu. W systemach réwnolegtych, ktore bedziemy dalej rozwazaé, zadanie
bedzie wykonywane na kilku procesorach rédwnocze$nie. Poniewaz przyjmiemy, ze zadania
beda autonomiczne (niezalezne), nie wydaje sie celowe ustalanie kolejnosci ich wykony-
wania. W pracy uwzglednione zostang zar6wno systemy z zadaniami jednostkowymi, jak
réwniez systemy z zadaniami o catkowitych czasach wykonania, zaréwno podzielnych, jak
i niepodzielnych.

Model bedzie zorientowany na zadania. Po pierwsze, podstawowym warunkiem popra-
wnosci uszeregowania czasowego bedzie wykonanie wszystkich zadan. Po drugie, kazde
zadanie bedzie wymagato wytgcznego dostepu do zasobéw okreslonego typu. Wreszcie
najwazniejsze, kryterium optymalizacyjne, czyli minimalizacja $redniego czasu przeptywu
zadan, jest istotne wiasnie z punktu widzenia zadan, ktére przybywajac niezaleznie do
systemu chcg y¢ obstuzone jak najszybciej. Rowowaznie do $redniego czasu przeptywu
mozna bada¢ catkowitg sume czasow zakonzenia zadan.

Zadanie nazywamy podzielnym (ang. preemptable), jezeli jego wykonywanie moze
zosta¢ przerwane i pozniej wznowione bez zadnych dodatkowych kosztéw. W przeciw-
nym razie zadanie jest niepodzielne (ang. nonpreemptable). Czasem wykonywania zada-
nia (ang. processing time) bedziemy nazywaé czas zawtaszczenia zasob6w niezbednych
do jego wykonania. W przypadku alternatywnych zbioréw procesoréw dedykowanych
czasy wykonywania danego zadania moga by¢ ré6zne. Czas gotowosci zadania (ang. ready
time) ogranicza z dotu moment przydzielenia zasobéw dla tego zadania i jest czesto inter-
pretowany jako moment przybycia zadania do systemu. W dalszej cze$ci pracy zaktadac
bedziemy, ze czasy wykonywania oraz gotowosci s catkowite (wielokrotno$¢ czasu jednost-
kowego). Czasem przeptywu zadania przez system nazywac bedziemy r6znice pomiedzy

czasem zakonczenia a czasem gotowosci.
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1.2. Model og6lnego systemu réwnolegtego

Rozwazmy zbior n zadan J = {J\,...,Jn} oraz m procesorow M = {M\,..., Mm).
System réwnolegty w ogoélnej postaci zdefiniujemy jako Q = (JJ,M, (Rj<=j, (P))jsij,
(rj)jej>(wj)jej)> gdzie J (ang. jobs) jest niepustym skonczonym zbiorem autono-
micznych zadah (bez ograniczen kolejnoSciowych) oraz niepodzielnych na operacje,
M (ang. machines) jest niepustym skonczonym zbiorem maszyn (procesoréw czy in-
nych zasobéw), natomiast rodzina (R j)Jej niepustych podzbioréw 22M przyporzadkowuje
kazdemu zadaniu J zbior dj-elementowy 7Zj = iepustych podzbioréw 2M
(ang. resources), czyli alternatywnych zbioréw procesoréw dedykowanych (ang. alterna-
tive dedicated processors set). Kolejne dwa parametry systemu Q odnoszg sie do czasow
przyporzadkowanych danemu zadaniu. Odwzorowanie Pj : 71j —*IN przyporzadkowuje
kazdemu zbiorowi zasobow dedykowanych D jti £ 1Zj dodatni catkowity czas wykonywa-
nia pj§. Ponadto kazdemu zadaniu J przyporzadkowany jest czas otowosci rj £ JNO,
gdzie 7N0 = 7N U {0}. Wreszcie ostatni element systemu Q zero-jedynkowy ciag (wj)jej
definiuje odzielno$¢ kazdego z zadan, mianowicie warto$é¢ 1 lub 0 na pozycji Wj oznacza
odpowiednio podzielno$¢, badz niepodzielno$¢ zadania J.

Przyjmiemy, ze |-| jest standardowg miarg Lebesgue’a okre$§long m.in. na domknietych
podzbiorach IR, co dla przedziatu sprowadza sie do policzenia jego diugosci (dla sumy
rzedziatow, odpowiednio sumy dtugosci). Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych nieujem-

nych oznaczymy przez 1R+.

Definicja 1. Uszeregowaniem zadan (ang. scheduling) w systemie réwnole-
gym Q = (J,M ,(7Zj))jej,(Pj)js6j,(rj)jej,(wj)jej) nazywamy kazde odwzorowanie

S:3 — U R-j x 2" spetniajgce warunki
Jej
1. Vi<j<,, Si (J)) £ 7Zj,
2. w<j<n [S2(7,)1 = Pj{Si (Ji)),
3. Vj<jrik<n (Jj) n s2(Jt)] > o =>Si (Jj) n S\ (Jk) = 0,

/m Vi<j<n min52(Jj) > rj,

5 Vi Wj= 0=mmaxS2(Jj) - minS2(Jj) = |52(Jj)],
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gdne S (J) = (Si(J),£2(J)). Pierwszg sktadowg £1 (*) nazywaé bedziemy alokac-
ja zasobow, natomiast druga sktadowg £2(m) uporzgdkowaniem w czasie. Po-
nadto zaktadamy, ze kazda ze skonczonej liczby sktadowych spdjnosci zbioru £2(Jj) jest

przedziatem domknietym o nieujemnych catkowitych koncach.

Odwzorowanie S ustala dla kazdego zadania J przedziaty czasowe (£2(£))> w ktérych
zadanie korzysta z przyporzadkowanych zasobéw (S\ (J)) w sposéb wykgczny. Pierwszy
warunek definicji specyfikuje zasoby zawtaszczane przez dane zadanie, drugi warunek
okre$la tgczny czas (sume diugosci przedziatdw) przetwarzania adania. Kolejny warunek
wyklucza jednoczesny dostep zadan do tych samych zasobéw. Czwarty warunek ogranicza
z dotu moment rozpoczecia wykonywania zadania, wreszcie ostatni warunek zawiera re-
strykcje dotyczacg mozliwosci wykonywania zadania ”"na raty”, czyli podzielnosci.

W dalszej czesci bada¢ bedziemy systemy roéwnolegte o jednoelementowych zbiorach
71, czyli tzw. dedykowane systemy réwnolegte, w ktorych istnieje doktadnie jedna alokacja
zasobow. Uszeregowanie zadan w dedykowanych systemach réwnolegtych upraszcza sie
wtedy do uporzadkowania zadan w czasie, co mozna rownowaznie sprowadzi¢ do multi-
pokolorowania odpowiednio skonstruowanego grafu konfliktéw. Okazuje sie, ze badanie
wiasnosci uszeregowan w czasie z wykorzystaniem modeli teoriografowych pozwala z jed-
nej strony zredukowac liczbe instancji problemu (grafy konfliktow reprezentujg w pewnym
sensie zbior systemdédw rownolegtych o identycznych konfliktach zadan w dostepie do
wspoétdzielonych zasobdw), z drugiej umozliwia przeprowadzenie analizy modelu w efekty-
wny spos6b. Szerzej wiasnosci modelu systemu réwnolegtego wraz z obszerng klasyfikacja

problemoéw szeregowania zadan wieloprocesorowych podano w [14].

2. Chromatyczny model uporzadkowan w czasie

Czworke (G,p,r, w) nazywaé bedziemy grafem obcigzonym, jezeli G jest grafem pros-
tym, p jest odwzorowaniem przyporzadkowujacym kazdemu wierzchotkowi v grafu G do-
datnig catkowitag wage p(v). Odwzorowanie p nazywaé¢ bedziemy funkcja krotnosci (krot-
noscig) lub obcigzeniem (wierzchotkowym) grafu, natomiast liczbe p(u) nazywac bedziemy
krotnos$cig wierzchotka v 6 V(G) lub jego waga. Ponadto dany jest wektor nieujemnych

liczb catkowitych (r(v)) oraz wektor zero-jedynkowy (w(v)).
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Definicja 2. Multipokolorowaniem wierzchotkowym, (krawedziowym) grafu
prostego G nazywamy dowolng funkcje ¢ : V (G) —»2N (c : E (G) —»2N) spetniajaca
warunek, ze dla dowolnej pary sasiednich wierzchotkdw (krawedzi) a, b skonczone zbiory
c(a) orazc (b) sa roztgczne. Multipokolorowanie ¢ nazywamy zwartym, jezeli kazdy zbiér
c(a) jest interwalem, czyli [c(u) i= maxc() —mine (u) + 1. Jezeli wszystkie zbhiory c(a)
sg jednoelementowe, to ¢ nazywamy pokolorowaniem. Elementy zbioru c (a) nazywac

bedziemy kolorami.

Definicja 3. Dany jest graf obcigzony (G ,p,r,w). Kazde multipokolorowanie ¢ grafu G

spetniajgce ponizsze warunki:
L Je(u)l =p(v),
2. minc(v) >r (u),
3. ¢(v) jest interwatem, o ile w (v) = 0,

nazywamy multipokolorowaniem grafu obcigzonego (G,p,r,w). Suma multi-

chromatyczng nazywac bedziemy
YXG,p,r,w) := min5~(G, p,r,w;c),

gdzie X)(G,p, r,w\c) := Z),ey(G) maxc(u) oraz c jest multipokolorowaniem grafu obcigzo-
nego (G ,p,r,w). Jezeli f2(G,p,r,w,c) = fj,{G,p,r,w), to c nazywac bedziemy minimal-

nym multipokolorowaniem.

Wiasnosci sumy chromatycznej oraz multichromatycznej oraz jej zwigzki z szeregowa-

niem zadan rozwazane byty w [1, 2] oraz w [11,12,13]. Szczegdtowy model przedstawiono

w [14].

Definicja 4. Grafem konfliktéw skojarzonym z alokacjg zasobow Si w systemie row-

nolegtym Q nazywamy graf prosty
G{Q,Si) := {J, {{d, Jj}:l<iZj<nrsSi (DA (J,) + 0}).

Zwigzek pomiedzy uporzadkowaniami w czasie oraz multipokotorowaniami grafu kon-

fliktbw dany jest przez nastepujgce réwnania (zob. [14]):
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1 c{Jj) ={a6 IN:[a- 1a C S2(J2)},
2. S2(J;) = Vagc(@j)a —R al-

Twierdzenie 1. Dany jest yra/ obcigzony (G,p), ciag nieujemnych liczb catkowitych

r = (r(w)),€v{o oraz zero-jedynkowy wektor w = (w{v))vev(G)' Dla dowolnego mini-

malnego multipokolorowania ¢ oraz dowolnego wierzchotka v & V (G) zachodzi
max c(u) < w(v) ma: (v) + (1 - w(v)) mao (u), @

gdzie ar (v) r (v) + psum(v), natomiast aO(v) = r(v) +p (v) *(paum (v) - p(v) + 1),

przy czym psum (v) := p (v) + £ uGN{v)p (u).
Dowdd. Zauwazmy, ze powyzszy warunek (1) jest rownowazny uktadowi nieréwnosci

maxc(t>) <ai (v) = r(v) +Psum(v), dlaw (v) = 1,

maxc(v) <.a0(u)=r(v)+p(v)(PE3um(v)- p(w) + 1), dlaw (v) =0.

Niech maxc(u) > ai (u) dla pewnego wierzchotka v € V (G), dla ktérego w(v) = 1

Oznaczmy xa := 1- |cjv (u) fi {a}|, gdzie c*(v) := Uuew(v)c(u)- Poniewaz
ICtH(>)< Y ICUI= Y P(u)=Psum(v)-p(v),
ug/V(v) USW(u)

wiec X% — Psum{v) —|cw (v) | > p{v). Zdefiniujmy multipokolorowanie
d (u= c(u), dlau "~ voraz d{y) = {a > ru)+ 1 :xa =1Aa < 6} gdzieb
spetnia warunek£a=r(v)+ixa — P (w). Nietrudno zauwazy¢, ze d jest dobrze okreslone,
czyli \d (v) | = p(u) oraz max (/(u) — b < ai(v) < maxc(v), co daje sprzecznos¢ z
minimalno$cig multipokolorowania c.

Niech teraz maxc(u) > ao(v) dla pewnego wierzchotka v e V (G), dla ktdrego
w (v) = 0. Niech xa := |c*r(u) D {a}| dlaa > r (v) + 1oraz £r(v) := 1, ponadto oznaczmy
ya:= min{éd > 0 : xa-b — 1}- Jezeli istnieje r (v) + p (u) < a < ao (v) takie, ze ya > p(v),
to istnieje dobrze okre$lone multipokolorowanie d rowne ¢ dla u » v oraz d (v) {a-
p(v) + 1, dla ktérego max d(v) < a0 (v) < maxc(u), co jest sprzeczne z minimal-
noscig multipokolorowania c. Zaté6zmy zatem, ze ya < p (v) dla dowolnego r (u) +p(v) i

a < aO(u). Wtedy dla dowolnych 1 < i~ j < psum(v) —p (u) + 1 mamy, ze cg- va t
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aj - ya oraz xai-Va = xaj-ya = 1, gdzie a{- i-p{v) +r (u) oraz a, =j -p[y) +r (y),
skad Ebes xb= psum¢v) - pgv) + 1, gdzie B := {aj- yai : 1< i <psum{v) - p {v)+ 1}. Z
drugiej strony Ebes xb < |cjv(v)| < psum (y) - p (u), sprzeczno$¢. O

Analizujac szczeg6towe wiasnosci multipokolorowan graféw konfliktéw mozna wyzna-
czy¢ oszacowania wartosci ograniczen funkcji celu (E Cj, E ¢(Jj)) oraz skonstruowac al-

gorytmy optymalne i przyblizone wykorzystujagce szczeg6lne postaci grafow konfliktow.

3. Algorytmy zachtanne

W twierdzeniu 1 pokazano gérne ograniczenia wartosci koloréw dowolnego minimal-

nego multipokolorowania grafu obcigzonego (G,p,r,w), mianowicie
maxc(u) <w (v) m(r(u) + psum (u)) + (1- w(y)) m{y) m(pum(v) - p(v) + 1) =
gdzie psum{v) := p(v) + EueN(v)P(u)- W dalszej czesci wprowadzimy oznaczenie

ALM)E) = (r(v) + 1,...,amW)(vV)}. (2)

Zauwazmy nastepujacy prosty

Fakt 1. Graf skierowany D jest acykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego podgraf

posiada co najmniej jedno Zrédto. O

Niech D(G) bedzie dowolng orientacjg acykliczng grafu G. Niech Pv bedzie zbiorem
wszystkich $ciezek w digrafie D[G) o kofAcu w wierzchotku v. Kazdemu wierzchotkowi v 6
K(D) przypiszemy wage

0, jezeli v jest zrédtem w D(G)

@)

maxp€p, |[F|, jezeli v nie jest zrodtem w D(G)

gdzie |P| jest dtugoscig Sciezki P (liczbg tukéw). Oczywiscie funkcja d jest dobrze okreslo-
na. Dla podkre$lenia zwigzku z digrafem D bedziemy pisa¢ czasem do{v). Wprowadzmy
dodatkowe oznaczenie d(D) := max,ey(0)d(v). Niech V) := {v G V(D) : d(v) = i},

stosujac indukcje mamy wtedy dla dowolnego wierzchotka v G V(D)\Vo

Fakt 2. djj(v) = dz>Wwo(v) -f 1. O
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Fakt 3. Jezeli {v,w) £ A{D), to d(v) < d(w).

Dow6d. Zatézmy, ze d(v) > d(w) oraz (v,w) £ A{D). Wtedy ze wzoréw (3) oraz z
acykliczno$ci digrafu D dostajemy dla dowolnej Sciezki P £ Pv, d(w) > \P\ + 1, skad

d(w) > d(v) + 1, sprzeczno$¢. O
W niosek 1. Kazdy ze zbioréw Vj jest zbiorem niezaleznym w G. O
Kazdy ostry porzadek liniowy (V (D), <) spetniajagcy warunek
VMw v < w =>d(v) < d{w)

nazywamy zgodnym z orientacjg D(G) (digrafem D). Mozna zauwazy¢, ze porzadek
czesSciowy w zhiorze V(D) zadany przez luki digrafu D mozna uzupetni¢ do dowolnego

porzadku liniowego zgodnego z D.

Fakt 4. Jezeli D jest digrafem acyklicznym, to istnieje liniowy ostry porzadek

(V (D), <) zgodny z D.

Dowo6d. Na mocy faktu 1 wystarczy czeSciowe uporzadkowanie, zadane jak nastepuje,
Vu,ujev(D) d(v) < d(w) =v < w uzupetni¢ w dowolny sposéb do porzadku liniowego. O

Na mocy faktu 3 mamy natychmiast

Fakt 5. Jezeli VW < ... < vn jest ostrym porzadkiem liniowym zgodnym z acyklicznym

digrafem D, to

(n,w) £ A(D) =>v <w. D

W niosek 2. Jezeli vi < ... < vn jest ostrym porzadkiem liniowym zgodnym z acykliczna

orientacjg D(G), to
(v,w) £ A(D) e=s> (u<w)A {utu} 6 E[G). O

Fakt 6. Niech VAW < ... < vn bedzie ostrym liniowym porzgdkiem zgodnym z D{G). Jezeli

vEViorazw £ Vj, toi <j =v <w.

Dowdd. Jezelii <j, tod(v) < d(w), skad jezeliv > w, to z definicji zgodnos$ci porzadku
mamy d(v) > d(w), sprzeczno$¢. O

Na mocy powyzszych faktow mamy
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W niosek 3. Kazdy porzadek liniowy zgodny z digrafem acyklicznym D ma postac
Ve < . <c < Y o< < < < o urd) <o <tigij.

gdzie kt = |Vi|, W} :j = 1,...&} = Vj, natomiast uj < ... < Vki jest zadany przez

dowolng permutacje zbioru niezaleznego VI. O

Zatdzmy, ze kazdemu wierzchotkowi v 6 V(D) przyporzadkowano zbior koloréw do-
puszczalnych A(u) C IN, czyli dane jest odwzorowanie A :V (G) —= |, ktdérego wartosci

dla wierzchotka U; bedziemy oznaczaé przez A,.

Twierdzenie 2. Niech v\ < vn < ... < vn bedzie dowolnym uporzadkowaniem zgodnym
z orientacjg acykliczng D{G), ponadto dany jest ciag zbioréw koloréw dopuszczalnych

A = (/H)"=1. Odwzorowanie ¢ zadano kolejno dla v\, —,vn, jak nastepuje:

(4)
gdzie

d(vi) ;== min{z :x >r (u;) Ax € A{Ax i Ufc(v*v,)elt(>) c(vk)}
= min{a: :x > r{vi) A{i, ..., x+p{vi) - 1} C

oraz dlaj = 2,...,p(ui)

Cj{vi) := min{a; : x > Cj-i(ui) Ax £ A{AX £ Ut:(«*Vvi)eli(D)CK )}}

Jezeli ¢ jest dobrze okreslone, to ¢ jest multipokolorowaniem grafu (G,p,r, w). Co wiecej,

¢ nie zalezy od wyboru ostrego porzadku liniowego zgodnego z D[G).

Dowd6d. Odwzorowanie c jest dobrze okreslone, o ile istniejg elementy minimalne, te
za$ istnieja, o ile odpowiednie zbhiory sg niepuste. Ponadto, poniewaz porzadek liniowy
ui < ... < vkjest zgodny z orientacjg D{G), wiec dla danego wierzchotka v, wszystkie
wierzchotki u, takie ze (u,Vi) € A (D), maja juz okreslone zbiory koloréw c(u). Zatézmy
zatem, ze dla dowolnego i = I,...,n oraz j = |I,...,p(ui) warto$ci o,-(u;) oraz cmin(ui)
istniejg. Wtedy oczywiscie warunki (2) i (3) definicji 3 sg spetnione, co wynika wprost ze

wzoréw (4). Ponadto, zaréwno dla w(vt) = 0, jak i w(vi) = 1 mamy, ze |c(u,)] = p(v,), co
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réwniez nietrudno zauwazy¢. Na mocy wniosku 3 dwa rézne porzadki zgodne z orientacja
D(G) réznig sie kolejnoscig wytacznie w obrebie zbiorow niezalezych Vit skad dostajemy,
ze multipokolorowania im odpowiadajace okreSlone wzorami (4) musza byé réwne. O
Jezeli dla ustalonej orientacji acyklicznej D(G) oraz zbioréw At,...,An istnieje multi-
pokolorowanie c¢ grafu (G,p,r,w) okreslone wzorami jak w fakcie 2, to ¢ nazywamy multi-
pokolorowaniem zachtannym. W dalszej cze$ci pracy algorytmem zachtannym nazywac
bedziemy kazde odwzorowanie przyporzadkowujgce danej orientacji acyklicznej D(G)
ciag zbiorow (/bjjL, taki, ze istnieje multipokolorowanie zachtanne grafu (G,p,r,w)
okreslone wzorami (4). W szczegdlnym przypadku cigg zbiordw moze by¢ zawsze taki
sam. Z twierdzenia 1 wynika, ze poszukujagc minimalnych multipokolorowan mozemy
zbiory koloréow dopuszczalnych ograniczyé wytacznie do zbioréw /4i(u) dla w(v) = 1,
badZ j40(u) dla w(v) = 0. W najprostszym przypadku dla jednostkowych wag i braku

dolnych ograniczehn wartosci kolorow mamy

Fakt 7. Dany jest grafG on wierzchotkach oraz niechp = 1ir = 0. Wtedy przyporzad-
kowanie danej orientacji acyklicznej D (G) ciggu zbioréw Av := {1,...,p{v) + 1} definiuje

algorytm zachtanny. Wzory (A) podane w twierdzeniu 2 redukujg sie wtedy do postaci
c{vi) = min(Ai\{c(ud) :j <iA(jtVi) € A(D)). ©)
0

Witasnosci algorytmoéw zachtannych opisano w [1, 2, 14).

4. Algorytmy przyblizone

Okazuje sie, ze dla wielu klas grafow konfliktéw potrafimy dla algorytméw zachtannych
podac¢ dobre oszacowania ekstremalizowanej funkcji celu (sumy multichromatycznej).

Przyjmijmy, ze r oraz w sg ustalone. Nietrudno zauwazy¢, ze suma multichromatyczna

ma witasno$é monotonicznos$ci zaréwno dla graféw, jak i krotnosci.
Fakt 8. JezeliH CG orazV(H) = V(G), to Z{H,p,r,w) < £(G,p,r,w). O

Dla krotnosci pi oraz p2 (grafu G) przyjmiemy oznaczenie pi < p2, jezeli dla kazdego

wierzchotka v jest p\ (u) < p2(u). Analogicznie przyjmiemy ri < r2, o ile dla dowolnego
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v 6 V(G) mamy ri(v) < r2(v). Z uwagi na fakt, ze dysponujac multipokolorowaniem
c2 grafu obcigzonego (G,p2,r2,w) nietrudno skonstruowa¢ multipokolorowanie ej grafu

obcigzonego (G ,pi,ru w), mamy

Fakt 9. Dla dowolnych dwéch graféw obcigzonych [G,pi,rltw) oraz (G,p2,r2,w) takich,

zepi <p2orazri < r2mamy E(G,Pi,ruw) < £(G,p2,r2,w). O

Notacja 1. Dla dowolnego grafu G, KkrotnoSci p oraz wektora rbedziemy pisac

(G,p,r, 1) := (G,p,r,w = 1). Analogicznie dlaw = 0.

Z uwagi na ograniczenie przez posta¢ wektora w zbioru legalnych multipokolorowan

dostajemy
Fakt 10. £(G,p,r, 1) < £(G,p,r,w) < £(G,p,r,0). O

Wniosek 4. Jezeli dla dowolnego grafu G, krotnosci p  orazwektora r mamy
£(G,p,r,1) = £(G,p,r,0), to dla dowolnego wektora w mamy £(G,p,r, 1) =
E(G,p,r,w). O

Wykorzystujac whasnosci algorytmoéw zachtannych w [14] pokazano
Twierdzenie 3. ([14]) Dla dowolnej orientacji acyklicznej D mamy
Z(G,p,r,1) < p(G)+r(G)+ Z P(")-D
(u,v)eA(D)
W przypadku wszystkich niepodzielnych zadan dostajemy z kolei
Twierdzenie 4. ([14]) Dla dowolnego grafu obcigzonego (G,p,r,0) mamy

Z(G,p,r,0)<r(G)+p2(G).0

Za [7] zdefiniujemy liczbe

col (G) = 1+ mmmax{d(x", G"j)j,

przy czym Gn(i) jest grafem indukowanym przez xn(i), ...£*(>), natomiast d (i, H) oznacza

stopien wierzchotka x w grafie H. Mozna pokazaé¢ (zob. [7]), ze

col(G) = | + maxA(G[xp(i),a:p(?,...)z:p@)]),
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gdzie £p(i), xp(n) jest porzadkiem typu “ostatni najmniejszy” (ang. smallest last) zdefi-

niowanym nastepujgco: ~(jj jest wierzchotkiem z minimalnym stopniem 5(Gf) w podgrafie

Poniewaz D{G) := (V(G), {(zpp), zPy)) : i > j A {zp(i),;Epp)} £ -E(G)} jest poprawnie

zdefiniowang acykliczng orientacjg grafu G, na mocy twierdzenia 3 mamy
Twierdzenie 5. Dla dowolnego grafu obcigzonego (G,p, r,l) zachodzi
£(G,p,r, 1) <r(G)+ col{G) m{G). O (6)
Poniewaz col(T) < 2 (zob. [7]), dla dowolnego drzewa dostajemy

W niosek 5. Dla dowolnego drzewa obcigzonego (T ,p,r,1) mamy

H(G,p,r>!) Moy« 2-P(G). °

Przy zatozeniu r = 0 dostajemy lepsze oszacowanie od (6), bowiem x(G) < col(G),

dla dowolnego grafu G (zob. [7]).
Twierdzenie 6. Dla dowolnego grafu obcigzonego (G,p,0,1) mamy
Z(G,P,0,1)<X(G)-p(G). O

Dowdd. Niech bedzie zbiorem wierzchotkdw pokolorowanych i-tym kolorem w pew-
nym ~-pokolorowaniu grafu G. Wystarczy zauwazy¢, ze kolorujagc Vi pierwszym kolorem,
V2 drugim kolorem, ..., Vx x-tym kolorem, Vj (x + I)-kolorem, i tak dalej, dostaniemy dla
dowolnego wierzchotka v maxc(v) < x(G) ¢p(v), skad mamy natychmiast teze. O

Dysponujagc wyprowadzonymi oszacowaniami mozemy skonstruowa¢ algorytmy przy-
blizone dla wybranych probleméw szeregowania zadan. Wykorzystamy znang notacje
tréjpolowa ([4, 10, 14]).

Na podstawie faktu 8 (dolne ograniczenie) oraz twierdzen 5 i 6 (g6rne ograniczenia)

dostajemy
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Twierdzenie 7. Dla problemu optymalizacyjnego
P\fiXj, G, Tj,pmtn\Y Cj,

istnieje col(G)-przyblizony algorytm zachtanny o ztozonosci O(np\ogp), ponadto dla prob-

lemu optymalizacyjnego

P\fixh G ,pmtn\YC]j,

istnieje x{G)-przyblizony algorytm zachtanny o ztozonosci O (nplogp).
Dowéd. Wystarczy zauwazyég, ze
r(G) +p(G) < £(G,p, r, 1) < r(G) + col(G) *p(G)

oraz zwr6cié¢ uwage na fakt, ze algorytm zachtanny przydzielajagc wierzchotkowi v wartosci
koloréw (dla danej orientacji) sortuje tablice kolorow o rozmiarze 0 (p) w czasie 0(plogp)
otrzymujac w czasie 0(p) zbior c(v). Analogicznie jest dla y-przyblizonego algorytmu
przy zatozeniu identycznych czaséw gotowosci. O

Zwré¢my uwage, ze powyzsze algorytmy majg ztozonosci proporcjonalne do wartosci

p(G), czyli sg pseudowielomianowe.
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Abstract

In this paper the authors consider some properties of the proposed model of the general
and dedicated parallel systems. Scheduling multiprocessor tasks on dedicated machines
is equivalent to sum multicoloring of so-called conflicting graph, whose vertices represent
tasks and two vertices are adjacent if and only if there exists a conflicting resource re-
quirement. Our goal is to schedule all tasks minimizing their average completion time
under stipulation that no two conflicting tasks are executed simultaneously. The main
results concern the bouding of the sum of colors used in any optimal multicoloring (sum of
completion times in a schedule). The authors introduce greedy algorithms and use them
to construct some approximation algorithms in scheduling multiprocessor tasks problems.
The main result is an pseduopolynomia col (G)-approximation algorithm to the multichro-
matic sum or equivalently to the problem P\fiXj,G ,rj,pmtn\JfCj.



