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PODZIELNE SZEREGOWANIE ZADAN DWUPROCESOROWY CH
NA MASZYNACH DEDYKOWANYCH W CELU MINIMALIZACJI
SUMY CZASOW ZAKONCZENIA

Streszczenie. W pracy rozwazamy deterministyczne szeregowanie zadan dwupro-
cesorowych na maszynach dedykowanych, ktére minimalizuje sume czaséw zakon-
czenia, przy czym dopuszcza sie mozliwos¢ przerwania wykonywania zadania i
ponownego wznowienia obstugi z pomijalnie matym kosztem. W standardowej no-
tacji ten problem zapisujemy jako P\fiXj = 2,pmtn\HCj.

Wiadomo, ze tak postawione zagadnienie jest problemem silnie NP-trudnym.
W pracy badamy ztozono$¢ obliczeniowa problemu, ograniczajac liczbe maszyn.
Podajemy wielomianowy algorytm dla problemu P4\fiXj = 2,pmfn|EC,-.

PREEMPTIVE SCHEDULING OF BIPROCESSOR TASKS
ON DEDICATED MACHINES TO MINIMIZE SUM OF
COMPLETION TIMES

Summary. In this paper we consider a problem of preemptive scheduling of
biprocessor tasks on dedicated processors in order to minimize the sum of com-
pletion times. Using the standard notation this problem is denoted as P\fiXj =
2,pmtn\T,Cj.

This problem is strongly NP-hard. We analyze the subproblems obtained by re-
ducing the number of processors. We give an exact polynomial algorithm for open
problem P 4\fixj = 2,pmtn\ECj.

1 Wstep

Zajmiemy sie klasg probleméw szeregowania zadan wieloprocesorowych (ang. mul-
tiprocessor task scheduling). Danych jest n zadan Ji,... Jn € J oraz m maszyn (pro-
cesorow) € M. Kazde zadanie wykonywane jest na pewnym ustalonym
(dedykowanym) podzbiorze maszyn. W pracy bedziemy sie zajmowac systemami z zada-

niami wykorzystujagcymi doktadnie dwa dedykowane procesory (ang. biprocessor tasks).
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Kazde zadanie bedzie charakteryzowane przez czas wykonywania pj oraz zbiér procesorow
dedykowanych fixj. Zaktadac¢ bedziemy, ze w legalnych uszeregowaniach zadne dwa zada-
nia wspoétdzielgce przynajmniej jeden procesor nie bedg wykonywane réwnoczesnie.

O szeregowaniu méwimy, ze jest:

e podzielne (ang. preemptive scheduling), jesli obstuga kazdego z zadan moze hy¢

przerwana i kontynuowana p6zniej z pomijalnie matymi kosztami,

¢ niepodzielne (ang. nonpreemptive scheduling) w wypadku, gdy zadahA nie wolno

dzielié.

Jesli wystepujg zaleznosci kolejnosciowe pomiedzy niektérymi zadanami, to méwimy,
ze zadania sg zalezne (ang. dependent). Ograniczenia mogg by¢ opisane przez digraf acyk-
liczny ze zbiorem wierzchotkéw {Jj} oraz zbiorem tukow postaci J; —»Jj. Kazdy taki tuk
oznacza, ze w legalnym uszeregowaniu zadanie Ji musi si¢ zakonczy¢ przed rozpoczeciem
zadania Jj. Jesli digrafacykliczny okre$lajagcy dopuszczalng kolejno$¢ wykonywania zadan
ma takg wiasnosé, ze dla kazdego zadania Z, z wyjatkiem jednego, ktére ma zostaé wyko-
nane na poczatku, okre$lone jest doktadnie jedno zadanie bedace poprzednikiem zadania
Z, to mowimy, ze ta relacja ma posta¢ out-tree.

Czas zakonczenia dla zadania Jj oznaczymy przez Cj. Kryterium oceny jakosci w
szeregowania jest minimalizacja sumy wszystkich czaséw zakonczenia Y Cj (ang. total
completion time).

Wykorzystujgc notacje 0|/3|7 z pracy [5] zapiszemy P \fixj — 2, pmtn\EC]j, co oznacza
problem szeregowania podzielnych zadan dwuprocesorowych na dedykowanych maszynach
z kryterium minimalizacji sumy czasdéw zakonczenia. W przypadku ustalonej liczby pro-
cesorow réwnej m symbol P zastagpiony bedzie przez Pm.

Przyktadem zastosowan tego modelu moze by¢ transfer plikdw w sieci komputerowej
angazujacy dwie maszyny jednocze$nie [6] lub system wieloprocesorowy, w ktérym jed-

nostki testuja sie wzajemnie wykonujac parami testy diagnostyczne [7].

Przyktad 1. Dla ilustracji wezmy pod uwage system ztozony z czterech maszyn Mu
M2, M3, Ma oraz trzech zadan J\, J2, J3. Zadanie J\ ma zosta¢é wykonane na maszynach

Mi i M2, zadanie J2 ma zosta¢c wykonane na maszynach M2 i M3, zadanie J3 ma zosta¢
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wykonane na maszynach M3 i M4, co zapisujemy fix\ = fix2= {M2,M 3},
fix3= {M3,Mgag}. Czasy wykonywania wynoszg odpowiednio: pi = 1, P2 = 2, p3 = 4.
tatwo sprawdzi¢, ze suma czasOw zakonczenia dla optymalnego uszeregowania wyniesie
1+ 4+ 6 = 11 dla zadan niepodzielnych lub 1+ 3+ 6 = 10, jesli dopuscimy dzielenie

zadan. O

Rys. 1. Optymalne uszeregowanie: a) niepodzielne (SCy = 11), b) podzielne (SCj = 10)
Fig. X The optimal schedule: a) nonpreemptive, b) preemptive

W dalszej czeSci pracy zajmiemy sie systemami z ograniczong liczbg maszyn (m < 4).
Przeanalizujemy ztozono$¢ wybranych problemoéw szeregowania oraz podamy algorytm

wielomianowy.

2. Analiza ztozonosci problemu
Problem ogélny byt rozwazany w [2, 5, 8].

Twierdzenie 1 [8]. Problem P\fiXj, pmtn\Y,Cj jest silnie NP-trudny, gdy dopuscimy

przerwania jedynie w catkowitych momentach czasu. O

Wynik ten mozna wzmocnié, gdyz problem pozostaje silnie NP-trudny przy dowolnych
przerwaniach zadan. W systemach z co najwyzej trzema procesorami mozna w danym
momencie wykonywac¢ co najwyzej jedno zadanie dwuprocesorowe. Mamy wiec problem

rownowazny zwyklemu szeregowaniu zadan na jednym procesorze. Minimalizacje PCj
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zapewnia stosowanie znanej reguty (zob. [2]) ,,najkrotsze najpierw” (SPT - shortest Pro-
cessing time), czyli do rozwigzania problemu wystarczy posortowa¢ zadania niemalejaco

pod wzgledem czas6w wykonywania. Mamy wiec
Twierdzenie 2, Problem P3\fiXj = 2|ECj moze by¢ rozwigzany w czasie O (nlogn). O

Latwo zauwazy¢, ze jedli dopuscimy podzielno$¢ zadan, nie uda nam sie poprawic czasu

uzyskanego w wyniku stosowania reguty SPT, skad dostajemy

W niosek 1. Problem P3\fiXj = 2, pmtn\HCj moze by¢ rozwiazany w czasie 0 (n logn).

a

Jednak w ogodlniejszej sytuacji m < 4 dopuszczenie podzielno$ci zadan moze zmniej-

szy¢ sume czasOw zakonczenia (przyktad 1). Rozumujac identycznie jak w [8], dostajemy
Twierdzenie 3. P4\fiXj = 2|ECj jest silnie NP-trudny.

Dowod: W pracy [3] pokazano, ze problem P2\fixj\P,Cj jest silnie NP-trudny. Majac
zatem instancje problemu P2\fiXj\T:Cj, konstruujemy instancje problemu P4\fixj =
2|ECj w nastepujacy spos6b: zadaniom dedykowanym dla Mi przyporzadkujemy zada-
nia o takim samym czasie wykonywania dedykowane maszynom Mi i M2, zadaniom
dedykowanym dla Mi i M2 przyporzadkujemy zadania o takim samym czasie wykonywa-
nia dedykowane maszynom M2 i M2, zadaniom dedykowanym dla M2 przyporzadkujemy
zadania o takim samym czasie wykonywania dedykowane maszynom M2 i M4. Zauwazmy,
ze dowolnemu uszeregowaniu zadan skonstruowanej instancji problemu PA\fiXj — 2|ECj
wzajemnie jednoznacznie odpowiada uszeregowanie instancji problemu P2\fixj\HCj o
takiej samej sumie czasow zakonczenia, skagd wobec wielomianowosci transformacji prob-
lemow dostajemy teze. O

Analizujagc posta¢ konfliktow pomiedzy zadaniami dwuprocesorowymi w pracy [4

czesSciowo poprawiono wynik podany w [3] wykazujac

Twierdzenie 4 [4]. P2\fiXj\SCj jest NP-trudny nawet wtedy, gdy ograniczymy in-
stancje problemu do takich, ze wystepuje tylko jedno zadanie do wykonania na maszynie
Mi, jedno zadanie do wykonania na maszynach Mi i M2, a reszta zadan ma zosta¢ wyko-

nana na maszynie M2. O
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Stad, analogicznie jak w twierdzeniu 3,otrzymujemy

Wniosek 2. P4\fiXj = 2|TiCj jest NP-trudny nawet wtedy, gdy ograniczymy instancje
problemu do takich, ze wystepuje tylko jedno zadanie do wykonania na maszynach M\
i M2) jedno zadanie do wykonania na maszynach M2 i M3, a reszta zadan ma zostaé

wykonana na maszynach M3 i Mi- O

Problem szeregowania z ograniczeniami kolejnosciowymi dla czterech maszyn i zadan

podzielnych byt rozwazany w [8], gdzie autor wykazat
Twierdzenie 5. [8}.P4\fiXj = 2, pmtn, chain\ECj jest silnie NP-trudny. O

W pracy [3], wykorzystujgc problem ljoui-iree|E C ;- (zob. [2]), autorzy skonstruowali
algorytm o ztozonosci O(nlogn) dla problemu P 2\fixj, pmtn\T,Cj. Zauwazmy, ze w
dowodzie twierdzenia 3 w redukcji problemu P2\fiXj, pmtn\Y,Cj do problemu P 4\fixj =
2,pmtn\T,Cj nie wystapity zadania dedykowane maszynom M\ i M3, M\ i M4 oraz
M2 i Mit a zatem problem P4\fiXj = 2, pmtrAZCj, jako ogélniejszy, pozostawat wcigz
nierozstrzygniety.

W dalszej czesci artykutu uogélnimy wyniki z [3] wykorzystujac redukcje problemu
P4\fixj = 2, pmtn\£,Cj do problemu 1jout - tree\ZCj, dla ktérego znany jest algorytm

doktadny o ztozonosci O (nlogn) [2, 3].

3. Algorytm dla problemu P4\fixj = 2, pmtn\ECj

Oznaczmy maszyny przez M\, Mi, IW3, M4 oraz podzielmy zbiér zadan J na roztgczne
klasy w zaleznosci od dedykowanych par procesoréw. Niech J —AiUAzZUAzUAiIUAsSUAS,
przy czym zadania z klasy A\ majg zosta¢ wykonane na maszynach M\ i Mi, A2na M3
i M4i Az na Mi i M3, Adna M2i M4, Asna Mi i Mi oraz A&na M2 i M3. Powiemy, ze
klasa Ai jest stowarzyszona z klasg Aj, o ile zadania z obu klas moga byc wykonywane
réwnoczes$nie. Zauwazmy, ze sg doktadnie trzy pary klas stowarzyszonych: A\ i A2, A3i

Ai oraz A5i A3.

W tasno$¢ 1. Jesli w pewnym przedziale czasowym [a, 6] wykonywane jest zadanie z klasy

Ai, to réwnolegle moze by¢ wykonywane tylko zadanie z klasy Aj, stowarzyszonej z Ai. O
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Kazde dwa zadania nalezace do tej samej klasy A, sa ze sobag w konflikcie. Jest
wiec sens mowi¢ o kolejnosci wykonywania zadan w klasie Ai w pewnym legalnym har-
monogramie uszeregowania zadan. Niech wiec Jahj) oznacza zadanie, ktére w klasie A

zakonczy sie jako j-te z kolei w tym harmonogramie.

W tasnos¢ 2. W kazdym harmonogramie optymalnym, jesli dwa procesory sg bezczynne
w pewnym przedziale czasu, to oznacza, ze w klasie zadan dedykowanej tym procesorom

nie pozostato juz wiecej zadan do wykonania.

Dowdd: Przypusémy przeciwnie, ze dwa procesory sg bezczynne w pewnym przedziale
czasu oraz w odpowiadajacej im klasie pozostalty zadania do wykonania. ZatozyliSmy,
ze jest to harmonogram optymalny, je$li wiec pozostatoby jeszcze jakie$ zadanie, to
likwidujac przestdj i wykonujac je wczedniej otrzymaliby$Smy nowy harmonogram z suma
czasOw mniejsza co najmniej o czas zlikwidowanego przestoju, sprzeczno$¢ z opty-
malnos$cig harmonogramu. O

Zalézmy, ze w przedziale czasu [a, 6] wykonywane jest bez przerw zadanie J. Powiemy
wtedy, ze w przedziale czasu [a, 6] wykonywany jest fragment zadania J, przy czym za
dtugoséfragmentu bedziemy przyjmowac warto$¢ b—a. Jezeli ponadto bezposrednio przed
momentem a oraz po momencie b nie jest wykonywane zadanie J, to taki fragment zadania

J nazywac bedziemy blokiem.

W tasnos¢ 3. W obrebie tej samej klasy zadan mozemy zamieni¢ kolejnos¢ wykonywania
fragmentow o jednakowej dtugosci dowolnych dwoch zadan, nie tracgc legalnosci uszere-

gowania, ani nie ingerujgc w czasy wykonywania pozostatych zadan. O

W tasnos$¢ 4. W kazdym uszeregowaniu optymalnym zadanie Jauj) zaczyna sie po zakoni-

czeniu zadania Jahj-i), dlaj > 1.

Dowdd: Zatézmy przeciwnie, ze zadanie Jahj) zaczyna sie przed zakonczeniem zadania
JAi{j-\)- Z wiasnosci 3 wynika, ze po zamianie kolejnosci wykonywania odpowiednich frag-
mentéw obu zadan otrzymalibySmy harmonogram z mniejszg sumg czas6w zakonczenia,

czyli sprzecznos¢. O

W tasnos¢é 5. W kazdym harmonogramie optymalnym zadania w kazdej klasie muszg by¢

uszeregowane w porzadku niemalejgcych czaséw wykonywania, zgodnie z reguitg SPT.
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Dowdd: Gdyby tak nie byto, to moglibySmy zamieni¢ zadanie krotsze wykonywane
pézniej z zadaniem diuzszym wykonywanym wcze$niej, nie zmieniajagc czaséw wykony-
wania pozostatych zadan. W oczywisty sposéb dostaniemy wowczas harmonogram z
mniejsza suma czasOw zakornczenia. O

Uporzadkujmy zatem zadania w klasie Ai wzgledem niematejgcych czaséw wykonywa-

nia. Przez JAi(j) oznaczymy zadanie z klasy A{ o j-tym czasie wykonywania.

Wiasnos¢ 6. W kazdym uszeregowaniu optymalnym chwila rozpoczecia wykonywania
kazdego bloku zadania jest chwilg zakoriczenia wykonywania innego zadania lub poczatkiem

harmonogramu.

Dow6d: Zatézmy przeciwnie, ze istnieje taki optymalny harmonogram, ktéry nie spetnia
tezy. Sposréd wszystkich takich harmonogramoéw rozwazmy taki harmonogram, w ktorym
liczba blokéw zadan, ktére nie rozpoczynajg sie w chwili zakoriczenia wykonywania
pewnego innego zadania, jest najmniejsza z mozliwych. Niech tp oznacza najwcze$niejszy
moment rozpoczecia bloku zadania, nie bedacy czasem zakonczenia pewnego innego zada-
nia ani poczatkiem harmonogramu. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze w chwili tv
rozpoczyna sie blok zadania Ja\(i) z klasy A\.

Mozliwe sg wytacznie nastepujace przypadki:

1. Bezpos$rednio przed chwilg tp byto wykonywane zadanie z klasy A\ lub Ai.

Korzystajagc z wtasnosci 2 i wiedzac, ze w chwili tp pozostato jeszcze nie zakoriczone
zadanie Jai{;), stwierdzamy, ze bezposrednio przed czasem tp byto wykonywane

zadanie z klasy A\.

Z zatozenia tp jest chwilg rozpoczecia wykonywania bloku zadania zatem
korzystajac z wtasnosci 4 i zatozenia o optymalnosci harmonogramu wnioskujemy,

ze w chwili tp zadanie Jai(i- i) musiato sie zakonczy¢, sprzecznos¢.

2. Bezposrednio przed chwilg tp byto wykonywane zadanie nalezace do jednej z klas
AsjAa, As lub yig.
Niech krdtszy z blokow zadan wykonywanych bezposrednio przed momentem tp
rozpoczyna sie¢ w chwili tp —a. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze blok ten nalezy

do klasy A%.
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Ponadto niech b oznacza czas, jaki uptynat od chwili tp do pierwszego momentu
zakonczenia jakiegokolwiek zadania lub do momentu rozpoczecia wykonywania ko-

lejnego bloku zadania z A3.

Zatozmy wpierw, ze w chwili tp + b konczy sie wykonywanie pewnego zadania.
Poniewaz w czasie od tp do tp + b nie jest wykonywane zadne zadanie z klasy
A3, zatem mozemy zmodyfikowa¢ harmonogram zmniejszajagc o a czasy wykony-
wania wszystkich zadan wykonywanych w czasie od tp do tp + b oraz odpowiednio
zwiekszajac o b czasy wykonywania wszystkich zadan wykonywanych w czasie od
tp —a do tp. Poniewaz suma czasOw zakonczenia zmniejszy sie 0 co najmniej a,

otrzymamy sprzeczno$¢ z optymalnos$cia poczatkowego uszeregowania.

Jesli natomiast w chwili tp+ b nie koniczy sie zadne zadanie, wtedy musi si¢ zacza¢
fragment zadania z A3. Zamieniajac kolejno$¢ wykonywania zadan w taki sposéb jak
poprzednio, otrzymamy uszeregowanie z mniejszg liczbg blokéw nie zaczynajacych

sie w chwili zakoriczenia innego zadania, sprzecznos¢.

Dowdd wtasnosci 6 zostat zakonczony. O

W tasnos$¢ 7. W kazdym optymalnym uszeregowaniu przerwanie wykonania niezakonczo-
nego zadania Jm”) z klasy A; nastepuje tylko w chwili zakoinczenia zadania z klasy Aj z

nig stowarzyszonej.

Dowdd: Zatdzmy, ze w pewnym optymalnym harmonogramie zadanie JAi{k) zostato prz-
erwane. Przerwanie musialo by¢ spowodowane rozpoczeciem wykonywania fragmentu
pewnego zadania J bedacego w konflikcie z JAi(k), czyli pochodzacego z jednej z Klas
roznych od A, i Aj na mocy witasnosci 1. Z wiasnosci 6 wynika, ze rozpoczecie wykonywa-
nia fragmentu zadania J nastepuje bezposrednio po zakonczeniu pewnego innego zadania,
a zatem mogto to byé tylko zadanie z klasy Aj. O

Wezmy teraz pod uwage instancje | problemu P A\fiij —2, pmtn\T,Cj z n zadaniami.
Skonstruujemy instancje problemu ljouf —iree|ECj w nastepujacy sposob. Kazdej parze
klas stowarzyszonych odpowiadac¢ bedzie tancuch zadan utworzony zgodnie z rysunkiem 2

Wezmy dla przyktadu klasy Ai i Ai. Uporzadkujmy zadania z klasy A\ wedtg
niematejgcych czaséw wykonywaniapi < p2 < ... < pa, podobnie dla klasy A3 otrzymu-

jemy qi < q2 < ... < o Zgodnie ze schematem przedstawionym na rysunku 2 tworzymy
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Rys. 2. Transformacja problemu szeregowania zadah podzielnych na niepodzielne .
Fig. 2. Transformation of preemptive scheduling tasks into nonpreemptive

zadania Si, S2,..., S0+&o0 czasach wykonywania Si, s2, mmm sa+& W wypadku gdy E-Ljpi =
Sj=19i, tworzymy zadanie o czasie wykonywania 0. Dodatkowo wprowadzamy tancuch
zaleznosci: Sr —>Sr+l dlar g {1,...,a+ b- 1}

Zgodnie z wprowadzong wczesniej konwencja zadanie JAi(i) ma czas wykonywania pit
podobnie zadanie Ja2U) ma czas wykonywania gj. Zadaniu Sr przyporzadkujemy zadanie
"A{p{r)i O ile > Ef=1Si > 'Zf i~ Ipi) oraz zadanie Ja"t)), o ile E?"qg{ > Ef=1s- >

na przyktad na rysunku 2 mamy p(r) = k+ 1,q(r) —1+ 1,p(r+ 1) = k + 2.

Analogicznie tworzymy zadania Tr z klas A3 i Aq oraz Ur z klas A3 i 76, o cza-
sach wykonywania odpowiednio tr i uT, wraz z odpowiednimi fancuchami zaleznosci.
Woprowadzamy dodatkowo zadanie Z0 z czasem wykonywania 0, ktére ma by¢ wykonane
przed zadaniami Si,T\,Ui. OtrzymaliSmy zatem instancje V problemu 1jout —tree\ECj
zn+ 1 zadaniami.

Mozemy znalez¢é optymalne uszeregowanie II' w czasie 0(n logn) [1]. Na podstawie
uszeregowania Il' dla instancji I' konstruujemy uszeregowanie Il dla instancji | problemu
Pi\fiXj = 2, pmtn\T,Cj w nastepujacy sposdb: jesli w chwili t uszeregowania I1' wykony-
wane jest zadanie Si, to w uszeregowaniu Il wykonywane sa zadania Jaiij>{x)) oraz JA2(q(i))-

Analogicznie postepujemy dla zadah Tr, UT. Pokazemy teraz przyktad takiej konstrukcji.

Przyktad 2. Dla ilustracji wezmy pod uwage system ztozony z czterech maszyn M\,
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M2, M3, M4 oraz dziesieciu zadan A, J2,..., <10, o zbiorach procesorow dedykowanych
i czasach wykonywania: fix\ = {Mi,M2}, Pi = 2, fix2 = {Mi,M2}, p2 = 2, fix3 =
{Mi,M3},p3 =3, fixA= {Mi,Mi}, p4= 1, fix3= {Mi,M4} p5= 3, fix3= {Mh MA,
p6 =7, fix7= {M2,M3}, p7= 8, }ix&= {M2,M4}, p8 = 6, /zrc9 = {M3,M4}, p9=1
/irio = {M3)M4}, p10 = 3. Po podzieleniu zadan na klasy mamy: A\ = {A,J2} A2 =
{Jg,J10} A3 = {A} " = {J&} = {*4,)5) ~e} 6 = {-M- Po transformacji na instancje
V otrzymujemy zbiory zadan S,T, U\ zbiér S — {Si, S2,53,54} z czasami wykonywania:
1,1,2,0, zbiér T = {Ti, T2} z czasami wykonywania: 3,3 oraz zbior U = {U\,U2,U3lUS

z czasami wykonywania: 1,3,4,3. O

M u s s s U T, t2 u3 Ui
T 1 11 11 171 111
/all 5 6 7 9 1011 12 1314 15 16 17 18 19 20
Z0 Si
M, U h h j3 h
3 h h i3 h
m J9 310 ]
» J4 ae ( h Js h

11 11111 (I T T B
6 7

i
0 i 2 3 45 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 7

Rys. 3. Optymalne uszeregowanie |17 oraz odpowiadajace mu uszeregowanie Il

Fig. 3. Optimal Schedule Il" and the corresponding Schedule I

Poniewaz zadanie ZO0 trwa 0 jednostek czasu, wiec nie wptywa na sume czasow
zakonczenia. Pozostate zadania z uszeregowania IlI' koriczg sie w tej samej chwili, co

odpowiadajgce im zadania w uszeregowaniu Il, zatem dostajemy

Lemat 6. Dla dowolnego legalnego uszeregowania II' dla instancji |' istnieje uszere-

gowanie Il dla instancji | o takiej samej sumie czas6w zakonczenia. O

Lemat 7. Uszeregowanie optymalne dla instancji I' ma takg samg sumg czaséw zakon-

czenia jak optymalne uszeregowanie dla instancji I:

Dowdéd: Rozwazmy uszeregowanie optymalne Il dla instancji I. Przez h oznaczymy czas

wykonywania fc-tej maksymalnej czesci harmonogramu Il (rys. 4), w ktérej wykonywane
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sg wylacznie zadania z klas Ai i A2, bez przerw na wykonywanie zadan z innych klas.
Na mocy witasnosci 5 oraz 7 dla dowolnego k mamy, ze T, =lbk jest rowna E’=lpr, dla
pewnego i lub Ej=ler, dla pewnego j, skad analogicznie jak w przypadku transformacji
pokazanej na rysunku 3 dostajemy, ze uszeregowanie fi mozna sprowadzi¢ do pewnego
uszeregowania II' dla instancji /' (rys. 4). Podobnie jak poprzednio zauwazmy, ze sumy
czaséw zakonczenia obu harmonogramoéw sg rowne. Na mocy lematu 6 dla uszeregowania
optymalnego IlI' dla instancji /' istnieje uszeregowanie Il dla instancji | o identycznej

sumie czaséw zakoriczenia, skad dostajemy teze. O

M

"2 JAI() ~Aigru A+

M,

M JAA 3 AXiH) J A+ J A+
M Sm |s, | SM Sm | Sn3 |

Rys. 4. llustracja redukcji uszeregowania I | do uszeregowania dla instancji |
Fig. 4. lllustration for réduction of the Schedule I into the Schedule for instance 1*

Podsumowujac, dla instancji | problemu PA\fiXj = 2,pmtn\HC mozemy w czasie
0(n logn) skonstruowaé¢ instancje |I' problemu Ijouf —iree|EC;- (rys. 2), nastepnie w
czasie O[n logn) potrafimy znalez¢ uszeregowanie optymalne II' dla instancji /' [1, 2],
Na mocy lematu 7 skonstruowane uszeregowanie Il dla instancji | jest optymalne, skad

ostatecznie mamy

Twierdzenie 8. Istnieje algorytm doktadny o ztozonosci 0 (n logn) rozwigzujacy problem

P4\fixj = 2, pmtn\T,Cj. O

4. Podsumowanie

Wyniki prezentowane w pracy zostaty zawarte w tablicy 1

Wociaz nierozstrzygnieta pozostaje ztozonos¢ problemu P5\fiXj = 2, pmtn\HCj nawet



324 M. Malafiejski, L. Kuszner, M. Kubale

Tablica 1
Klasyfikacja ztozonosci
Problem Ztozono$¢ Referencja’
P\fiXj, pmtn\ECj sNPh [8]
P2\fiXj\ZCj sNPh [3]
P4\fix} = 2|EC] sNPh Tw. 3
P4\fixj = 2, Pj = 1,chain\T,Cj NPh [
P2\fiXj, pmtn\ECj 0(n logn) [3]
P2>\fiXj = 2|EC]j 0(n logn) 8
PZ\fiXj = 2, pmtn\ECj 0(n logn) 8]
P4\fiXj = 2, pmtn\'E,Cj 0(n logn) Tw. 8
P5\fiXj = 2, pmtn\£.Cj ?
P3\fixj, pmtn\Y,Cj ? 3]

w przypadku, gdy zadania wykonywane sg wytacznie na parach procesoréw {Mi, Mi + 1}

dlai=1,..., 4. Podobnie otwarty pozostaje problem P3\fiXj, pmtn\T,Cj [3].
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Abstract

This paper is devoted to the complexity of a class of multiprocessor scheduling prob-
lems. An essential property of many real-life systems is parallel processing, so a classical
assumption that each job should be processed by one processor only has no longer been
justified. We investigate a special case of multiprocessor tasks scheduling with all tasks
having preassigned to two processors (biprocessor tasks). We assume that each task re-
quires the simultaneous use of its prespecified machines during a given processing time
but each processor can execute at most one task at a time. Our objective is to find a
schedule with minimum sum of completion times. Using the standard notation this prob-
lem is denoted as P\fiXj = 2, pmtn\ECj. As we know this problem is strongly NP-hard.
We analyze its subproblems by reducing the number of processors up to a fixed number
m. When m < 3 all tasks become incompatible, therefore this problem is equivalent to
scheduling ordinary jobs on one processor. Our main result is a polynomial algorithm
for so far unsolved problem P4\fiXj = 2, pmtn\Y,Cj. The cases m > 4 remains open.
Comparing preemptive and nonpreemptive models it appears that PA\fiXj = 2|EC]j is

strongly NP-hard.



