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PODZIELNE SZEREGOWANIE ZADAŃ DWUPROCESOROWYCH 
NA MASZYNACH DEDYKOWANYCH W CELU MINIMALIZACJI 
SUMY CZASÓW ZAKOŃCZENIA

S tre s z c z e n ie . W  pracy rozważamy determ inistyczne szeregowanie zadań dw upro­
cesorowych n a  m aszynach dedykowanych, które minimalizuje sumę czasów zakoń­
czenia, przy czym dopuszcza się możliwość przerw ania wykonywania zadania i 
ponownego wznowienia obsługi z pomijalnie małym kosztem. W  standardowej no­
tacji ten  problem  zapisujem y jako P \fiX j  =  2,pm tn \H C j.
W iadom o, że tak  postaw ione zagadnienie jest problemem silnie N P-trudnym . 
W  pracy badam y złożoność obliczeniową problemu, ograniczając liczbę maszyn. 
Podajem y wielomianowy algorytm  dla problemu P 4 \ f i X j  =  2,pm fn|EC,-.

PREEMPTIVE SCHEDULING OF BIPROCESSOR TASKS 
ON DEDICATED MACHINES TO MINIMIZE SUM OF 
COMPLETION TIMES

S u m m a ry . In this paper we consider a problem of preem ptive scheduling of 
biprocessor tasks on dedicated processors in order to  minimize the sum of com­
pletion tim es. Using the standard  no tation  th is problem is denoted as P \ f i X j  =  

2,pm tn\T ,C j.
T his problem  is strongly N P-hard. We analyze the subproblem s obtained by re­
ducing the num ber of processors. We give an exact polynomial algorithm  for open 
problem  P 4 \ f i x j  =  2 ,p m tn \E C j.

1. Wstęp

Zajmiemy się klasą problem ów szeregowania zadań wieloprocesorowych (ang. mul­

tiprocessor task scheduling). Danych jest n  zadań J i , . . .  Jn €  J  oraz m  maszyn (pro­

cesorów) €  M .  Każde zadanie wykonywane jest na pewnym ustalonym

(dedykowanym) podzbiorze maszyn. W  pracy będziemy się zajmować system am i z zada­

niami wykorzystującym i dokładnie dwa dedykowane procesory (ang. biprocessor tasks).
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K ażde zadanie będzie charakteryzow ane przez czas wykonywania pj oraz zbiór procesorów 

dedykowanych f i x j .  Zakładać będziemy, że w legalnych uszeregowaniach żadne dwa zada­

n ia  współdzielące przynajm niej jeden procesor nie będą wykonywane równocześnie.

O szeregowaniu mówimy, że jest:

•  podzielne (ang. preemptive scheduling), jeśli obsługa każdego z zadań może być 

przerw ana i kontynuow ana później z pom ijalnie małym i kosztam i,

•  niepodzielne (ang. nonpreemptive scheduling) w w ypadku, gdy zadań nie wolno 

dzielić.

Jeśli w ystępują zależności kolejnościowe pom iędzy niektórym i zadanam i, to  mówimy, 

że zadan ia są  zależne (ang. dependent). Ograniczenia m ogą być opisane przez digraf acyk­

liczny ze zbiorem  wierzchołków { Jj} oraz zbiorem  łuków postaci J; —► Jj. K ażdy taki łuk 

oznacza, że w legalnym uszeregowaniu zadanie Ji musi się zakończyć przed rozpoczęciem 

zadania J j. Jeśli digraf acykliczny określający dopuszczalną kolejność wykonywania zadań 

m a ta k ą  własność, że d la  każdego zadania Z ,  z w yjątkiem  jednego, k tóre m a zostać wyko­

nane n a  początku , określone je s t dokładnie jedno zadanie będące poprzednikiem  zadania 

Z , to  mówimy, że ta  relacja m a postać out-tree.

Czas zakończenia d la  zadania Jj oznaczymy przez Cj. K ryterium  oceny jakości u- 

szeregowania je s t m inim alizacja sumy wszystkich czasów zakończenia Y  Cj (ang. total 

completion tim e).

W ykorzystu jąc notację o |/3 |7  z pracy [5] zapiszemy P \ f i x j  — 2, p m tn \E C j, co oznacza 

problem  szeregowania podzielnych zadań dwuprocesorowych n a  dedykowanych maszynach 

z kry terium  m inim alizacji sum y czasów zakończenia. W  przypadku ustalonej liczby pro­

cesorów równej m  symbol P  zastąpiony będzie przez P m .

P rzykładem  zastosowań tego m odelu może być transfer plików w sieci komputerowej 

angażujący dwie m aszyny jednocześnie [6] lub  system  wieloprocesorowy, w którym jed­

nostki te s tu ją  się w zajem nie wykonując param i te s ty  diagnostyczne [7].

P r z y k ła d  1. D la ilustracji weźmy pod  uwagę system  złożony z czterech maszyn Mu 

M 2, M 3, M ą oraz trzech zadań J \,  J 2, J3. Zadanie J\ m a zostać wykonane n a  maszynach 

M i i M 2, zadanie J 2 m a zostać wykonane n a  m aszynach M 2 i M 3, zadanie J 3 ma zostać



Podzielne szeregowanie zadań 315

wykonane n a  m aszynach M 3 i M 4, co zapisujemy f i x \  = f i x 2 =  {M 2 ,M 3},

f i x 3 =  {M 3 ,M ą}. Czasy wykonywania wynoszą odpowiednio: pi =  1, P2 =  2, p 3 =  4. 

Łatwo sprawdzić, że sum a czasów zakończenia dla optymalnego uszeregowania wyniesie 

1 +  4 +  6 =  11 d la  zadań  niepodzielnych lub 1 +  3 +  6 =  10, jeśli dopuścimy dzielenie 

zadań. □

Rys. 1. Optymalne uszeregowanie: a) niepodzielne (SCy =  11), b) podzielne (SC j =  10)
Fig. X. The optimal schedule: a) nonpreemptive, b) preemptive

W  dalszej części pracy zajm iem y się systemami z ograniczoną liczbą maszyn (m  <  4). 

Przeanalizujem y złożoność w ybranych problemów szeregowania oraz podam y algorytm  

wielomianowy.

2. Analiza złożoności problemu

Problem  ogólny był rozważany w [2, 5, 8].

T w ie rd z e n ie  1 [8]. Problem P \f iX j ,  pm tn\Y ,C j je s t silnie NP-trudny, gdy dopuścimy 

przerwania jedynie w całkowitych m omentach czasu. □

W ynik ten  m ożna wzmocnić, gdyż problem pozostaje silnie N P-trudny przy dowolnych 

przerwaniach zadań. W  system ach z co najwyżej trzem a procesorami m ożna w danym 

momencie wykonywać co najwyżej jedno zadanie dwuprocesorowe. M amy więc problem 

równoważny zwykłemu szeregowaniu zadań na jednym  procesorze. Minimalizację PC j
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zapew nia stosowanie znanej reguły (zob. [2]) „najkrótsze najpierw ” (SP T  -  shortest Pro­

cessing tim e), czyli do rozwiązania problem u w ystarczy posortować zadania niemalejąco 

pod względem  czasów wykonywania. M amy więc

T w ie r d z e n ie  2 , Problem P 3 \ f i X j  =  2 |E C j  może  być rozwiązany w  czasie  O (n lo g n ). □

Łatwo zauważyć, że jeśli dopuścim y podzielność zadań, nie ud a  nam  się poprawić czasu 

uzyskanego w wyniku stosowania reguły SPT , skąd dostajem y

W n io s e k  1. Problem P 3 \ f i X j  =  2, pm tn \H C j może być rozwiązany w czasie 0 ( n logn).

□

Jednak  w  ogólniejszej sytuacji m  <  4 dopuszczenie podzielności zadań może zmniej­

szyć sum ę czasów zakończenia (przykład 1). Rozum ując identycznie jak  w [8], dostajemy

T w ie r d z e n ie  3 . P 4 \ f i X j  =  2 |E Cj  j e s t  si lnie NP- t rudny .

D o w ó d : W  pracy  [3] pokazano, że problem  P 2 \fix j\P ,C j je s t silnie N P-trudny. Mając 

zatem  instancję problem u P 2\fiX j\T :C j, konstruujem y instancję problem u P 4 \f ix j  = 

2 |E C j w następujący  sposób: zadaniom  dedykowanym d la  M i przyporządkujem y zada­

n ia o tak im  sam ym  czasie wykonywania dedykowane m aszynom  M i i M 2, zadaniom 

dedykowanym  d la  M i i M 2 przyporządkujem y zadania o tak im  sam ym  czasie wykonywa­

n ia dedykowane m aszynom  M 2 i M 2, zadaniom  dedykowanym d la  M 2 przyporządkujemy 

zadan ia o tak im  sam ym  czasie wykonywania dedykowane m aszynom  M 2 i M 4. Zauważmy, 

że dowolnemu uszeregowaniu zadań skonstruowanej instancji problem u P A \fiX j — 2 |ECj 

wzajem nie jednoznacznie odpow iada uszeregowanie instancji problem u P 2 \fix j\H C j o 

takiej samej sumie czasów zakończenia, skąd wobec wielomianowości transform acji prob­

lemów dostajem y tezę. □

A nalizując postać konfliktów pom iędzy zadaniam i dwuprocesorowymi w pracy [4] 

częściowo popraw iono wynik podany w [3] wykazując

T w ie r d z e n ie  4  [4]. P 2 \fiX j \S C j je s t N P -trudny nawet wtedy, gdy ograniczymy in­

stancje problemu do takich, że występuje tylko jedno zadanie do wykonania na  maszynie 

M i, jedno zadanie do wykonania na m aszynach M i i M 2, a reszta zadań m a zostać wyko­

nana na m aszynie M 2. □
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Stąd, analogicznie jak  w tw ierdzeniu 3,otrzym ujemy

W n io se k  2. P 4 \fiX j  =  2 |TiCj je s t N P-trudny nawet wtedy, gdy ograniczymy instancje 

problemu do takich, że występuje tylko jedno zadanie do wykonania na maszynach M\  

i M 2) jedno zadanie do wykonania na maszynach M2 i M3, a reszta zadań m a zostać 

wykonana na m aszynach M3 i Mi-  □

Problem  szeregowania z ograniczeniam i kolejnościowymi dla czterech maszyn i zadań 

podzielnych był rozważany w [8], gdzie autor wykazał

T w ie rd z e n ie  5. [8}.P 4 \fiX j =  2, p m tn , chain\EC j je s t silnie NP-trudny. □

W  pracy  [3], w ykorzystując problem  l |o u i - i r e e |E C ;- (zob. [2]), autorzy skonstruowali 

algorytm  o złożoności O (n lo g n )  d la  problem u P 2 \fix j ,  pm tn\T ,C j. Zauważmy, że w 

dowodzie tw ierdzenia 3 w redukcji problem u P 2 \fiX j, pm tn\Y ,C j do problem u P 4 \ f ix j  =

2, pm tn\T ,C j nie w ystąpiły zadania dedykowane maszynom M\  i M 3, M\  i M 4 oraz 

M2 i Mit  a  za tem  problem  P 4 \ f i X j  =  2, pm trĄ ZC j, jako ogólniejszy, pozostawał wciąż 

nierozstrzygnięty.

W  dalszej części artykułu  uogólnimy wyniki z [3] wykorzystując redukcję problemu 

P 4 \ f i x j  =  2, pm tn \£ ,C j do problem u 1|out -  tree\Z C j, d la którego znany jest algorytm  

dokładny o złożoności O (n lo g n ) [2, 3].

3. Algorytm dla problemu P 4 \ f ix j  = 2, pm tn \E C j

O znaczm y m aszyny przez M\, Mi,  IW3, M 4 oraz podzielmy zbiór zadań J  n a  rozłączne 

klasy w zależności od dedykowanych par procesorów. Niech J — AiUAzUAzUAiUAsUAs,  

przy czym zadan ia z klasy A\  m a ją  zostać wykonane na maszynach M\  i Mi, A2 n a  M 3 

i M4i Az  n a  M i i M3, A4 n a  M2 i M 4, As n a  Mi  i Mi  oraz A& n a  M2 i M3. Powiemy, że 

klasa Ai  je s t stowarzyszona  z klasą Aj,  o ile zadania z obu klas mogą byc wykonywane 

równocześnie. Zauważmy, że są dokładnie trzy  pary  klas stowarzyszonych: A\  i A2, A3 i 

Ai  oraz A5 i A3.

W ła s n o ś ć  1 . Jeśli w pewnym przedziale czasowym  [a, 6] wykonywane je s t zadanie z klasy 

Ai, to równolegle może być wykonywane tylko zadanie z klasy Aj, stowarzyszonej z  Ai.  □
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K ażde dwa zadan ia należące do tej samej klasy A , są  ze sobą w  konflikcie. Jest 

więc sens mówić o kolejności wykonywania zadań w klasie A i w pew nym  legalnym har­

m onogram ie uszeregowania zadań. Niech więc J ahj) oznacza zadanie, k tóre w klasie Ą  

zakończy się jako j - te  z kolei w tym  harm onogram ie.

W ła s n o ś ć  2. W  każdym  harmonogramie optymalnym , jeśli dwa procesory są  bezczynne 

w pew nym  przedziale czasu, to oznacza, że w klasie zadań dedykowanej tym  procesorom 

nie pozostało ju ż  więcej zadań do wykonania.

D o w ó d : P rzypuśćm y przeciwnie, że dw a procesory są bezczynne w  pewnym  przedziale 

czasu oraz w  odpow iadającej im  klasie pozostały zadania do wykonania. Założyliśmy, 

że je s t to  harm onogram  optymalny, jeśli więc pozostałoby jeszcze jakieś zadanie, to 

likw idując przestój i wykonując je  wcześniej otrzym alibyśm y nowy harm onogram  z sumą 

czasów m niejszą co najm niej o czas zlikwidowanego przestoju, sprzeczność z opty- 

m alnością harm onogram u. □

Załóżmy, że w przedziale czasu [a, 6] wykonywane je st bez przerw  zadanie J .  Powiemy 

wtedy, że w przedziale czasu [a, 6] wykonywany jest fragm ent zadania J ,  przy  czym za 

długość fragm entu  będziemy przyjmować wartość b—a. Jeżeli ponad to  bezpośrednio przed 

m om entem  a oraz po momencie b nie jest wykonywane zadanie J ,  to  tak i fragm ent zadania 

J  nazywać będziemy blokiem.

W ła s n o ś ć  3. W  obrębie te j sam ej klasy zadań m ożem y zam ienić kolejność wykonywania 

fragm entów  o jednakow ej długości dowolnych dwóch zadań, nie tracąc legalności uszere­

gowania, ani nie ingerując w czasy wykonywania pozostałych zadań. □

W ła s n o ś ć  4. W  każdym  uszeregowaniu optymalnym  zadanie J auj) zaczyna się po zakoń­

czeniu zadania J ahj- i), dla j  > 1.

D o w ó d : Załóżmy przeciwnie, że zadanie J ahj) zaczyna się przed zakończeniem zadania 

JAi{j-\)- Z własności 3 wynika, że po zam ianie kolejności wykonywania odpowiednich frag­

m entów  obu zadań  otrzym alibyśm y harm onogram  z m niejszą sum ą czasów zakończenia, 

czyli sprzeczność. □

W ła s n o ś ć  5. W  każdym  harmonogramie optym alnym  zadania w każdej klasie m uszą być 

uszeregowane w porządku niemalejących czasów wykonywania, zgodnie z  regułą SP T .
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Dowód: Gdyby ta k  nie było, to  moglibyśmy zamienić zadanie krótsze wykonywane 

później z zadaniem  dłuższym  wykonywanym wcześniej, nie zm ieniając czasów wykony­

wania pozostałych zadań. W  oczywisty sposób dostaniem y wówczas harm onogram  z 

mniejszą sum ą czasów zakończenia. □

Uporządkujmy zatem  zadania w klasie A i względem niemałejących czasów wykonywa­

nia. Przez JAi(j) oznaczymy zadanie z klasy A{ o j- ty m  czasie wykonywania.

W łasność 6. W  każdym  uszeregowaniu optymalnym chwila rozpoczęcia wykonywania 

każdego bloku zadania je s t chwilą zakończenia wykonywania innego zadania lub początkiem  

harmonogramu.

Dowód: Załóżmy przeciwnie, że istnieje tak i optym alny harm onogram , który nie spełnia 

tezy. Spośród w szystkich takich harm onogram ów rozważmy taki harmonogram , w którym  

liczba bloków zadań, które nie rozpoczynają się w chwili zakończenia wykonywania 

pewnego innego zadania, je s t najm niejsza z możliwych. Niech tp oznacza najwcześniejszy 

moment rozpoczęcia bloku zadania, nie będący czasem zakończenia pewnego innego zada­

nia ani początkiem  harm onogram u. D la ustalenia uwagi przyjmijmy, że w chwili t v 

rozpoczyna się blok zadania J a \(i) z klasy A \.

Możliwe są wyłącznie następujące przypadki:

1. Bezpośrednio przed chwilą tp było wykonywane zadanie z klasy A \  lub A i.

K orzystając z własności 2 i wiedząc, że w chwili tp pozostało jeszcze nie zakończone 

zadanie Jai{;), stwierdzamy, że bezpośrednio przed czasem tp było wykonywane 

zadanie z klasy A \.

Z założenia tp je s t chwilą rozpoczęcia wykonywania bloku zadania zatem

korzystając z własności 4 i założenia o optymalności harm onogram u wnioskujemy, 

że w chwili tp zadanie J a i(i- i) musiało się zakończyć, sprzeczność.

2. Bezpośrednio przed chwilą tp było wykonywane zadanie należące do jednej z klas 

A sjA ą, A s lub yłg.

Niech kró tszy  z bloków zadań wykonywanych bezpośrednio przed m om entem  tp 

rozpoczyna się w chwili tp — a. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że blok ten należy 

do klasy A%.
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Ponad to  niech b oznacza czas, jak i upłynął od chwili tp do pierwszego momentu 

zakończenia jakiegokolwiek zadania lub do m om entu rozpoczęcia wykonywania ko­

lejnego bloku zadania z A 3.

Załóżmy wpierw, że w chwili tp +  b kończy się wykonywanie pewnego zadania. 

Ponieważ w czasie od t p do tp +  b nie jest wykonywane żadne zadanie z klasy 

A3, zatem  możemy zmodyfikować harm onogram  zm niejszając o a  czasy wykony­

w ania wszystkich zadań  wykonywanych w czasie od tp do tp +  b oraz odpowiednio 

zw iększając o b czasy wykonywania wszystkich zadań wykonywanych w czasie od 

tp — a do tp. Ponieważ sum a czasów zakończenia zm niejszy się o co najmniej a, 

otrzym am y sprzeczność z optym alnością początkowego uszeregowania.

Jeśli natom iast w chwili t p +  b nie kończy się żadne zadanie, w tedy musi się zacząć 

fragm ent zadania z A3. Zam ieniając kolejność wykonywania zadań w tak i sposób jak 

poprzednio, otrzym am y uszeregowanie z m niejszą liczbą bloków nie zaczynających 

się w chwili zakończenia innego zadania, sprzeczność.

Dowód własności 6 został zakończony. O

W ła s n o ś ć  7. W  każdym  optym alnym  uszeregowaniu przerwanie wykonania niezakończo- 

nego zadania J m ^ )  z klasy A; następuje tylko w chwili zakończenia zadania z  klasy Aj z 

nią stowarzyszonej.

D o w ó d : Załóżmy, że w pewnym  optym alnym  harm onogram ie zadanie JAi{k) zostało prz­

erwane. P rzerw anie musiało być spowodowane rozpoczęciem wykonywania fragmentu 

pewnego zadania J  będącego w konflikcie z JAi(k) ,  czyli pochodzącego z jednej z klas 

różnych od A, i A j n a  mocy własności 1. Z własności 6 wynika, że rozpoczęcie wykonywa­

n ia fragm entu  zadania J  następuje bezpośrednio po zakończeniu pewnego innego zadania, 

a  zatem  mogło to  być tylko zadanie z klasy Aj. □

W eźmy teraz pod uwagę instancję I  problem u P A \ f i i j  — 2, pm tn\T ,C j z n  zadaniami. 

Skonstruujem y instancję problem u l|o u f  — iree |E C j w następujący sposób. Każdej parze 

klas stowarzyszonych odpowiadać będzie łańcuch zadań utworzony zgodnie z rysunkiem 2.

W eźmy d la przykładu klasy Ai i A i.  U porządkujm y zadania z klasy A \ według 

niem ałej ących czasów wykonywania p i < p 2 < . . .  < pa, podobnie dla klasy A 3 otrzymu­

jem y qi <  q2 < . . .  < qb- Zgodnie ze schem atem  przedstaw ionym  n a  rysunku 2 tworzymy
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Rys. 2. Transformacja problemu szeregowania zadań podzielnych na niepodzielne .
Fig. 2. Transformation of preemptive scheduling tasks into nonpreemptive

zadania S i, S 2, . . . ,  S0+& o czasach wykonywania S i ,  s2, ■ ■ ■, sa + &. W  wypadku gdy E-Ljpi =  

Sj=19i, tworzym y zadanie o czasie wykonywania 0. Dodatkowo wprowadzamy łańcuch 

zależności: S r —> S r+1 d la r  g  { 1 , . . . ,  a +  b -  1}.

Zgodnie z w prow adzoną wcześniej konwencją zadanie JAi(i) m a czas wykonywania pit 

podobnie zadanie Ja 2U) m a czas wykonywania qj. Zadaniu Sr przyporządkujem y zadanie 

^Ai{p{r))i O ile >  Ef=1 S i > 'Z p£ i ~ l p i ) oraz zadanie J a ^ t ) ) ,  o ile E ? ^ q{ >  Ef=1s,- >

n a  przykład n a  rysunku 2 mam y p (r ) =  k +  1, q(r) — l +  1 ,p (r  +  1) =  k  +  2. 

Analogicznie tworzymy zadania Tr z klas A 3 i Aq oraz Ur z klas A 3 i ^6, o cza­

sach wykonywania odpowiednio t r i u T, wraz z odpowiednimi łańcuchami zależności. 

Wprowadzamy dodatkowo zadanie Z 0 z czasem wykonywania 0, które m a być wykonane 

przed zadaniam i S i ,T \ ,U i .  O trzym aliśm y zatem  instancję V  problem u 1|out — tree\EC j 

z n +  1 zadaniam i.

Możemy znaleźć optym alne uszeregowanie II' w czasie 0 ( n  log n) [1]. Na podstawie 

uszeregowania II ' d la  instancji I '  konstruujem y uszeregowanie II dla instancji I  problem u 

P i\fiX j  =  2, pm tn\T ,C j w następujący sposób: jeśli w chwili t  uszeregowania II' wykony­

wane jest zadanie Si, to  w uszeregowaniu II wykonywane są zadania Jaiij>{x)) oraz J A 2(q (i))-  

Analogicznie postępujem y d la zadań Tr, UT. Pokażemy teraz przykład takiej konstrukcji.

P rz y k ład  2. D la ilustracji weźmy pod  uwagę system  złożony z czterech m aszyn M \,
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M2, M 3, M 4 oraz dziesięciu zadań  Ą ,  J 2, . . . ,  <710, o zbiorach procesorów dedykowanych 

i czasach wykonywania: f i x \  =  { M i,M 2}, Pi =  2, f i x 2 =  { M i,M 2}, p 2 =  2, f i x 3 = 

{ M i ,M 3} , p 3 =  3, f i x A =  {M i, M i} , p4 =  1, f i x 3 =  { M i,M 4} ,p 5 =  3, f i x 3 =  {M h MA}, 

p6 =  7, f i x 7 =  {M 2,M 3}, p7 =  8, } i x & =  {M2,M 4}, p8 =  6, /żrc9 =  {M 3,M 4}, p9 =  1, 

/ń r io  =  {M 3)M 4}, p 10 =  3. Po podzieleniu zadań n a  klasy mamy: A \ =  { Ą , J 2} A 2 = 

{Jg, J 10} A 3 =  { Ą }  ^4  =  {J&} =  {*/4, J 5) ^e} ^6  =  {-M - Po transform acji n a  instancję

V  o trzym ujem y zbiory zadań  S ,T ,  U\ zbiór S  — {Si, S 2, S 3, 5 4} z czasami wykonywania: 

1 ,1 ,2 ,0 , zbiór T  =  {T i,T 2} z czasami wykonywania: 3 ,3  oraz zbiór U =  {U \,U 2 ,U3l UA} 

z czasam i wykonywania: 1 ,3 ,4 ,3 . □

M u, s, s , S, U. T, t2 u3 Ui

/
Zo

a i ł

Si

T  1
5 6 7

1 1 
9 10

1 1 
11 12 13

1 ' 7” 1 
14 15 16 17

1 1 1 
18 19 20

M, U h h j 3 h
m 2

h h J8 h
m 3 J9 J 10

j 3
M„ J4 h Js h

0 i

" I "  (

2 3 4
1 1

5 6 7
1 1 1 1 1 

8 9 10 11 12 13
i i i i i i 

14 15 16 17 18 19 20 7

R y s. 3 . O p tym aln e  u szeregow anie  I I 7 oraz od p ow iad ające  m u u szeregow anie I I  

F ig . 3 . O p tim al Schedule I I '  and  th e  corresp ondin g  Schedule I I

Ponieważ zadanie Z 0 trw a 0 jednostek  czasu, więc nie wpływa na sum ę czasów 

zakończenia. Pozostałe zadania z uszeregowania II' kończą się w  tej samej chwili, co 

odpow iadające im zadania w uszeregowaniu II, zatem  dostajem y

L e m a t 6. Dla dowolnego legalnego uszeregowania II' dla instancji I '  istnieje uszere­

gowanie II dla instancji I  o takiej sam ej sum ie czasów zakończenia. □

L e m a t 7. Uszeregowanie optymalne dla instancji I '  m a taką sam ą sum ą czasów zakoń­

czenia ja k  optymalne uszeregowanie dla instancji I :

D o w ó d : Rozważmy uszeregowanie optym alne II d la  instancji I .  Przez h  oznaczymy czas 

wykonywania fc-tej maksym alnej części harm onogram u II (rys. 4), w której wykonywane
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są wyłącznie zadan ia z klas A i  i A 2, bez przerw  n a  wykonywanie zadań z innych klas. 

Na mocy własności 5 oraz 7 d la  dowolnego k  mamy, że T,^=1bk jest równa E ’=1pr , dla 

pewnego i  lub E j=1ęr , d la  pewnego j ,  skąd analogicznie jak  w przypadku transform acji 

pokazanej n a  rysunku 3 dostajem y, że uszeregowanie fi można sprowadzić do pewnego 

uszeregowania II' d la  instancji / '  (rys. 4). Podobnie jak  poprzednio zauważmy, że sumy 

czasów zakończenia obu harm onogram ów są równe. N a mocy lem atu 6 dla uszeregowania 

optymalnego II' d la  instancji / '  istnieje uszeregowanie II dla instancji I  o identycznej 

sumie czasów zakończenia, skąd dostajem y tezę. O

M ,

m 2 JAI(i) ^Aig+u ^Al(j+2)

M ,

M„
JA2ffl J A2(i+1) J A2(j+1) J A2(j+2)

M S m  I  S , I S M S m  I S rł3 |

Rys. 4. Ilustracja redukcji uszeregowania I I  do uszeregowania dla instancji I '
Fig. 4. Illustration  for réduction of the Schedule I I  into the Schedule for instance I '

Podsum ow ując, d la  instancji I  problem u P A \fiX j =  2 ,pm tn \H C  możemy w czasie 

0 (n  log n) skonstruować instancję I '  problem u l|ou£ — iree |E C ;- (rys. 2), następnie w 

czasie 0 [ n  lo g n )  potrafim y znaleźć uszeregowanie optym alne II' dla instancji / '  [1, 2], 

Na mocy lem atu  7 skonstruowane uszeregowanie II dla instancji I  jest optym alne, skąd 

ostatecznie m am y

T w ie rd z e n ie  8. Istn ieje algorytm dokładny o złożoności 0 ( n  log n) rozwiązujący problem  

P 4 \fix j  =  2, pm tn\T ,C j. □

4. Podsumowanie

W yniki prezentow ane w pracy zostały zawarte w tablicy 1.

W ciąż nierozstrzygnięta pozostaje złożoność problem u P 5 \fiX j  =  2, pm tn\H C j nawet
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Tablica 1

Klasyfikacja złożoności

Problem Złożoność R efe rencja '

P \ f i X j ,  p m t n \ E C j sN Ph [8]

P 2 \ f i X j \ Z C j sN Ph [3]

P 4 \ f i x } =  2 |E C j sN Ph Tw. 3

P 4 \ f i x j  =  2, Pj =  1, chain\T,Cj N Ph [8]

P 2 \ f i X j ,  p m t n \ E C j 0 ( n  logn) [3]

P2>\fiXj  =  2|EC j 0 ( n  log n) [8]

P Z \ f i X j  =  2, p m t n \ E C j 0 ( n  log n) [8]

P 4 \ f i X j  =  2 , pmtn\ '£,Cj 0 ( n  log n) Tw. 8

P 5 \ f i X j  =  2, p m tn \£ .C j ?

P 3 \ f i x j ,  p m tn \Y ,C j ? [3]

w przypadku, gdy zadania wykonywane są wyłącznie na parach procesorów {M i, Mi + 1} 

d la i =  1 , . . . ,  4. Podobnie otw arty pozostaje problem  P 3 \fiX j , pm tn \T ,C j [3].
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A b s tr a c t

This paper is devoted to  th e  complexity of a  class of multiprocessor scheduling prob­

lems. An essential property  of m any real-life system s is parallel processing, so a  classical 

assum ption th a t  each job  should be processed by one processor only has no longer been 

justified. We investigate a  special case of m ultiprocessor tasks scheduling w ith all tasks 

having preassigned to  two processors (biprocessor tasks). We assume th a t each task  re­

quires the  sim ultaneous use of its prespecified machines during a  given processing tim e 

but each processor can  execute a t  m ost one task  a t a  time. O ur objective is to find a 

schedule w ith  m inim um  sum  of com pletion times. Using the standard  no ta tion  th is prob­

lem is denoted  as P \ f i X j  =  2, p m tn \E C j. As we know this problem is strongly N P-hard. 

We analyze its subproblem s by reducing the num ber of processors up to  a  fixed num ber 

m. W hen m  <  3 all tasks become incompatible, therefore this problem is equivalent to 

scheduling ord inary  jobs on one processor. O ur main result is a polynomial algorithm 

for so far unsolved problem  P 4 \ f i X j  =  2, p m tn \Y ,C j.  T he cases m  > 4 remains open. 

Com paring preem ptive and nonpreem ptive models it appears th a t PA\ f i X j  =  2 |EC j is 

strongly N P-hard .


