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PROCEDURY OBLICZENIOWE METODY KRZYWIZNY LINII PRĄDU

Streszczenie. W pracy rozpatrzono problemy decydujące o efektyw­
ności procedur całkowania w metodzie krzywizny linii prądu. Przez 
wprowadzenie pojęcia funkcji prądu, probiera rozwiązywania równania 
osiowo—symetrycznego przepływu sprowadzono do rozwiązywania zagad­
nienia brzegowego. Procedurę obliczeń oparto na bardzo efektywnej 
metodzie "przeganiania". Przedstawiono przykładowe wyniki obliczeń.

1. Wstęp

Dokonując w artykułach [i] i [2] przeglądu i ooeny rezultatów dotych­
czasowych prac badawczych w zakresie metod analizy oaiowo-aymetrycznego 
przepływu przez układy łopatkowe maszyn wimikowyoh, wśród metod pozwala­
jących na obliczeniową realizację ogólnego modelu przepłyVu wyróżniono 
metodę krzywizny linii prądu (MKLP) oraz metodę funkcji prądu (MFP).

Jakkolwiek praktyka obliczeniowa wykazuje, że metoda JCLP w coraz więk­
szym stopniu wypierana jest przez MFP, to jednak pewne zalety tej metody 
uwidaczniają się w przypadku analizy przepływu w wirnikach typu osiowo- 
promieniowego, w których linie prądu posiadają wyraźnie określoną krzy­
wiznę. Metoda KLP zawodzi natomiast w przypadku, gdy przebieg linii prądu 
oscyluje wokół linii prostych. Ze względu na złe uwarunkowanie zadania 
niewskazane jest więc stosowanie MKLP do analizy przepływu w wieńcach i 
stopniach "czysto" osiowych, gdyż spodziewać się tu można błędnych wyni­
ków.

Metoda krzywizny linii prądu wymaga znacznego doświadczenia w prowa­
dzeniu obliczeń, co łączy się tu z nierozwiązanymi jeszcze w pełni pro­
blemami stabilności, zbieżności i dokładności obliczeń numerycznych. Istol^ 
ną poprawę w zakresie zbieżności i dokładności obliczeń można uzyskać 
przez wprowadzenie pojęcia funkcji prądu i zastosowanie procedury obli­
czeniowej wykorzystującej własności macieozy trójdiagonalnych — co jest 
tematem niniejszego artykułu, który jednocześnie Jeot kontynuacją wcześ­
niejszej pracy autora [3] .

Nr kol. 775
________1983



34o .r.J, otte

2. Zagadnienie wyboru układu współrzędnych

V metodach krzywizny linii prądu kluczowymi zagadnieniom, przesądzają­
cym o konstrukcji algorytmu obliczeniowego jest określenie przebiegu li­

nii prądu. V sforraułowaniach mode­
lu matematycznego merydionalna li­
nia prądu stanowi tu podstawową 
współrzędną, wybór zaś długiej 
współrzędnej zdeterminowany jest 
głównie efektywnością programu ob­
liczeniowego .

Pierwotnie model matematyczny 
analizy osiowo-symetrycznego prze­
pływu płynu w maszynach wirniko­
wych formułowany był w ortogonal­
nym układzie współrzędnych natu­
ralnych m—n , gdzie "m" jest współ­
rzędną wzdłuż merydionalnej linii 
prądu "n" zaś jest do niej linią 
ortogonalną (rys. i).

V ten sposób zagadnienie anali­
zy przepływu ujęto mięuzy innymi 
w pracach [3] , [<ł] , [5] , [6] . O- 

pierając się w dalszym ciągu na dokonaniaoh pracy [3] można przytoczyć o- 
stateczną postać równań osiowo-symetrycznego przepływu płynu nieściśliwe­
go, zapisanych w układzie współrzędnych naturalnych:

n
m = 2& J ^ rec^dn = const 

O
(1 )

0C  -

c a1*11 + Ac + Bc ♦ C = O # m d n m ni f ( 2 )

gdzie:

= ą±nf£ + cos^ces? _ a.lnslnft _ (ctg^ sini _ ts<fcosrf) 

. [»dn/acos^(|| + •

B  = 2 u » t g j g ^ s i n
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, r 8ł’* 1C = sin*{b [- + (ctgJbpSini - tgdcosfl) .

O

• si,f ° osp  ir sl

Współrz?dne naturalne są bardzo wygodne do prowadzenia rozważali ogól­
nych, jednak w procedurze obliczeniowej wykazują się bardzo istotną wadą, 
a mianowicie siatka punktów obliczeniowych (rys. 1 ) nie jest umiejscowio­
na (jest niestała} i w trakcie obliczeń węzły siatki są przemieszczane. 
Stąd też w tym przypadku nie można uzyskać efektywnego programu obliczeń 
na TMC, jakkolwiek próby takie były czynione (np. praca [ój ).

Ważnym krokiem poszerzającym w sposób istotny możliwości metody krzy­
wizny linii prądu było wprowadzenie w miejsce współrzędnej ortogonalnej 
do linii prądu, współrzędnej wzdłuż zadanej prostej o nachyleniu bliskim 
ortogonalnemu.
Proste te (irys. 2 ) zwane quasi—ortogonalnymi tworzą wspólnie z liniami 
prądu układ współrzędnych guasi-ortogonalnych m - q. Wprawdzie siatka ob­
liczeniowa także w tym przypadku nie jest stała (jest to tzw, siatka pół­
stała) lecz przemieszczenia punktów odbywają się tylko wzdłuż prostych q. 
Taki układ współrzędnych został z powodzeniem zas Losowany w wielu pracach,
ni.in. w [7] , [«] , [9] .

Aby przejść z układu współrzędnych naturalnych do układu quasi-ortogo- 
nalnego wykorzystuje sic związek
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Jeżeli zauważyć, że kąt nachylenia linii prądu wynosi $ , natomiast pro­
sta ąuasi-ortogonalna nachylona jest do osi obrotu pod kątem to praw­
dziwe są zależności:

= co»(jł- i)i ^  = Sin(ji.t) (k)

które, po podstawieniu do związku (3), dają podstawową formułę przejścia 
do zapisu we współrzędnych ąuasi-ortogonalnyoh

Ł  = sin(^ - T )  g| ~ otal/L-i) (5)

Stosując powyższą formułę i dokonując odpowiednich przekształceń, moż­
na równania (i) i (2 ) sformułować w układzie współrzędnych ąuasi-ortogo-
nałnych. Wprowadzając, celem skrócenia zapisu, wielkość

8 = { i - i,

dochodzi się do następującej postaci tych równań:

qc
m = 281 1 ? r?e sinidą = conat (6)

Sc  -
cra ”<Tq + Acm + B°m + C = °.

gdzie:

A = * S S Ą ? * *  . c t g ^  || - ctgć fi)

- (ctg^sinlT- tg£coaf) [sin^oos^(^y || + ctgi + - ^ L )  + 

. a [ s i n i  Sini 1___ dł  *  c 1 l i
, + ct« a L r  + * U K F  ^  + ct«£ *r] h

B = 2uctgfłpsin2|&sin6 

0h* v2
C =  s i n 2/» [ -  ^  ( | |  _  c o a i  f | )  +

w2
+ s i n f i i c t g ^ s i n i T  -  tg«Scos 2f)sin^łcoe|& —
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Można stwierdzić, że kosztem zwiększenia efaktywności procedury oblicze­
niowej, uzyskuje się równania przepływu w bardzo złożonej postaci, co 
jednak przy opracowaniu programu na EMC nie nastręcza większych trudności,

2,1. Układ współrzędnych krzywoliniowych (nieortogonalnych)

¥ niektórych specjalnych przypadkach w miejsce prostych ąuasi-ortogo- 
nalnych zaproponować można zastosowanie współrzędnych krzywoliniowych. Ja-

Istotna zmiana następuje jedynie przy określeniu lokalnego kąta ¿1 nachy­
lenia stycznej do linii "s" (rys. 3). Otóż Jeżeli przykładowo linię "a" 
przedstawić w postaci równania r = f(z), to lokalny kąt nachylenia stycz­
nej wynosi

Występującą w obliczeniach różniczkę luku krzywej określa się znanym z 
analizy matematycznej wzorem

Przykładowo przyjmując dostatecznie ogólny przebieg linii "s” w postaci 
paraboli

ko przykład nasuwa się tu od razu 
przypadek wyznaczenia rozkładu pa­
rametrów aerodynamicznych wzdłuż 
krawędzi wlotowej (wylotowej) wir­
nika typu osiowo-promieniowego, 
która w przekroju merydionalnym ma 
niekiedy zdecydowanie krzywolinio­
wy przebieg (rys. j).

Rys. 3

Przez wprowadzenie uogólnionego 
układu współrzędnyoh krzywolinio- 
wych m-s, formalne ujęcie zagad­
nienia osiowo-syraetrycznego prze­
pływu praktycznie niewiele się 
zmieni, w stosunku do zapisu w u- 
kładzie ąuasi-ortogonalnym. W dal­
szym ciągu obowiązuje formuła 
przejścia (5 ):

= arc tg [f ' ( z )] . (9)

( 10)

2r = az + bz + o 9 ( 11 )
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otrzymuje się wielkość lokalnego kąta nachylenia stycznej :

p s arctg(2az+ b) (1 2 )

W celach obliczeniowych równanie paraboli (li) można przedstawić jako
funkcję odwrotna

z = (-b 1 }jbZ - ka.( c - r ) )/2a. (1 3 )

Uwzględniając powyższo uwagi (przy formalnej zamianie q —•» s) układ równań
(6) i (7 ) zapisuje się następująco:

m = 23T J* ^r®cms i n ( - $ )ds = const ( 1**)

dc
+ Ac + Dc + C = O, (1 5 )d s m m

3. Zagadnienie rozwiązywania równań osiowo-symetrycznego przepływu

Metoda rozwiązywania sformulowanych wyżej równań (6) i (?) (względnie 
(i**) i (15)) oparta jest w ogólności na koncepcji rozwiązywania równań 
różniczkowych o pochodnych cząstkowych "metodą prostych” [io] . Z góry za­
łożone tu iteracyjne dochodzenie do ostatecznego rozwiązania polega na 
tym, że pochodne względem współrzędnej merydionalnej Hm" aproksymuje się 
odpowiednimi wyrażeniami różnicowymi, wartości których wyznacza się na 
podstawie poprzedniego przybliżenia, V ten sposób problem sprowadza się 
do całkowania równania różniczkowego zwyczajnego wzdłuż linii quasi-orto- 
gonalnych.

Dogodna dla celów obliczeń numerycznych postać równania (?) jest na­
stępująca:

d f  = -[A(q)cm + D(q) + S F(q> °m' (l6)m

Wraz z warunkiem

c (o) = c _ (1 7)mx mO

róvmanie ( 16) tworzy zagadnienie początkowe, które ze względu na krotność 
odliczenia funkcji F, najczęściej rozwiązuje siy jedną z jednokrcikowych
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metod rozwiązywania równał'* różniczkowych zwyczajnych. Wiele zalet posiada 
tu metoda trapezów, która zastosowana do równania (16) przy całkowaniu 
pomiędzy węzłami j- 1 oraz j prowadzi do formuły

c . = c . mj mj.•1 + “ 2 [F(qj-1- ‘’mj-l5 + ,(qj* Cn,j']> (18)

gdzie :

h i = qj - °j-i (19)

jest krokiem całkowania.
Całkowanie wzdłuż linii quasi-ortogonalnej od punktu brzegowego A (rys. 

2 ) do punktu brzegowego B, czyli w zakresie

11  =  q n  -  q A  ( 2 0 )

realizować można według różnych procedur. Ze względu na czynione założe­
nia wyróżnić można dwie różniące się procedury. W jednej z nich zakłada 
się, że pomiędzy kolejnymi punktami węzłowymi, a więc i kolejnymi liniami 
prądu płynie określony z góry strumień masy Am, wynikający z podziału 
całego strumienia masy m na strugi elementarne, np.

Ań  = 2_, (21)

gdzie jk jest liczbą strug. W drugiej zaś procedurze przyjmuje się poło­
żenie punktów węzłowych q . jako zadane, natomiast elementarny strumień 
masy oblicza się z równania ciągłości (6 ):

Am = S*hj |(fŁcrasin6r) + (?icmain£r)j] (22)

Poniżej przedstawiono fragment sieci działań składających się na poszcze­
gólne procedury.
Procedura I

/a \
10 : Iteracja •>-ta; J = O; cmo = cmo

20 : j = j + 1 ; ¿1 = 0

21 : ¡i = ¡t + 1

“  . •<S) . V ,-, * ».>•> *
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2 3 : h ' = -=---------- ^¡2---------------- .
J K<ftcrasin€r)j  ̂ + (<??c^sin^r)y 'J

2*+ : if Ic^i ̂ - c ^ “ 1 '1 > 8 then go to 21 ;I mj inj I c 9

30 : if j <  jk then goto 20;

i1*0 : if |H - ( y  hj ) | ^ £ jj than go to 10;
j  = 1

Procedura XI
I -p)10 : Iteracja'»-ta; j = 0; cmo =

20 : .1 = j + 1} ¿1= 0

21 : ¿x = ¿i * 1

22 ! = C,nj + °’5 hj[F(qj-l’ Snj-I5 + F(V  CiTj"l))]

23 : - C^.-1)| > 6 then go to 21:J I mj mj I * c & '

2l* : A«. = 3lh [((’?cmsin6r) |  ̂ + (?? cmsin£ r) ̂

30 : if j <  jk then go to 20;

i.40 : if|m - j then go to 10;
1

Analizując obydwie procedury stwierdzić można, że występują tu dwa po­
ziomy iteracji, które mimo małych wartości kryteriów zakończenia procesu
iteracyjnego (6C * pogarszają stabilność procesu obliczeniowego.

4. Wprowadzenię funkcji prądu

V bezźródłowym, ustalonym i osiowo-symetrycznym przepływie płynu nie­
ściśliwego można wprowadzić funkcję V (ra,n) zwaną funkcją prądu, która o- 
kreślona jest następującymi związkami:

§£ = rfic. (23)

= 0, (21*)

spełniającymi tożsamościowo równanie ciągłości. Wartość funkcji ^ jest 
stała na każdej obrotowej powierzchni prądu, natomiast różnica funkcji
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prącia w dwu dowolnych punktach określa strumień masy płynu przepływa, jące- 
go między dwiema o s i o wo - • pne t r yc znym j powierzchniami, prądu, na których 
leżą te dwa punkty.
Przyporządkowanie wartości funkcji prądu poszczególnym merydionalnym li­
niom prądu leżącym na odpowiednich obrotowych powierzchniach prądu prze­
biega według wzoru:

11 j
V = = J  r<?Łe;idr., (2 5)

0

idzie:
ra ̂ - strumień masy płynu przopływającego przez pierścieniowy' kanał o- 

graniczony piastą i dowolną j-tą linią prądu.
Stosując formułę (5 ) można przejść dc układu współrzędnych ąuasi-orto* 

gonalnych

1 c)V
= 8in'(y - f '  U6)

oraz na podstawie (2 3), określić prędkość merydionoi nq

  1________ £>¥m “ sin{p - f i  Tą

Niezbędne jest także wyznaczenie pochodnej prędkości morydionałnej

°̂ra 1 ,8̂ *4 ilnr??ain(^ - fi ) 0? \ /„o\
T q  = 7 ? łV in rf-i") (~ s  Ł  Tą ---------  T%) (z8>

Wykorzystując teraz powyższe związki (27) i (23) przy przekształceniu
równania (?), otrzymuje się następującą postać równania osiowo-symetrycz-
nego przepływu w maszynach wirnikowych:

| + P(q, in) ^  + Q(q, m) = O, (29)

gdzie:
.w \ ., ć)ln(r?»sinf)P(q, ra) = A(q, m ; ------- gq"---

Q(q, m) = r^?sin6 [h(q, m ) + iilj

6 = ¿1 - t
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r I

Rys . U z

Zagadnienie rozwiązania powyższego równania dla przypadku analizy prze­
pływu, tzn. gdy znana jest geometria układu przepływowego stawiane jest 
przy następtijących warunkach brzegowych (rys. b):
- powierzchnia AC jest powierzchnią prądu o wartości funkcji prądu V= O,
- powierzclmia DI) jest powierzchnią prądu o wartości funkcji prądu V = 

= m/2Sf (lub w wartościach względnych V = i),
- wzdłuż brzegu AD znane są wszystkie parametry przepływu,
- wzdłuż brzegu CD zadany jest rozkład kątów nachylenia linii prądu i .

5• Procedura obliczeń numerycznych

Podobnie jak w przypadku równań (6) i (?), również i tu numeryczne roz­
wiązanie równania (29) uzyskuje się przez dekompozycję zagadnienia, pro­
wadzącą do układu równań różniczkowych zwyczajnych o postaci:

gdzie wyrażenia P i Q są już tylko funkcjami współrzędnej ąuasi-ortogo- 
nalno j.

Powyższe równanie wraz z warunkami brzegowymi tworzy w poszczególnych 
przekrojach dwupunktowe zagadnienie brzegowe.
W procesie obliczeniowym jest ono wielokrotnie rozwiązywane, stąd też e- 
fektywność procedury jego rozwiązywania, podobnie jak poprzednio równania

+ P (q )  ^  + Q( q)  = o , (30)
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(16)f determinuje efektywność obliczeń pola parametrów w całym analizowa­
nym obszarze*

Spośród metod rozwiązywania zagadnień brzegowych dla równań różniczko­
wych typu (.3 0) bardzo ekonomiczną i wygodną jest, tzw. metoda "przegania­
nia” £1 i] wykorzystująoa specjalne własności macierzy trójdi agonalnych. 
Istota metody polega na tym, że dla równań różniczkowych rzędu drugiego 
po zastąpieniu pochodnych Ilorazami różnicowymi

(3 1)

y * = 7 5  ( y u i  -  2 y j  + y i - r ' (3 2'

otrzymuje się trójczłonowy układ równań algebraicznych, z których każde 
równanio zawiera trzy sąsiednie niewiadome.

Ze względu na to, że odległości pomiędzy poszczególnymi liniami prądu 
są różne

łi . = q . - q .J J J-1 (3 3 )

hJ+1 = qJ+1 - v  0 0

stąd więc należy zastosować odpowiednie do tego wyrażenia różnicowe

y j = -yj-i h j i h j ^ h j ^ r  ł yj hj hJ+1' + yJ+i <hj +.ićł1;hj+1
hJ+i h , - h . .

J _____J il + L (3 5 )

=  2 5V rT7 1̂ Tlv i T  " hj V i  + (hj + V i ;hj+1
(3 6)

gdzie y^ ^> y ̂ , V j + j wartościami funkcji w poszczególnych węzłach.
Dokonując dyskretyzacji równania (3 0) zgodnie z powyższymi formułami, 

po przekształceniach uzyskuje się układ równań różnicowych postaci:

V i aj + V j + v j+ ic j = (3 7 )

z warunkami brzegowymi

= °» v  = ai- (38)



350 J.J. Otte

gdzie:

2 - V st\ A
a . =

j  h j > h j  * s . i '  3

■'/“.i - h i,.: - »•h , h . . .1 j+1

2 + P,h

( 3? . 2 )

°j = r ~  V l ' V l  i5?'3)

* J - " V  ( J ? - °

Rozwiązania układu równań poszukuj*) się w postaci

V i  = R.i-i vj + s j- i - (39)

gdzie: współczynniki It̂ , określone z równaii (37) i (39)» obliczu się ? 
następujących rekurencyjnych wzorów

n .  = — ;--- —̂ T - ,  ( h o )
J a iU , 1 * b ;J vl*** J

g , - a.S.
s = -J -----------J. (!,,)j a ,1< . . + b .* 1 'J ,1-1 j

przy czym z warunków brzegowych wynika, że

Ko o ,  s o = o .  ( 1: 2 )

Otrzymując rozwiązanie należy teraz uwzględnić fakt, że w ogólnym przy­
padku położenie węzłów siatki nie będzie adekwatne do wyznaczonego roz­
kładu funkcji prądu. Aby więc to skorygować należy obliczyć nowe współ­
rzędne położenia linii prądu w oparciu o uzyskane rozwiązanie. Współrzęd­
ne punktów węzłowych wyznaczyć można posługując się metodami aproksymacji 
(intorpolacji). Na podstawie wartości funkcji prądu ^  (dla j = O - jk) w 
punktach o współrzędnych q^ określić można wielomian aproksymacyjny (in­
terpolacyjny )

o = 2  a„ ^ n > (*3)n
z którego łatwo oblicza się położenie współrzędnych linii prądu q ̂ dla 
j ~ 1 f 2^ 3|( )Jk—1.
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Rys. 5
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Przebieg obliczeń analizy przepłyną osiowo-symetrycznego w całym obszarze 
iluś truje przedstawiona na rys, 5 sieć działali,
Uealizację punktu czwartego przytoczonego algorytmu opisano m,in, w pracy 
[«].

6, Przykład obliczeniowy. Uwagi końcowe

Jako przykład obliczeniowy' obrano analiz? przyply'wu w kanale bezłopat- 
kowym wirnika sprężarki promieniowej, Uzyskane tutaj wyniki stanowią pod­
staw? do dalszych obliczeń projektowycli palisady lopitek,Prezentowano wy- 
niki dotyczą liczby wydajności f7 = 0.0^275*

Na rys, 6 przedstawiono rozkład merydionalnych linii prądu V = const. 
Widocznym jest tu, że linio quasi-ortogonalne o numerach 0-8 zbiegają się 
w jednym punkcie, co znacznio ułatwia realizację obliczeń. Pozostałe qua— 
si-ortogonalne przebiegają równolegle do kierunku osi obrotu.

w  0.085

R ozkład

linii

prądu

| y = const]
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Na rys, 7 wykreślono linie stałych wartości prędkości merydionalnvch c \ ^ (izotachy). Prędkości odniesiono do prędkości obwodowej u^. Widocznym jest
tu znany fakt wzrostu gradientów prędkości w obrębie zaokrąglenia tarczy
nakrywającej w strefie wlotowej.

Proponowany algorytm obliczeń w porównaniu z procedurami opisanymi w 
rozdz. 3, wykazuje szereg zalet. Przede wszystkim zbędne są tu iteracje, 
które występowały przy całkowaniu równania (ló) i wydłużały czas obliozeń 
Poprawia się dokładność uzyskanego rozwiązania, co w konsekwencji prowa­
dzi do poprawy stabilności obliczeń przepływu w całym obszarze. Sama me­
toda przeganiania charakteryzuje się stabilnym algorytmem rachunkowym, 
gdzie błędy zaokrąglenia nie wzrastają. Jest też prosta do zaprogramowa­
nia na maszynie cyfrowej. Przedstawiona procedura obliczeń stanowi więc 
dalsze udoskonalenie metody krzywizny linii prądu.

Ważniejsze oznaczenia

A,B,C - wyrażenia funkcyjne (równanie (2), (7), (15))
a,b,c - współczynniki równania różnicowego (37)
cm - prędkość merydionalna
h - krok całkowania; odległość między liniami prądu

- rotalpia całkowita
i - numer linii ąuasi-ortogonalnej
j - numer linii prądu
jk - numer końcowej linii prądu
iii - strumień masy całkowity
Am - elementarny strumień masy
m, n — ortogonalny układ współrzędnych naturalnych
m, q - układ współrzędnych quasi-ortogonalnej
m, s — układ współrzędnych krzywoliniowych nieortogonalnych
P, Q - wyrażenia funkcyjne (równanie (2 9), (3 0))
q - współrzędna quasi—ortogonalna
r . z - współrzędne układu cylindrycznego
rk - promień krzywizny merydionalnej linii prądu
R. S - współczynniki wzorów rekurencyjnych (ko), (4l)
U - prędkość obwodowa
W - prędkość względna

- kąt położenia wektora prędkości względnej w płaszczyźnie stycznej
do powierzchni prądu

Pp - kąt łopatkowy (na powierzczni r = const)
i - kąt nachylenia merydionalnej linii prądu do osi z
6 - kąt nachylenia łopatki do kierunku promieniowego
t - kąt pomiędzy prostą quasi-ortogonalną a linią prądu (równanie (7/0
s - kryteria zakończenia procesu iteracyjnego
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- współczynnik zwężenia przekroju przepływowego 
% - współczynnik strat przepływu
ji,# - ( ) numery kolejnych iteracji
ę - gęstość czynnika
y - funkcje prądu.
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COMPUTATIONAL PROCEDURES FOR THE METHOD 
OK THE STREAM LINE CURVATURE

S u m m a r y
Effectiveness of integration procedures in the method of stream line 

curvature is considered. The stream function concept transforms the 
problem of the axial symmetric flow equation salving into boundary problem 
solving. Continuation in shooting method is used in the procedure and 
results of computation examples are given.


