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S t r e s z c z e n i e .  Z p ra k ty c z n e g o  p u n k tu  w id z e n ia  a n a liz a  n a jg o rsz e g o  p r z y p a d k u  
o k a z u je  się  c z ę s to  z b y t  p e sy m is ty c z n a , n a to m ia s t  z ac h o w a n ie  a lg o ry tm u  d la  sp o 
ty k a n y c h  w  rzec zy w is to śc i d a n y c h  je s t  n a jc zę śc ie j d u ż o  lep sze  n iż  d la  s to su n k o w o  
n ie licz n y ch  in s ta n c j i ,  d e c y d u ją c y c h  o  zle j e fek ty w n o śc i w  n a jg o rs z y m  p rz y p a d k u . 
W ś ró d  p a ra m e tró w  p o z w a la ją c y c h  n a  o cen ę  o c zek iw an eg o  z a c h o w a n ia  a lg o ry tm u  
k o lo ro w a n ia  w  t r y b ie  o n -lin e  k o n c e n tru je m y  się  n a  p o d a tn o ś c i  g ra fu . D e fin iu jem y  
o p e ra c ję  z a c h o w u ją c ą  p o d a tn o ś ć  d la  a lg o ry tm u  F i r s t - F i t .  D la  te g o  sa m e g o  a lg o 
r y tm u  ro z s trz y g a m y  ró w n ie ż  p ro b le m  is tn ie n ia  g ra fó w  o  d o w o ln ie  m ałe j p o d a tn o ś c i .  
D la  z n a n e j z  w ie lu  z a s to so w a ń  ro d z in y  g ra fó w  p rz e d z ia łó w  p re z e n to w a n e  s ą  w n io sk i 
p ły n ą c e  z  e k sp e ry m e n ta ln e g o  p o ró w n a n ia  e fek ty w n o śc i d w ó ch  z n a n y c h  a lg o ry tm ó w  
k o lo ro w a n ia  o n -lin e .

EFFECTIVENESS OF ON-LINE GRAPH COLORING ALGORITHMS 
(II)

S u m m a r y .  I t  u su a lly  h a p p e n s  t h a t  w o rs t  c ase  a n a ly s is  le a d s  to  th e  r e s u l ts  w h ic h  
a re  to o  p e s s im is tic ’ t o  b e  v a lu a b le  in  re a l  live  a p p lic a t io n s . In  th is  p a p e r  w e in v es
t ig a te  a n  e x p e c te d  e ffec tiv en ess o f  o n -lin e  g ra p h  c o lo rin g  a lg o r i th m s , in  p a r t ic u la r  
t h e  s u s c e p t ib i l i ty  o f g ra p h s  to  a lg o r i th m  F i r s t - F i t  is  a n a ly z e d . T h e  o p e ra t io n  
p re s e rv in g  s u s c e p t ib i l ty  is  d e fin e d  a n d  a n  e x is te n c e  o f g ra p h s  h a v in g  a r b i t r a r i ly  low  
s u s c e p t ib i l i ty  to  F i r s t - F i t ,  is p ro v e d . F o r  w ell k n o w n  a n d  w id e ly  a p p lic a b le  fa m 
ily  o f  in te rv a l  g ra p h s ,  th e  r e s u l ts  o f  c o m p a ra t iv e  e x p e r im e n ta l  s tu d y  o f e x p e c te d  
b e h a v io r  fo r tw o  o n -lin e  co lo rin g  a lg o r i th m s  a re  g iven .

1. Wprowadzenie

P r a c a  t a  j e s t  k o n ty n u a c ją  p ro b le m a ty k i  p o ru sz o n e j w  [2, 3] i d o ty c z y  e fek ty w n o śc i 

a lg o ry tm ó w  k o lo ro w a n ia  w ie rzch o łk ó w  g ra fó w  w  t r y b ie  on -Iin e . W  o b u  p ra c a c h  z a p re z e n 

to w a n o  w y n ik i d o ty c z ą c e  z a ró w n o  o cen y  e fek ty w n o śc i p e sy m is ty c z n e j, j a k  i o c ze k iw an e j. 

W  n in ie jsz e j p ra c y  k o n c e n tru je m y  się  g łó w n ie  n a  w p ro w ad z o n e j w  [3] p o d a tn o ś c i  g ra fu
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o ra z  e k s p e ry m e n ta ln y m  p o ró w n a n iu  e fek ty w n o śc i d w ó ch  z n a n y c h  a lg o ry tm ó w  k o lo ro w a

n ia  o n -lin e , F i r s t - F i t  i S c a t t e r e d  C o lo r in g .  R o z w a ż a n e  w  te j  p ra c y  g ra fy  s ą  sk o ń czo n e  

i n ie  z a w ie ra ją  p ę tl i  a n i  w ie lo k ro tn y c h  k raw ęd z i. D la  d a n e g o  g ra fu  G  =  { V , E )  p rz ez  

V { G )  o z n a c z a m y  z b ió r  w ie rzch o łk ó w , n a to m ia s t  E ( G )  o z n a c z a  z b ió r  k ra w ę d z i g ra fu  G ,  

p rz y  c zy m  r z ę d e m  g ra fu  G  n a zy w a m y  liczb ę  n  ró w n ą  |K ( G ) |.  Z łą c z e n ie m  G \  +  G 2 

g r a fó w  G i  i G 2 j e s t  g ra f  H  =  (V , E )  ta k i ,  że  V ( H )  =  V { G { )  U V ( G 2), E ( H )  =  

E ( G i )  U E { G 2) U { u v  : u  G V ( G i ) , v  e  V ( G 2) } .  P ro b le m  k o lo ro w a n ia  w ie rzch o łk ó w  

g ra fu  p o le g a  n a  p rz y p is a n iu  k a ż d e m u  w ie rzch o łk o w i v  6  V ( G )  ta k ie g o  k o lo ru  c (u ) , a b y  

d o w o ln e  d w a  są s ie d n ie  w ie rzch o łk i m ia ły  ró ż n e  ko lory , a  lic z b a  u ż y ty c h  k o lo ró w  b y ła  j a k  

n a jm n ie js z a .  P o k o lo ro w an ie  w ie rzch o łk ó w  g ra fu  p rz y  u ż y c iu  k  k o lo ró w  n a z y w a m y  jeg o  

k -p o k o lo r o w a n ie m , a  n a jm n ie js z ą  lic zb ę  k , d la  k tó re j is tn ie je  ¿ -p o k o lo ro w a n ie  g ra fu  G , 

n a z y w a m y  liczb ą  c h ro m a ty c z n ą  i o z n ac za m y  x ( G ) .

W  o d ró ż n ie n iu  o d  sze ro k o  o p isy w a n e g o  w  l i te r a tu r z e  k o lo ro w a n ia  o ff-line  ( p a tr z  n p . 

[5, 7 j) p o d c z a s  k o lo ro w a n ia  w  try b ie  o n -lin e  s t r u k tu r a  k o lo ro w an eg o  g ra fu  n ie  j e s t  z n a n a  

z  góry , a  k o le jn e  w ie rzch o łk i g ra fu  p re z e n to w a n e  s ą  n a  w e jśc iu  a lg o ry tm u  k o lo ru ją ce g o  

w  n ie z a le ż n y m  o d  a lg o ry tm u  p o rz ą d k u  7r =  {v\,v2,,.. ,vn). W  m o m e n c ie  p re z e n ta c ji  

w ie rzc h o łk a  V{ u ja w n ia n y  je s t  ta k ż e  z b ió r  k ra w ęd z i E {  C  E ( G ) ,  łą c z ą c y c h  V{ z  w y b ra n y m i 

s p o ś ró d  z a p re z e n to w a n y c h  w cześn ie j w ie rzch o łk ó w  ( l ą , . . . , P r z e z  hfyfyi) o z n a c z a m y  

z b ió r  w ie rzch o łk ó w , k tó re  s ą  są s ia d a m i w ie rzc h o łk a  Vi i p o p rz e d z a ją  go w  7T, n a to m ia s t  

C w(uj) je s t  z b io re m  ró ż n y ch  ko lo ró w  p rz y p is a n y c h  w ie rzch o łk o m  ze z b io ru  N „ (u j) . W  

ra m a c h  te j  p ra c y  p rz y jm u je m y , że  p ra w d o p o d o b ie ń s tw o  w y s tą p ie n ia  k ażd e j p e rm u ta c j i  

z b io ru  V ( G )  j e s t  jed n a k o w e . K o lo ro w a n ie  g ra fu  G  w  try b ie  o n -lin e  m o ż n a  in te rp re 

to w ać  ja k o  g rę  d w ó c h  p rz ec iw n ik ó w  n a z y w a n y c h  p r e z e n te r e m  i m a la r z e m . P re z e n te r  

o d s ła n ia  k o le jn o  w ie rzch o łk i g ra fu  w ra z  ż o d p o w ie d n im i k ra w ęd z iam i. M a la rz  n a d a je  

k o lo ry  p re z e n to w a n y m  p rz ez  p re z e n te ra  w ie rzch o łk o m . C e lem  m a la rz a  je s t  u ż y c ie  j a k  n a j 

m n ie jsz e j lic z b y  k o lo ró w , n a to m ia s t  p re z e n te r ,  p rz e c iw s ta w ia ją c  się  te m u , sz u k a  ta k ie g o  

u p o rz ą d k o w a n ia  w ie rzch o łk ó w , k tó re  z m u s i m a la rz a  d o  u ż y c ia  j a k  n a jw ię k sz e j liczb y  

k o lo ró w . M a la rz  w y g ry w a  g rę , je ż e li  d o  p o k o lo ro w a n ia  ca łeg o  g ra fu  u ż y je  x ( G )  k o lo ró w . 

Je ż e li u ż y je  ich  w ięce j, p rz eg ry w a . J e d n y m  z n a jb a rd z ie j  z n a n y c h  a lg o ry tm ó w  k o lo ro w a

n ia  o n - l in e  je s t  z a c h ła n n y  a lg o ry tm  F i r s t - F i t  (w  sk ró c ie  FF ), k tó r y  re a liz u je  s t r a te g ię  

z a c h ła n n ą , p rz y p o rz ą d k o w u ją c  k a żd e m u  w ierzcho łkow i m o żliw ie  n a jm n ie js z y  ko lor.



L iczb ę  k o lo ró w  u ż y ty c h  p rz e z  A d o  p o k o lo ro w a n ia  g ra fu  G  p rz y  z a d a n e j p e rm u ta c j i  

7r o z n a c z a m y  p rz e z  A (G ,7r). N a jw ię k s z ą  liczb ę  k o lo ró w  u ż y ty c h  p rz e z  a lg o ry tm  A do  

p o k o lo ro w a n ia  g ra fu  G ,  w ś ró d  w sz y s tk ic h  m o żliw y ch  p e rm u ta c j i  R ( G ) ,  o z n a c z a m y  X a ( G )  

i n a z y w a m y  l ic z b ą  o n - lin e  c h ro m a ty c z n ą  g ra fu  G  d la  a lg o ry tm u  A. B a rd z ie j  fo rm a ln ie :

X a( G )  =  m a x „  A (G ,7 r)

L ic z b a  X a ( G )  m ó w i o  z ac h o w a n iu  a lg o ry tm u  A w  n a jg o rs z y m  p rz y p a d k u . P r z y  z a ło że n iu , 

że  w y s tą p ie n ie  k ażd e j p re z e n ta c ji  o n -lin e  g ra fu  G  j e s t  je d n a k o w o  p ra w d o p o d o b n e , m ia rą  

o cze k iw an e g o  z a c h o w a n ia  a lg o ry tm u  A je s t  p r z e c ię tn a  liczba  c h ro m a ty c z n a  g ra fu  G  d la  

a lg o ry tm u  A (a n g . m e a n  c h ro m a tic  n u m b e r ) ,  k tó r a  z d e fin io w an a  je s t  jak o :

x KG) =  ̂ £ a (G,7t),

g d z ie  su m o w a n ie  o d b y w a  się  p o  w szy s tk ic h  p e rm u ta c ja c h  z b io ru  V { G ) .  N iech  n s ( G ,  A) 

o z n a c z a  liczb ę  p e rm u ta c j i  z b io ru  V (G ) , k tó re  p o w o d u ją , że  a lg o ry tm  A d a je  o p ty m a ln e  

p o k o lo ro w a n ie  g ra fu  G , tz n . A (G ,7r) =  x (G )-  P rz e z  n j ( G ,  A) =  n! — n s (G , A) o z n a c z a m y  

liczb ę  p e rm u ta c j i  p ro w a d z ą c y c h  d o  p o k o lo ro w a ń  n ie o p ty m a ln y c h . W sp ó łc z y n n ik  p A(G ) 

n a z y w a m y  p o d a tn o ś c ią  g ra fu  G  d la  a lg o ry tm u  A i d e f in iu jem y  n a s tę p u ją c o :

i n f { G ,  A) n s (G , A)
P a( G )  =  1  -7   =   “ j-----

71! 71!
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2 . Eksperymentalne porównanie efektywności algorytmów see i  FF

Z p ra k ty c z n e g o  p u n k tu  w id z e n ia  p e sy m is ty c z n a  o c e n a  a lg o ry tm u  je s t  zw y k le  

n ie w y s ta rc z a ją c a .  Z n a n e  s ą  p rz y k ła d y  a lg o ry tm ó w  św ie tn ie  sp isu ją c y c h  się  w  p ra k ty c e  

p o m im o  ’’n e g a ty w n e j” o c e n y  p e sy m is ty c z n e j.  P o d o b n ie  d la  a lg o ry tm ó w  k o lo ro w a n ia  o n 

lin e  ro d z i się  n a tu r a ln e  p y ta n ie  o  ich  rz e c z y w is tą  (o b se rw o w a ln ą  w  p ra k ty c e )  e fek ty w n o ść . 

D la te g o  o c e n ie  e k s p e ry m e n ta ln e j ,  p rz e p ro w a d z o n e j d la  z n a n e j z sze ro k ic h  z a s to so w a ń  

ro d z in y  g ra fó w  p rz e d z ia łó w  (a n g . in te rv a l g ra p h s ) ,  p o d d a n e  z o s ta ły  d w a  n a jp o p u la rn ie js z e  

a lg o ry tm y  k o lo ro w a n ia  o n -lin e  - a lg o ry tm  FF i d e d y k o w an y  d la  g ra fó w  p rz e d z ia łó w  a l

g o ry tm  SCC (a n g . S c a tte re d  C o lo rin g ) [8]. R o d z in a  g r a fó w  p rz e d z ia łó w  t o  g ra fy  

G  =  ( V , E ) o  te j  w ła sn o śc i, że  d la  k ażd eg o  z n ic h  is tn ie je  z b ió r  J  =  { /(w ) : v  €  R (G )}
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p rz e d z ia łó w  n a  osi rz ec zy w is te j ta k ic h , że  d la  d w ó ch  ró ż n y ch  p rz e d z ia łó w  I ( v j )  z a 

c h o d z i I ( v i )  C \ I ( v j )  7̂  0 V{Vj €  E ( G ) .  Z b ió r J  n a z y w a m y  re p r e z e n ta c ją  p rz e d z ia ło w ą

g ra fu  G .  A lg o ry tm  SCC g w a ra n tu je  u z y sk a n ie  ro z w ią z a ń , d la  k tó ry c h

Xscc(G ) <  3 y (G )  — 2 ( 1 )

P o n ie w a ż  w  p ra c y  [6] u d o w o d n io n o , że  o g ra n ic z e n ia  (1) n ie  m o ż n a  ju ż  p o p ra w ić , w ięc  w  

se n s ie  n a jg o rsz e g o  p rz y p a d k u  a lg o ry tm  te n  je s t  n a jle p sz y  w śró d  w szy s tk ic h  a lg o ry tm ó w  

k o lo ro w a n ia  g ra fó w  p rz e d z ia łó w  w  t r y b ie  o n -lin e . P rz y p o m n ijm y , że  d la  a lg o ry tm u  FF w  

[9] p o d a n o  n a s tę p u ją c e  d o ln e  oszaco w an ie:

X ff(G ) >  4 .4 5 * (G )  (2 )

2 .1 . A lg o r tm  SCC

A lg o ry tm  SCC p rz y p o rz ą d k o w u je  k a ż d y  w ie rzc h o łe k  Vi d o  p e w n e g o  p o d z b io ru  

W SC V ( G )  n a z y w a n e g o  g ru p ą . W e w n ą trz  g ru p y  W s w ie rzc h o łe k  p rz y p is y w a n y  j e s t  d o  

je d n e g o  z p o z io m ó w  P pę W 5. P rz y d z ia ł  d o  p o z io m u  o d b y w a  się  z g o d n ie  z  a lg o ry tm e m  FF, 

n a to m ia s t  o p rz y d z ia le  d o  g ru p y  W s d e c y d u je  lic z b a  k lik o w a  w p o d g ra fu  in d u k o w a n eg o  

p rz e z  U j=o W jU {u,-}. K o lo r p rz y p is a n y  k a ż d e m u  w ie rzch o łk o w i je s t  w ięc  p a r ą  ( s ,p ) .

A l g o r y t m  [ SCC - S c a t t e r e d  C o lo r in g  ]

BEGIN

INITIALIZE (W j := 0, V { G )  :=  0, E { G )  :=  0);

REPEAT

READ ( v i ,E i ) ;

V ( G )  :=  V (G )U {«i};

E [ G )  :=  E { G ) \ J E n  

s  := 0;

WHILE w (G [(U |=o  lKj)U{vi}]) >  s  +  1 DO 

s  :=  s +  1 ;

U i.gru pa  :=  s;

V i.p o z io m  :=  F i r s t - F i t ( G [ W s],Ui);

W s :=  WsU{vi};

UNTIL koniec c iągu  wierzchołków;

END.
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W  p ra c y  [8] a lg o ry tm  SCC z a p isa n o  d la  d a n y c h  w e jśc io w y ch  b ę d ą c y c h  c iąg iem  

p rz e d z ia łó w . W e rs ja  p re z e n to w a n a  w  te j p ra c y  s fo rm u ło w a n a  je s t  d la  g ra fu  p rz ed z ia łó w , 

p rz y  c z y m  w a r to  zau w a ż y ć , że  liczb ę  k lik o w ą  uj g ra fu  p rz ed z ia łó w  m o ż n a  w y z n ac z y ć  w  

c za s ie  lin io w y m .

2 .2 . W y n ik i  e k s p e r y m e n tu

N a  p o d s ta w ie  w y n ik ó w  e k sp e ry m e n tu  m o ż n a  s tw ie rd z ić , że  p o m im o  p rz e z n a c z e n ia  

a lg o ry tm u  SCC d la  g ra fó w  p rz e d z ia łó w  w  p ra k ty c e  sp isu je  się  o n  d la  n ic h  g o rze j n iż  

d z ia ła ją c y  d la  w sz y s tk ic h  g ra fó w  a lg o ry tm  FF. B a d a n ia  p rz e p ro w a d z o n o  d la  d w ó ch  ty p ó w  

in s ta n c j i .  W  p ie rw sz y m  e k sp e ry m e n c ie  k a żd y  w y g e n ero w an y  losow o g ra f  p rz e d z ia łó w  

p o k o lo ro w a n y  z o s ta ł  a lg o ry tm a m i FF i SCC, d la  w szy s tk ic h  m o ż liw y ch  p e rm u ta c j i  w ie rz 

ch o łk ó w . P o z w o liło  to  n a  d o k ła d n e  w y z n ac z en ie  p rz e c ię tn e j lic zb y  c h ro m a ty c z n e j i p o 

d a tn o ś c i  k ażeg o  z b a d a n y c h  g ra fó w . Z e w zg lęd u  n a  d u ż ą  liczbę  p e rm u ta c j i  w ie rzch o łk ó w  

e k s p e ry m e n t  m o ż n a  b y ło  p rz e p ro w a d z ić  je d y n ie  d la  g ra fó w  o  n isk im  rzęd z ie . W śró d  

p rz e b a d a n y c h  w  e k sp e ry m e n c ie  lo so w y ch  p ró b , p o  40 g ra fó w  o n  =  5,6 , . . . ,  10 w ie rz 

ch o łk a ch , n ie  n a p o tk a n o  ta k ic h , d la  k tó ry c h  p rz e c ię tn a  lic z b a  c h ro m a ty c z n a  d la  a lg o 

r y tm u  SCC b y ła b y  m n ie js z a  n iż  d la  FF. W  d ru g im  e k sp e ry m e n c ie  a lg o ry tm y  p o ró w n a n o  w  

w a ru n k a c h  b a rd z ie j  z b liż o n y ch  d o  rz ec zy w is ty c h  ap lik a c ji. K a ż d y  w y g e n e ro w an y  losow o 

g ra f  p o k o lo ro w a n o  ty lk o  d la  je d n e g o , losow ego u p o rz ą d k o w a n ia  w ie rzch o łk ó w . D z ięk i 

t a k  w y g e n e ro w a n y m  in s ta n c jo m  m o ż n a  b y ło  zao b serw o w ać  ró ż n ic e  w  d z ia ła n iu  o b u  a lg o 

ry tm ó w  ró w n ie ż  d la  g ra fó w  o w iększej liczb ie  w ie rzch o łk ó w . P rz e b a d a n o  in s ta n c je ,  d la  

k tó ry c h  g ra fy  m ia ły  n  — 1 0 , 2 0 , . . . ,  100 w ie rzch o łk ó w  (p o  20  ty s  d la  k ażego  n ) .  D la  

n  =  10 a lg o ry tm  FF zw y cięży ł (u ży ł m n ie j k o lo ró w  n iż  SCC) d la  ok . 9%  in s ta n c j i  i 

ty le  s a m o  k o lo ró w  co  SCC d la  p o z o s ta ły c h  91% . J e d n a k  d la  n  =  20, z a n o to w a n o  ju ż  

ok . 36%  z w y c ię s tw  FF i ok . 64%  rem isó w . D la  n  — 40  a lg o ry tm  FF w y g ry w a  d la  ok . 

88%  in s ta n c j i ,  r e m isu je  d la  ok .1 2 %  i p rz e g ry w a  w  je d n y m  p rz y p a d k u . P rz y  n  — 100 

z w y c ię s tw a  FF s t a j ą  s ię  n ie m a l re g u łą  -  p o n a d  99% . P e w n y m  w y tłu m a c z e n ie m  p rzew ag i 

a lg o ry tm u  FF je s t  f a k t, że  g ra fy  sk o n s tru o w a n e  w  c e lu  w y k a z a n ia  d o ln eg o  o g ra n ic z e n ia  

(2 ) s ą  g ra fa m i o  w y so k im  rz ę d z ie  i m a ją  b a rd z o  sp e c y fic zn ą  s t r u k tu r ę .  B io rą c  p o d  uw ag ę  

f a k t,  że  u ż y c ie  m a k s y m a ln e j lic zb y  k o lo ró w  b ę d z ie  n ie z b ę d n e  ty lk o  d la  n iew ie lk ie j liczby  

p e rm u ta c j i  z b io ru  w ie rzch o łk ó w  w id ać , że  p ra w d o p o d o b ie ń s tw o  losow ego w y g e n ero w a 
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n ia  ta k ie j  in s ta n c j i  j e s t  b a rd z o  n iew ie lk ie . D o b ra  p rz e c ię tn a  e fek ty w n o ść  FF z n a jd u je  

p o tw ie rd z e n ie  w  w y n ik a ch  z ap re ze n to w an y c h  w  [3]. R e z u l ta ty  te  s ta n o w ią  z  p e w n o śc ią  

i s to tn ą  m o ty w a c ję  d o  p o sz u k iw a n ia  k o le jn y ch  a lg o ry tm ó w  d la  g ra fó w  p rz e d z ia łó w  o ra z  do  

d a lszeg o  b a d a n ia  w ła sn o śc i a lg o ry tm u  FF.

3. Podatność grafów

N iech  G n , k  — ( G  : |R ( G ) | =  n , x { G )  =  k } i n iech  b ę d z ie  g ra fe m  re a liz u ją c y m  

n a jm n ie js z ą  p o d a tn o ś ć  d la  FF w ro d z in ie  Gn,k■ W  p ra c y  [3], w  k tó re j w p ro w ad z o n o  p o jęc ie  

p o d a tn o ś c i ,  p o d a n e  z o s ta ły  o g ó ln e  d o ln e  o sza co w a n ia  te g o  p a r a m e tr u  o ra z  g ra fy  o  n a jm 

n ie jsz y ch  p o d a tn o ś c ia c h  d la  a lg o ry tm u  FF (n a jm n ie jsz y c h  w śró d  g ra fó w  o  o k re ś lo n e j licz

b ie  w ie rzch o łk ó w ). B y ły  to  g ra fy  Ge,3>G7.3 , G s,4i £ 9,3- W  ta b lic y  3 p re z e n tu je m y  p o sz e 

rz o n e  z e s ta w ie n ie  w a r to śc i n a jm n ie jsz y c h  p o d a tn o ś c i  d la  a lg o ry tm u  FF, o s ią g an y c h  d la  

w szy s tk ic h  g ra fó w  z ro d z in  G „ :k ,  n  =  6 , . . . ,  9. D a lsz e  ro zsze rzen ie  z e s ta w ie n ia  p o d a n e g o  

w ta b l ic y  3 w y m a g a  w y g e n e ro w an ia  d la  p e w n eg o  n  k a ta lo g u  w szy s tk ich  g ra fó w  n ie iz o m o r- 

ficznych  i p o k o lo ro w a n ia  k ażd eg o  z n ich  d la  w szy s tk ich  n! p e rm u ta c j i  z b io ru  w ie rzch o łk ó w . 

P rz y k ła d o w o , d la  g ra fó w  10-w ie rzch o łk o w y ch  n a le ż a ło b y  w y k o n a ć  o k . 4 .2 5 -1 0 13 k o lo ro w ań .

T a b lic a  1

N a jm n ie js z e  p o d a tn o ś c i  g ra fó w  d la  a lg o ry tm u  FF

X (G ) n  =  6 n  =  7 71 =  8 71 — 9

2 0 .5000 0.4250 0 .3177 0.2663

3 0.4083 0.3099 0.2031 0 .1092

4 0.7500 0.4083 0 .2017 0.1298

5 1.0000 0 .7500 0 .4083 0 .2017

6 1.0000 1.0000 0 .7500 0.4083

7 - 1.0000 1.0000 0 .7500

8 - - 1.0000 1.0000

9 - - - 1.0000

N a  sz c z e g ó ln ą  uw ag ę  z a s łu g u je  w y ró ż n ia ją c a  się  p o d a tn o ś ć  g ra fó w  2 -c h ro m a ty c z n y c h  

o ra z  ro d z in y  g ra fó w  o  je d n a k o w y c h  p o d a tn o ś c ia c h , n p . P  — {G g ^ , G j ^ ,  G 8,5, G 9ig}.
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D o k ła d n a  a n a l iz a  s t r u k tu r y  g ra fó w  z ro d z in y  P  p o z w a la  zau w aży ć , że  G g $  =  G a ,5 +  K \ ,  

G 8,5 =  G 7,4 +  K i  i G 7,4 =  G 6,3 +  K \ .  O b se rw a c ja  t a  sk ła n ia  d o  p o s ta w ie n ia  h ip o te z y , że 

o p e r a c ja  z łą c z e n ia  g ra fu  G  z g ra fe m  p e łn y m  K n d a je  w  w y n ik u  g ra f  o  p o d a tn o ś c i  ró w n e j 

P f f (G )  (zau w ażm y , że  w s p o m n ia n a  w cześn ie j ro d z in a  g ra fó w  p rz ed z ia łó w  je s t  d o m k n ię ta  

ze  w z g lę d u  n a  o p e ra c ję  z łą c z e n ia  z  g ra fe m  p e łn y m ). A b y  ro z s trz y g n ą ć  tę  h ip o te z ę  u d o w o d 

n im y  n a s tę p u ją c y  le m a t.

L e m a t  1 . J e ż e l i  G  j e s t  d o w o ln y m  g ra fe m  i  H  j e s t  g ra fe m  o trz y m a n y m  p r z e z  z łą c z e n ie  

G  z K \ ,  to p h ( H )  =  ppF(G ).

D o w ó d .  N iech  V { G )  =  { tą , v 2, . . .  , u „ }  i V { K i )  — {z:} o ra z  n iech  c* (u ) o z n a c z a  

k o lo r p rz y p is a n y  w ie rzch o łk o w i v  p rz ez  a lg o ry tm  FF w  p e rm u ta c j i  7r. U d o w o d n im y , 

że n s ( H ,  FF) =  (n  +  1) • n s (G ,F F ) . D la  każd e j p e rm u ta c j i  n  =  ( tą ,  t ą , . .  •,  v „ )  z b io ru  

w ie rzch o łk ó w  g ra fu  G  p rz e a n a liz u je m y  w szy s tk ie  o t rz y m a n e  z n ie j p e rm u ta c je  7r; =  

( v i , v 2, . . .  , V i ,x ,V i + i , . . .  , v „ )  z b io ru  V ( H ) .  N a leż y  zau w aży ć , że w szy s tk ie  p e rm u ta c je  

z b io ru  (n  +  l) -e le m e n to w e g o  m o ż n a  o trz y m a ć  z p e rm u ta c j i  z b io ru  n -e le m e n to w e g o  w 

p o w y ższy  sp o só b . Je ż e li w p e rm u ta c j i  7r g ra f  G  p o k o lo ro w a n y  z o s ta ł  k  k o lo ra m i, to  

k o lo ru ją c  g r a f  H  w  p e rm u ta c j i  7r0 =  ( x , t ą , t ą , . . . ,  v„ ), a lg o ry tm  FF u ż y je  k  +  1 k o lo ró w , 

p rz y p is u ją c  w ie rzch o łk o w i x  k o lo r 1 , a  w szy s tk im  p o z o s ta ły m  w ie rzch o łk o m , ze  w zg lęd u

n a  są s ie d z tw o  z x , k o lo ry  c*(u ;) +  1. Z au w aż m y  ró w n ież , że  d la  każd e j p e rm u ta c j i  7Tj =

( tą ,  u2, . . . ,  tą,  x ,  t ą + i , . . . ,  v n), 0 <  i  <  n ,  w ie rzch o łk i c iąg u  D ni =  { v i , . . . ,  tą}  o t r z y m a ją  

te  s a m e  k o lo ry  co  p o d c z a s  k o lo ro w a n ia  g ra fu  G  w  p e rm u ta c j i  tr, n a to m ia s t  w ie rzch o łek  x  

o trz y m a  k o lo r t +  1 , g d z ie  t  — m a K j ^ c ^ t J j ) } .  P o z o s ta je  p rz e a n a liz o w a n ie  k o lo ro w a n ia  

w ie rzc h o łk ó w  t ą+1, . . . ,  v n . N iech  B „  b ę d ą  c ią g a m i z d efin io w an y m i n a s tę p u ją c o :

K  =  (tą  : c v (t>j) < t , j > i  +  1 ),

B n =  ( v j  : c * ( tą )  >  t , j  >  i  +  1)

P r z y p a d e k  1. N iech  tą+1 €  A „ .  P o n ie w a ż  w ie rzch o łek  tą+1 o trz y m a ł w  7r k o lo r s ,  to  

w iem y, że  s  ^  C ,r(t;;+ i ) ,  a  p o n iew aż  N ^ t ą + i )  =  N^(v,-+ i)  U {x} i x  o trz y m a ł k o lo r t +  1, 

w ięc  o czy w iśc ie  w  zb io rz e  N ff(tti+ i)  d a le j b ra k u je  w ie rzch o łk a  w  k o lo rze  s  i a lg o ry tm  FF 

p rz y p isz e  tą+ i te n  s a m  k o lo r. W eźm y  te ra z  d o w o ln y  w ie rzch o łek  v ' z c ią g u  A w i za łóżm y, 

że w s z y s tk im  w ie rzc h o łk o m  z c ią g u  p o p rz e d z a ją c y m  v ',  a lg o ry tm  FF n a d a l  w  7ą  te
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s a m e  k o lo ry  co  w tt. B ę d z iem y  m o g li in d u k c y jn ie  s tw ie rd z ić , że  v '  o t r z y m a  te n  sa m  k o lo r 

w  o b u  p e rm u ta c ja c h ,  je ż e li  w ykażem y, że  k ażd y  w ie rzch o łek  u  6  B - ,  p o p rz e d z a ją c y  v ',  

o trz y m a ł  w  7r; k o lo r c*£(k )  =  c* (u ) +  1.

N iech  z a te m  Vj b ę d z ie  p ie rw szy m  w ie rzch o łk iem  c iąg u  B „ .  W ia d o m o , że  C n {v j)  =  i  +  1. 

P o n ie w a ż  k o lo ry  w ie rzch o łk ó w  V i , . . . , V i ,  i n a  p o d s ta w ie  p o c zy n io n eg o  w yżej z a ło ż e n ia  

w szy s tk ic h  p o p rz e d z a ją c y c h  Vj ze  z b io ru  A w n ie  u leg ły  w  7rt- z m ia n ie , w ięc {c : 1 <  c <  

i}  C  C P o n a d t o  x  m a  k o lo r t +  1 i j e s t  s ą s ia d e m  V j, z a te m  FF p rz y p isze  Vj k o lo r 

t  +  2. W eźm y  z a te m  w ie rzch o łek  v "  £  B ,r o  k o lo rze  cT(t>") =  r  b e z p o ś re d n io  p o p rz e d z a ją c y  

v ' i za łó żm y , że  w szy s tk ie  w ie rzch o łk i c ią g u  B „ ,  p o p rz e d z a ją c e  v " ,  o t r z y m a ły  w  7T; k o lo r 

o  je d e n  w ięk szy  n iż  w  7r. W id z im y , że  C T£ (v ") z aw ie ra  w szy s tk ie  k o lo ry  t  +  2 , . . . ,  r .  P o 

n a d to  z p o p rz e d n ie g o  z a ło ż e n ia  (d la  A „ )  i p o k o lo ro w a n ia  w ie rzch o łk ó w  z b io ru  D lri w y n ik a , 

że  C ^ ( u " )  z a w ie ra  ta k ż e  k o lo ry  1 , co w p o łą c z e n iu  z k o lo rem  t +  1 p rz y p is a n y m  

w ie rzch o łk o w i x  d a je  k o lo ry  1 , . . . ,  r .  S tą d  in d u k c y jn ie  w n io sk u jem y , że  a lg o ry tm  FF w  

p e rm u ta c j i  7r* p rz y p is z e  w ie rzch o łk o w i v "  k o lo r r  + 1 .

P r z y p a d e k  2. Je ż e li  «¿+1 €  B x , t o  d o w ó d  p rz e b ie g a  a n a lo g icz n ie  d o  p rz y p a d k u  1. 

Z a te m , je ż e li g ra f  G  w  p e rm u ta c j i  tt p o k o lo ro w a n y  z o s ta ł  k  k o lo ra m i, to  d o  p o k o lo ro w a n ia  

g ra fu  H  w  k ażd e j p e rm u ta c j i  7Tj, o trz y m a n e j  z 7r, n iez b ęd n e  j e s t  k  +  1 k o lo ró w . O s ta te 

czn ie , p o n iew aż  x { H )  =  x { G )  +  1, w ięc  k a ż d a  p e r m u ta c ja  n i sp o ś ró d  n  +  1 p e rm u ta c j i  

o trz y m a n y c h  z p e rm u ta c j i  7r p ro w a d z i d o  o p ty m a ln e g o  p o k o lo ro w a n ia  H  w te d y  i ty lk o  

w ted y , g d y  7r p ro w a d z i do  o p ty m a ln e g o  p o k o lo ro w a n ia  g ra fu  G .  ■

P o w y ższy  l e m a t  p o z w a la  n a  u d o w o d n ie n ie  n a s tę p u ją c e g o  tw ie rd z e n ia .

T w i e r d z e n i e  1 . D la  każdego  g ra fu  G  i  n  >  1 z a ch o d zi P tt( G  +  K n ) =  p ^ { G ) .

D o w ó d .  Je ż e li n  =  1, to  tw ie rd z e n ie  j e s t  p ra w d z iw e  n a  p o d s ta w ie  le m a tu  1. Z ałó żm y , 

że  p n { G  +  K n- 1 ) =  P ff (G )-  P o n ie w a ż  K n -  K n- i  +  K u  w ięc  k o rz y s ta ją c  z le m a tu  1 i 

z a ło ż e n ia  in d u k c y jn e g o  o trz y m u je m y  P t f { G  +  K n ) =  p FF((G  +  K n- i )  +  K \ )  =  P f f (G  +  

K n- i )  — P ? ? {G ) .  ■

W n i o s e k  1 . D la  ka żdego  g ra fu  G  is t n ie je  n ie s k o ń c z e n ie  w ie le  g ra fó w  G i ,  i  =  1 , 2 , . . .  

ta k ic h , ż e  P n { G i )  =  p r7 ( G ) .
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M o ż n a  w sk az ać  z w iązek  p o m ię d z y  p o d a tn o ś c ią  g ra fu  G  d la  a lg o ry tm u  k o lo ro w a n ia  

o n -lin e  A o ra z  lic z b a m i x { { G ) ,  X a ( G )  i x ( G ) .  Z ależn o ść

X 1 ( G )  <  X*(G ) -  P * (G )(X*(G ) -  x ( G ) )  (3)

o trz y m u je m y  w y c h o d z ą c  z d e fin ic ji p rz e c ię tn e j liczb y  c h ro m a ty c z n e j.

D z ięk i pow y ższe j n ie ró w n o śc i o ra z  tw ie rd z e n iu  p o d a n e m u  w  p ra c y  [1], m o ż n a  

ro z s trz y g n ą ć  p ro b le m  is tn ie n ia  g ra fó w  o d o w o ln ie  m ałe j p o d a tn o ś c i  d la  a lg o ry tm u  FF. 
M ów i o ty m  n a s tę p u ją c e  tw ie rd z en ie .

T w i e r d z e n i e  2 . D la  k a żdeg o  e >  0 is t n ie je  g r a f  G  tak i, ż e  j>ff(G ) <  e.

D o w ó d .  N iech  C 2* b ę d z ie  c y k lem  o  p a rz y s te j  d łu g o śc i n  =  2 k ,  k  — 1 , 2 ,  P o n ie w a ż

x ( C a )  =  2 i X f f ( C 2k) =  3, w ięc  z (3) m am y

P rr{C 2 k )  <  3 — X ff(G 2k)

Z [1] w iem y , że  p rz y  k  d ą ż ą c y m  d o  n iesk o ń czo n o śc i 3 — X ff(G 2a) ~  2 / a 2k, g d z ie  a  j e s t  

d o d a tn im  rz e c z y w is ty m  ro z w ią z a n ie m  ró w n a n ia  coshz; =  z sin h a : i w  p rz y b liż e n iu  w y n o si 

1 .9968. D la  k a żd e g o  e >  0 is tn ie je  k  ta k ie , że  2 / a 2k <  e. •

S to s u ją c  re k u re n c y jn ie  o p e ra c ję  z łą c z e n ia  g ra fu  G  z  g ra fe m  K 1 , o trz y m u je m y  ( ( . . .  ( G +  

K\)+I<i)+.. ■JrKx), czy li k o le jn e  g ra fy  o  te j  sa m e j p o d a tn o ś c i  d la  FF, lecz o  c o raz  w iększej 

g ę s to śc i d ( G ) ,  g d z ie  d ( G ) =  |£ ( C ? ) | / ^ V^ ) .  W y n ik a  s tą d  n a s tę p u ją c y  w n iosek .

W n i o s e k  2 .  D la  k a żdeg o  e >  0 i  r  6  (0 ,1 )  i s t n ie je  g r a f  G  ta k i, ż e  p ^ ( G )  <  e i 

d { G )  >  r .

P o d a n e  tw ie rd z e n ia  p o z w a la ją  n a  w y c ią g n ię c ie  is to tn y c h  w n io sk ó w  d o ty c z ą c y c h  p ro 

je k to w a n ia  a lg o ry tm ó w  p rz y d z ia łu  z aso b ó w , w y k o rz y s tu ją c y c h  k o lo ro w an ie  w ie rzch o łk ó w  

g ra fu  k o n flik tó w  a lg o ry tm e m  FF. Je ż e li g ra f  G  j e s t  tw o rz o n y m  n a  b ież ąc o  g ra fe m  

k o n flik tó w  zaso b o w y ch , k o lo ro w a n y m  w  tr y b ie  o n -lin e , to  d la  a lg o ry tm u  FF p ra w 

d o p o d o b ie ń s tw o  o tr z y m a n ia  o p ty m a ln e g o  ro z w ią z a n ia  m o że  b y ć  b a rd z o  m a łe , n a w e t w te 

dy, g d y  g ę s to ść  g ra fu  k o n flik tó w  j e s t  z b liż o n a  d o  g ę s to śc i g ra fu  p e łn e g o  (p rz y p o m n ijm y , że 

P n ( K n )  =  1)- Z d ru g ie j s tro n y , p o tra f im y  p o d a ć  g ra fy  o m a łe j g ę s to śc i (n p . cy k le ) i dow ol

n ie  m a łe j p o d a tn o ś c i .  S tą d  w n io sek , że m e to d y  w s tę p n e g o  p rz e tw a rz a n ia  ż ą d a ń  p rz y d z ia łu
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z aso b ó w  w  try b ie  o n -lin e  (n p . o d rz u c a n ie  w y b ra n y c h  ż ą d a ń , re p lik a c ja  p e w n y ch  z a so b ó w ), 

w k tó ry c h  je d y n y m  k ry te r iu m  je s t  m in im a liz a c ja  liczb y  w y s tę p u ją c y c h  k o n flik tó w  (liczb y  

k ra w ę d z i) ,  m o g ą  b y ć  n iee fek ty w n e .
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R e ce n ze n t: P ro f . d r  h a b : in z . J e rz y  K la m k a

Abstract

A n  o n - lin e  a lg o r i th m  rece iv es a  se q u en ce  o f re q u e s ts  a n d  im m e d ia te ly  se rv ice s  e ach  
re q u e s t  b e fo re  th e  n e x t  o n e  is c o n s id e re d . I t  is a s su m e d  t h a t  th e  se q u e n ce  is n o t  k n o w n  
in  a d v an c e . W o rs t  c ase  a n a ly s is  o f  o n -lin e  g ra p h  co lo rin g  a lg o r i th m s  is  u su a lly  b a se d  on  
” b a d ” se q u e n ce s . H ow ever, in  m a n y  rea l- life  a p p lic a t io n s , w o rs t c ase  a n a ly s is  le a d s  to  th e  
r e s u l ts  w h ic h  a re  to o  p e s s im is tic  to  b e  v a lu a b le . In  th is  p a p e r  we in v e s tig a te  a n  e x p e c te d  
b e h a v io r  o f  g ra p h  c o lo r in g  a lg o r i th m s  u n d e r  a s su m p tio n  t h a t  e ach  se q u e n ce  is  e q u a lly  
likely. In  p a r t ic u la r ,  th e  s u s c e p tib i l i ty  o f  g ra p h s  to  a lg o r i th m  F i r s t - F i t  is a n a ly z e d . W e 
d e fin e  th e  o p e ra t io n  p re se rv in g  s u s c e p tib i l ty  a n d  p ro v e  th e  e x is te n c e  o f  g ra p h s  h a v in g  
a r b i t r a r i ly  low  s u s c e p tib i l i ty  to  a lg o r i th m  F i r s t - F i t .  T h e  e x p e r im e n ta l  c o m p a ra t iv e  
s tu d y  r e s u l ts  o f  e x p e c te d  b e h a v io r  o f  a lg o r i tm s  F i r s t - F i t  a n d  S c a t t e r e d  C o l o r in g  fo r 
in te rv a l  g ra p h s  a re  g iv en , to o .


