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Streszczenie. Problem przydziatu czestotliwo$ci to zagadnienie, ktore formutuje sie
zazwyczaj nastepujgco: na pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikow
radiowych, ktérym trzeba przydzieli¢ czestotliwo$ci w taki sposdéb, zeby nie zaktécaty
sie podczas nadawania i aby szeroko$¢ wykorzystanego przez nie pasma
czestotliwo$ci byta minimalna. Zagadnienie to modeluje sie zazwyczaj na gruncie
teorii grafow za pomocg trzech pojeé: grafow interferencji, kontrastowych
pokolorowan i T-rozpietosci. Niniejszy artykut posSwiecony jest zlozonosci
obliczeniowej tego modelu; zawiera jego doktadny opis, dowdd tego, ze wyznaczanie
T-rozpietos$ci i optymalnych pokolorowan kontrastowych jest NP-trudne nawet dla
graféw dwudzielnych oraz wielomianowy algorytm wyznaczajacy optymalne
pokolorowania kontrastowe dla tzw. cze$Sciowych k-drzew.

ON THE FREQUENCY ASSIGNMENT PROBLEM, T-COLORINGS OF
GRAPHS AND PARTIAL A-TREES

Summary. Frequency assignment problem (FAP) can be formulated as follows: there
is a group of transmitters situated in a certain region of a plane; a channel is to be
assigned to each ofthem in such a way that there is no interference during transmitting
and the span of used frequency band is minimal. The paper is devoted to the
computational complexity of the graph-theoretical model of FAP based on three
notions: interference graphs, T-colorings and the T-span. We describe the model,
prove that the problem of computing the T-span is NP-hard even for bipartite graphs
and present a polynomial time algorithm for finding optimal T-coloring for the so-
called partial ¢-trees.

1. Wprowadzenie

Tematem niniejszego referatu jest wprowadzony przez Hale'a [2] teoriografowy model

dla problemu przydziatu czestotliwos$ci (PPCz). Zagadnienie PPCz formutuje sie zazwyczaj
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nastepujaco: na pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikéw radiowych, ktéorym trzeba
przydzieli¢ czestotliwos$ci w taki sposéb, zeby nie zaktdcaty sie podczas nadawania i aby
szeroko$¢ wykorzystanego przez nie pasma czestotliwo$ci byta jak najmniejsza. Model
Hale’a opiera sie na trzech pojeciach: grafach interferencji, kontrastowych pokolorowaniach i
T-rozpietoSci. Pojecia te zostang ponizej zdefiniowane i pokrétce oméwione.

Grafem interferencji nazywaé bedziemy graf, ktérego wierzchotkami sg rozwazane
nadajniki; w grafie interferencji krawedz taczy pare wierzchotkéw-nadajnikéw wtedy i tylko
wtedy, gdy moga sie zaktéca¢ w trakcie nadawania. W trakcie budowy grafu interferencji
uwzglednia sie wszystkie czynniki majagce wptyw na interferencje: uksztattowanie terenu,
potozenie nadajnikéw, czynniki meteorologiczne i inne. Wystepujace dalej grafy oznaczane
beda literami G i H, ich zbiory wierzchotk6w odpowiednio V(G) i V(H), a zbiory krawedzi
odpowiednio £(G) i E(H).

Kontrastowym pokolorowaniem lub T-pokolorowaniem grafu G nazywa¢ bedziemy
kazdg funkcje, ktéra przyporzadkowuje wierzchotkom grafu G liczby catkowite, nazywane
dalej kolorami, w taki spos6b, ze dla kazdej pary sasiadujacych w grafie G wierzchotkéw u, v
odlegto$¢ przydzielonych im koloréw nie nalezy do zbioru T({u, v}), gdzie T({u, v}) jest tak
dobranym podzbiorem zbioru liczb catkowitych nieujemnych, ze kazdy przydziat nadajnikom
u, v czestotliwo$ci o odlegtosci nie nalezacej do T({u, v}) gwarantuje brak interferencji w
trakcie nadawania (zazwyczaj przyjmuje sie, ze T({u, v}) = {0}, gdy nadajniki u, v sg
potozone blisko siebie i T({u, v}) = {0,1}, gdy sa bardzo blisko).

Kontrastowe pokolorowanie grafu interferencji jest w modelu Hale'a odpowiednikiem
przydziatu czestotliwos$ci, ktéry gwarantuje brak interferencji w trakcie nadawania.
Odpowiednikiem rozwigzania problemu przydziatu czestotliwos$ci bedzie oczywiscie kazde
optymalne pokolorowanie kontrastowe, tj. takie, ktérego rozpietosé¢ (réznica pomiedzy
najwiekszym a najmniejszym wykorzystanym kolorem) jest minimalna. Te minimalna
mozliwg rozpietos¢ wséréd wszystkich mozliwych T-pokolorowan grafu G oznacza sig
symbolem spi{G) i nazywa T-rozpietosciag grafu G.

Dalsza cze$¢ tego referatu poswiecona jest ztozonoéci obliczeniowej wyznaczania T-
rozpietosci i optymalnych kontrastowych pokolorowan dla dwéch klas graféw interferencji:
graféw dwudzielnych i czeSciowych ¢-drzew. Wykazemy, ze wyznaczanie optymalnych
pokolorowan kontrastowych i T-rozpieto$ci jest NP-trudne w pierwszym przypadku i
rozwigzywalne w czasie wielomianowym w drugim. Podstawowe informacje na temat

ztozonos$ci rozwazanych zagadnien w innych przypadkach mozna znalezé m.in. w [3] i [4].
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2. Grafy dwudzielne

Przypomnijmy, ze G jest grafem dwudzielnym wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér jego
wierzchotkéw mozna podzieli¢ na dwa roztagczne podzbiory V\, V2 takie, ze kazda krawedz
grafu G taczy wierzchotek ze zbioru W\ z wierzchotkiem ze zbioru V2. Klasa graféw
dwudzielnych jest wazna m.in. ze wzgledu na posiadane zastosowania w teorii szeregowania
zadan i uktadaniu rozktad6w zaje¢. Dla nas istotne bedzie tyiko to, ze grafy dwudzielne maja

relatywnie prostg strukture i wystepujarzadko (wiekszo$é graféw nie nalezy do tej klasy).

Twierdzenie. Wyznaczanie T-rozpietosci oraz optymalnych T-pokolorowan jest NP-

trudne nawet dla graféw dwudzielnych.

Dowdéd. Wystarczy wykazaé, ze wyznaczanie T-rozpieto$ci grafow dwudzielnych jest
NP-trudne, bo z tego wynika od razu druga czes$¢ tezy. Aby wykazaé, ze wyznaczanie T-
rozpietosci graféw dwudzielnych jest NP-trudne, zredukujemy doskonale znany NP-zupetny
problem sprawdzania 5-kolorowalnosci graféw og6lnych do sprawdzania, czy 7-rozpietos¢
graféw dwudzielnych nie przekracza liczby 4.

Niech G bedzie dowolnym grafem, a H grafem dwudzielnym, ktéry powstat z G
poprzez wstawienie na kazda krawedz jednego nowego wierzchotka. W ten spos6b kazda
krawedz istniejaca w grafie G zostata podzielona na dwie; jednej z nich przyporzadkowujemy
zbiér {0, 1, 4}, a drugiej zbior {0, 2, 3} (innymi stowy, przyjmujemy, ze jezeli z jednej
krawedzi e powstaty dwie ei, e2, to T{ei) = {0, 1, 4} i T(e2) = {0, 2, 3} lub T(e2) = (0, 1,4} i
T(ei) = (0, 2, 3}). Wystarczy wykaza¢, ze graf G jest 5-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
spj(H) < 4.

Jezeli graf G mozna pokolorowa¢ 5 kolorami, to bez straty og6élnos$ci mozemy przyja¢,
ze kolorami, ktére wykorzystano do pokolorowania grafu G, sg liczby 0, 1, 2, 3 i 4. Okazuje
sie, ze to pokolorowanie mozna w naturalny sposéb przedtuzy¢ do kontrastowego
pokolorowania grafu H. Wystarczy w tym celu przyjaé, ze jezeli w jest wierzchotkiem grafu
H, ktéry nie jest wierzchotkiem grafu G, a ktéry zostal wstawiony na krawedZ tgczaca
wierzchotek u z wierzchotkiem v, to przydzielony mu kolor cw zalezy od koloréw

wierzchotk6w u,vw nastepujacy sposdb:
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Cu Qv ow cu Cy cy cu Cy Ccw
0 i 4 1 4 2 3 2 4
0 2 4 2 0 3 3 4 2
0 3 1 2 1 3 4 0 3
0 4 1 2 3 1 4 1 3
1 0 2 2 4 1 4 2 0
1 2 0 3 0 2 4 3 0
1 3 0 3 1 4

(zaktadamy, ze krawedzi {u, w} przyporzadkowany zostat zbiér (0, 2, 3}, a krawedzi {v, w}
zbiér {0,1, 4}). Poniewaz utworzone w ten sposob kontrastowe pokolorowanie korzysta tylko
z koloréow 0, 1,2, 3i4, wiec spj(H) <4, co byto do wykazania.

Z drugiej strony, jezeli spi{H) < 4, to biorgc dowolne optymalne pokolorowanie
kontrastowe grafu H i obcinajac je do zbioru wierzchotkéw grafu G, otrzymamy, co tatwo
sprawdzi¢, pokolorowanie grafu G korzystajgce z co najwyzej 5 koloréw, co byto do
wykazania.

3. Czesciowe ¢-drzewa

Przypomnijmy, ze ¢-drzewa (k jest tutaj dowolng ale ustalong liczbg naturalng)
definiuje sie zazwyczaj jako najmniejszg klase graféw, ktéra zawiera ¢-wierzchotkowy graf

pelny oraz jest zamknieta ze wzgledu na operacje dodawania nowego wierzchotka

sgsiadujacego z ¢ wierzchotkami, ktére indukuja podgrafpetny; (-drzewa sa $ci$le zwigzane z
drzewami bo grafjest drzewem wtedy itylko wtedy, gdy jest 1-drzewem i kazde ¢-drzewo
jest grafem spojnym.

Przypomnijmy takze, ze grafjest czeSciowym k-drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
podgrafem pewnego ¢-drzewa. CzeSciowe ¢-drzewa majg silnie zorganizowang, rekurencyjna

strukture, ktéra czynije bardzo dogodnymi do obrébki algorytmami dynamicznymi.

Definicja. Dla danego czeSciowego ¢(-drzewa G przez drzewiastg dekompozycje

rozmiaru k rozumiemy pare (H,y), gdzie H jest drzewem, za§ y = {Xr. Xta /e/} rodzing
podzbioréw zbioru wierzchotkow grafu G indeksowang wierzchotkami tego drzewa,
spetniajgca nastepujace warunki:
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1y u BXRM0O),

2) dla kazdej krawedzi {u, v} grafu G istnieje taki wierzchotek i e Idrzewa H, ze {w,
v} G Xb

3) dla kazdej tréjki a, b, ¢ s 1 takiej, ze b lezy w H na $ciezce prowadzacej z a do ¢
zachodzi Xan XG )b,

4) dlakazdego ie | mamy YW\<k+ 1.

Jak pokazano w [1, 5], przy ustalonym k kazde czeéciowe ;-drzewo posiada drzewiastg
dekompozycje rozmiaru ki moznajg uzyska¢ w czasie liniowym. Co wiecej, w dekompozycji
tej krawedzie drzewa H mozna zorientowaé tworzac drzewo binarne o korzeniu r, przy czym
kazdy wierzchotek i zii bedziejednego z nastepujacych rodzajow:

1) lis¢ — ijest liSciem drzewa, wowczas |X,j = 1,

2) wierzchotek wprowadzajgcy — i ma tylko jeden bezposredni nastepnikj oraz dla

pewnego wierzchotka v e V\Xj zachodziXi= Xj(J{v},

3) wierzchotek usuwajacy — i ma tylko jeden bezpos$redni nastepnik j oraz dla

pewnego wierzchotka v e V\X, zachodzi )ﬁ: X.,u {v},

4) wierzchotek taczacy — ima dwa bezposrednie nastepnikij\ijioraz Xt th—'Xj?_

Majac dang drzewiasta dekompozycje grafu G w postaci pary (fi, y) dla danego
wierzchotka i drzewa binarnego ii okre$limy przez H- jego poddrzewo indukowane przez
wierzchotki: i oraz wszystkie jego nastepniki (bezpos$rednie i posrednie). Podobnie niech G,
bedzie podgrafem grafu G indukowanym przez sume zbioréw )j,gdziej przebiega wszystkie
wierzchotki z ff- tatwo zauwazyé, ze Hi jest drzewiasta dekompozycjg rozmiaru k dla
czeéciowego (-drzewa G,, ponadto Gr= G.

Z definicji bezposrednio wynika, ze dla ¢-drzew, a zatem i dla cze$Sciowych ¢-drzew
prawdziwe jest oszacowanie liczby chromatycznej y(G) < ¢+1, wiec z nier6wnos$ci Tesmana
[6] otrzymujemy spi{G) < k |U esE T(e)\.

Dla uproszczenia zapisu niech L = {0, ..., ¢(JUe6E T(e)|}. Na mocy powyzszego,
szukajagc optymalnego Z-pokolorowania grafu G wystarczy rozwaza¢ pokolorowania barwami
ze zbioru L. W dalszej cze$ci przedstawimy jedynie cze$¢ algorytmu pozwalajaca na
obliczenie spj(G) — jej rozszerzenie do procedury zwracajacej rowniez optymalne T-

pokolorowanie jest proste.
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Dla kazdego i e | obliczymy warto$¢ funkcji e Lx<-> Nqg u ¢oo3 taka, ze D,((J>) dla
dowolnej funkcji (® X —L jest najmniejsza mozliwg warto$ciag maksymalnego koloru dla
(7ja)-pokolorowania grafu G< kolorami z L bedacego przedtuzeniem < W przypadku gdy
pokolorowanie takie nie istnieje, przyjmujemy, ze funkcja ma warto$¢ nieskonczong. Jest
oczywiste, ze warto$ci kazdej z funkcji D- mozna zakodowa¢ w postaci tablicy liczb
catkowitych o co najwyzej \L\\M komérkach. Ponadto spi(G) jest rowne minimum z Dr. Aby
obliczy¢ te ostatnig funkcje bedziemy wyznacza¢ wszystkie Z), dla i e 1 rozpoczynajgc od
lisci drzewa binarnego H, systematycznie posuwajac sie w gore, az do korzenia. Algorytm
jest nastepujacy:

1. Jedli /jest lisciem, to X, jestjednoelementowy iz definicji D(<j>) = / dla $= /.

2. Jezeli ijest wierzchotkiem usuwajgcym o bezpos$rednim nastepnikuj oraz Xj = A)

u {v} a funkcja Djjestjuz znana, wéwczas A<1>) = min {D/ai): a glel*}.

3. Jezeli ijest wierzchotkiem wprowadzajacym o bezposrednim nastepniku j oraz A)
= Xju {v}, a funkcja Dyjestjuz znana, woéwczas mamy D,(<t>) = sedla wszystkich
funkcji 4 spetniajagcych [<KV)-<K“)l e 2"({v, u}) przy pewnym u e Xj, sasiadujagcym
zvw G. W przeciwnym za$ razie mamy D,(<>) = max(<j>(v), Di{<j>y)).

4. Jezeli ijest wierzchotkiem taczacym o nastepnikachyj iy'2, a funkcje D™ i Dy2sgjuz
znane, wéwczas Dj(ij» = max(D;i(<>), Dj*fy)) dla kazdego $eZA

Poprawno$¢ konstrukcji w punkcie 3 wynika z faktu, ze zgodnie z definicja
drzewiastej dekompozycji mamy v g Vj, ani tez nie sagsiaduje on w G z zadnym
wierzchotkiem z Pj-\ Aj-~. Natomiast w punkcie 4 korzystamy z tego, ze zbiory Mi\Xloraz Vg \
X, sgroztgczne i niezalezne w G/.

Jest widoczne, ze wyliczenie D,- na podstawie znanych warto$ci przypisanych
bezposSrednim nastepnikom / wymaga OffcjLI**1) operacji arytmetycznych. Natomiast \A jest
przy ustalonym k ograniczone z go6ry funkcja liniowa n, stad ostateczna ztozonos¢

obliczeniowa catego algorytmu jest wielomianowa i wynosi O(«|UeeE T(E)Y\I).
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Abstract

Frequency assignment problem (FAP) can be formulated as follows: there is a group of
transmitters situated in a certain region of a plane; a channel is to be assigned to each ofthem
in such a way that there is no interference during transmitting and the span of used frequency
band is minimal. The paper is devoted to the computational complexity of the graph-
theoretical model of FAP based on three notions: interference graphs, T-colorings and the T-
span. The model has been introduced by Hale. We describe it, define interference graphs, T-
colorings, and the T-span. Next, we prove that the problem of computing the T-span is NP-
hard even for bipartite graphs by reducing the well-known NP-complete 5-colorability
problem to our problem. Finally, we present a polynomial time algorithm for finding optimal
T-coloring for the so-called partial k-trees. The algorithm is based on a dynamic programming

approach and some properties of trees.



