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T-SL, r-LF I T-DSATUR -NOWE HEURYSTYKIDLA PROBLEMU
PRZYDZIALU CZESTOTLIWOSCI

Streszczenie. Problem przydziatu czestotliwosci to zagadnienie, ktére formutuje sie
zazwyczaj nastepujgco: na pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikéw
radiowych, ktorym trzeba przydzieli¢ czestotliwosci w taki sposéb, zeby nie zaktdcaty
sie podczas nadawania i aby szeroko$¢ wykorzystanego przez nie pasma
czestotliwosci byta minimalna. Zagadnienie to modeluje sie zazwyczaj na gruncie
teorii graféw za pomoca trzech poje¢: graféow interferencji, kontrastowych
pokolorowan i T-rozpietosci. Niniejszy artykut zawiera opis tego modelu, podstawowe
informacje o jego ztozonos$ci obliczeniowej oraz opis trzech nowych heurystyk —
algorytméw, ktére sa bardzo efektywne, ale generuja przyblizone rozwigzania
problemu przydziatu czestotliwosci. Algorytmy te zostaty zbadane zaréwno metodami
teoretycznymi - wskazano, dla jakich klas graféw interferencji zachowuja sie dobrze, a
dla jakich zle, jak i doswiadczalnymi - przytoczono wyniki testéw, jakim zostaty
poddane na matych i srednich losowych grafach interferenciji..

T-SL, T-LF AND T-DSATUR - NEW HEURISTIC ALGORITHMS FOR THE
FREQUENCY ASSIGNMENT PROBLEM

Summary. Frequency assignment problem (FAP) can be formulated as follows: there
is a group of transmitters situated in a certain region of a plane; a channel is to be
assigned to each of them in such a way that there is no interference during transmitting
and the span of used frequency band is minimal. The paper is devoted to the graph-
theoretical model of FAP based on three notions: interference graphs, T-colorings and
the T-span. We describe the model, provide basic information about its computational
complexity and present three new heuristic approximate algorithms. Results of the
theoretical analysis and computer tests of these algorithms are also included.

1. Wprowadzenie

Tematem niniejszego referatu jest wprowadzony przez Hale'a [1] teoriografowy model

dla problemu przydziatu czestotliwosci (problem przydziatu czestotliwosci formutuje sie
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zazwyczaj nastepujgco: na pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikdéw radiowych,
ktérym trzeba przydzieli¢ czestotliwosci w taki sposob, zeby nie zaktocaty sie podczas
nadawania i aby szeroko$¢ wykorzystanego przez nie pasma czestotliwosci byta jak
najmniejsza). Model ten opiera sie na trzech pojeciach: grafach interferencji, kontrastowych
pokolorowaniach i T-rozpietosci.

Graf interferencji to graf prosty, dla ktdrego zbiorem wierzchotkéw jest zbidér
rozwazanych nadajnikéw, a zbiorem krawedzi zbi6r par nieuporzadkowanych postaci {u, v},
gdzie u, v to para nadajnikéw, ktére moga sie zakiéca¢ podczas nadawania. Kontrastowym
pokolorowaniem lub T-pokolorowaniem grafu G nazywamy kazdg funkcje, ktérej dziedzing
jest zbior wierzchotkéw grafu G, przeciwdziedzing zbior liczb catkowitych, a ktora spetnia
nastepujacy warunek: dla kazdej pary sasiadujgcych w grafie G wierzchotkéw u, v odlegtosé
przydzielonych im koloréw (liczb catkowitych) nie nalezy do zbioru T (T jest tutaj ustalonym,
skonczonym podzbiorem zbioru liczb catkowitych nieujemnych). T-rozpietoscig grafu G
nazywamy najmniejszag mozliwg z rozpietosci (roznicy pomiedzy najwiekszym, a
najmniejszym wykorzystanym kolorem) jego T-pokolorowan.

Po utozsamieniu rzeczywistych czestotliwosci z liczbami catkowitymi i odpowiednim
dobraniu zbioru T nietrudno bedzie zauwazy¢, ze w modelu Hale’a odpowiednikiem
rozwigzania problemu przydziatlu czestotliwo$ci bedg te kontrastowe pokolorowania grafu
interferencji, ktérych rozpigto$¢ bedzie réwna T-rozpietosci tego grafu. Model Hale’a ma
jednak pewna wade - wyznaczanie takich T-pokolorowan jest, nawet po narzuceniu wielu
dodatkowych ograniczen, NP-trudne [2, 3], Z praktycznego punktu widzenia oznacza to, ze
nie potrafimy ich wyznacza¢ w czasie wielomianowym. Powstaje naturalne w tej sytuacji
pytanie - co zrobi¢, gdy z jakich$ przyczyn musimy w efektywny sposéb generowac takie T-
pokolorowania. Po chwili namystu odpowiedZ narzuca sie sama - trzeba zrezygnowacé z tego,
co nieosiggalne i zadowoli¢ sie algorytmami, ktére w efektywny sposob generujg T-
pokolorowania, ale nie gwarantujatego, ze ich rozpietos¢ bedzie réwna f-rozpietosci.

Trzy z takich algorytméw - f-SL, T-LF i T-DSATUR - zostang w dalszej czesci
niniejszego referacie opisane. Zbadana zostanie ich ztozono$¢ obliczeniowa oraz tzw. dobro¢,
czyli funkcja, ktora przyporzadkowuje liczbie naturalnej n maksymalny z ilorazéw w postaci
rozpietosci pokolorowania wygenerowanego przez badany algorytm przez T-rozpietos¢
kolorowanego grafu dla wszystkich niepustych «-wierzchotkowych grafow. Wskazane

zostang przyktady graféw dobrze i Zle kolorowanych przez rozwazane algorytmy. Na samym
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koncu przytoczymy wyniki testéw komputerowych, jakim zostaty poddane, oraz wynikajace z

nich wnioski.

Algorytm T-LF, bedacy adaptacjg znanego od ponad trzydziestu lat algorytmu LF,
dziata nastepujgco. Na samym poczatku - w zerowym kroku - wybiera jeden z wierzchotkéw
0 maksymalnym stopniu, powiedzmy vj, i koloruje go zerowym kolorem, tzn. przyjmuje, ze
c(vi) = 0. Nastepnie - w /-tym kroku - majac juz pokolorowane wierzchotki V|, v2, ..., v,
wybiera sposréd pozostatych ten wierzchotek, powiedzmy v+, ktorego stopien jest
najwiekszy i koloruje go zachtannie, tzn. przyjmuje, ze c(v/+i) = min{ k >0: dla kazdegoj = 1,
2, .., 1, jezeli v/+i sgsiaduje z wy, to |c(v;) - R\ €T }. Ztozono$¢ algorytmu r-LF jest réwna
0(n2|7]), co mozna tatwo wykazac.

Dobro¢ algorytmu r-LF jest niestety liniowa, a wiec najgorsza z mozliwych (jak
wykazano w [3], dobro¢ kazdego algorytmu zachtannego jest co najwyzej liniowa). Aby to
wykaza¢, wystarczy skonstruowac ciag graféw o stalej 7-rozpietosci i rosnacej liczbie
wierzchotkéw, ktére sg zle kolorowane przez algorytm r-LF. Zle, tzn. w taki sposob, ze
rozpietosci uzyskanych r-pokolorowan rosng co najmniej tak szybko, jak liczba
wierzchotkbw pomnozona przez pewng stalg. Te warunki spetnia m.in. nastepujaco
zdefiniowany cigg graféw Johnsona: J, jest grafem, ktorego zbiorem wierzchotkéw jest {0, 1,
2, ..., n} x {0, 1}, a zbiorem krawedzi {{(/, 0), (/, 1)}: i *j}. Kazdy z graféw J, jest
dwudzielny i niepusty, wiec jego r-rozpietos¢ jest rowna najmniejszej liczbie naturalnej nie
nalezacej do zbioru T [3]. Co wiecej, grafJ, jest «regularny, wiec algorytm r-LF moze
kolorowaé jego wierzchotki w zupetnie dowolnej kolejnosci. Nietrudno jest zauwazy¢, ze
jezeli zostang one pokolorowane w nastepujacej kolejnosci: (0, 0), (0, 1), (4, 0), (1, 1),..., («,
0). («. 1), to uzyskane r-pokolorowanie bedzie miato rozpietos¢ réwna rozpietosci, jakg ma
T-pokolorowanie grafu K,+\ wygenerowane przez algorytm zachtanny, a zatem bedzie miato
rozpieto$¢ co najmniej n razy wieksza od T-rozpietosci, co bylo do wykazania. Przyktadowy

graf] 2 znajduje sie na rys.l.
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Rys. 1. GrafJ1

Fig. 1. The graph

To, czy pokolorowanie utworzone przez omawiany algorytm bedzie optymalne, zalezy
w duzym stopniu zaréwno od kolorowanego grafu, jak i od postaci zbioru odlegtosci
zakazanych. | tak jedynymi grafami, o ktdrych wiadomo, ze niezaleznie od postaci zbioru
odlegtosci zakazanych zostang przez algorytm T-LF optymalnie pokolorowane, sa grafy,
ktorych sktadowe spdjnosci sg gwiazdami. Co wiecej, mozna fatwo wykazaé, ze nie ma
zbioru odlegtosci zakazanych, dla ktorego kazdy graf zostanie optymalnie pokolorowany
przez T-LF. Wiadomo takze, ze najmniejszym grafem, ktéry jest zle kolorowany przez
omawiany algorytm, jest K3, gdyz jezeli T = {0, 1, 4, 5}, to spt(K{) =6, a T- LF wygeneruje
T-pokolorowanie o rozpietosci réwnej 8.

Dodajmy jeszcze, ze w przeprowadzonych testach algorytm T-LF wypadt niezle, bo

byt niewiele gorszy od najlepszego z testowanych algorytmoéw.

Algorytm T-SL, bedacy adaptacjg znanego od prawie trzydziestu lat algorytmu SL,
dziata nastepujgco. Na samym poczatku - w pierwszym etapie - ustawia wierzchotki
kolorowanego grafu w takiej kolejnosci vj, vj, .-, \,,, ze dla kazdego i stopien wierzchotka i
jest najmniejszy w podgrafie grafu G indukowanym przez zbiér {vi, \2, ..., v@¢- Nastepnie -
w drugim etapie - koloruje je wedtug tej samej reguty, co T-LF, czyli zachtannie. Ztozonos¢
algorytmu T-SL jest réwna 0(«2|7j), co mozna fatwo wykazac.

Dobro¢ algorytmu T-SL jest liniowa, co mozna wykaza¢ stosujac te sama metode,
ktora zostata wykorzystana do oszacowania dobroci algorytmu T-LF. Wystarczy tym razem

wiedzie¢, ze istnieje taki cigg grafow S, (zobacz np. [5]), ze: n(S,) = 6«+6; graf S, jest
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dwudzielny i niepusty; T-SL kolorujac graf S, wygeneruje ~-pokolorowanie o rozpietosci
wiekszej lub réwnej rozpietosci T-pokolorowania wygenerowanego przez T-LF na grafie J,.

Przyktadowy graf A znajduje sie narys. 2..

Rys. 2. GrafA
Fig. 2. The graph Si

Podobnie jak to bylo w przypadku algorytmu T-LF, optymalno$¢ pokolorowania
utworzonego przez algorytm T-SL zalezy w duzym stopniu zaréwno od kolorowanego grafu,
jak i od postaci zbioru odlegtosci zakazanych. Jedynymi grafami, o ktérych wiadomo, ze
niezaleznie od postaci zbioru odlegtosci zakazanych zostang przez algorytm T-SL optymalnie
pokolorowane, sg lasy. Co wiecej, mozna tatwo wykaza¢, ze nie ma zbioru odlegtosci
zakazanych, dla ktérego kazdy graf zostanie optymalnie pokolorowany przez T-SL. Wiadomo
takze, ze najmniejszym grafem, ktdry jest Zle kolorowany przez omawiany algorytm, jest W8,
gdyzjezeli T= (0, 1, 4, 5}, to spj{Ki) = 6, a T-SL wygeneruje T-pokolorowanie o rozpietosci
réwnej 8.

Dodajmy jeszcze, ze w przeprowadzonych testach algorytm T-SL wypadt stabo, bo byt

gorszy od pozostatych algorytmoéw.

4. T-DSATUR

Algorytm T-DSATUR, bedacy adaptacjg jednego z najlepszych znanych
wielomianowych algorytméw kolorowania graféw, dziata nastepujgco. Na samym poczatku -
w zerowym kroku - wybiera jeden z wierzchotkow o maksymalnym stopniu, powiedzmy Vi,
i koloruje go kolorem 0, tzn. przyjmuje, ze c(vi) = 0. Nastepnie - w /-tym kroku - majac juz
pokolorowane wierzchotki vj, \2, .., V-, wybiera sposréd pozostatych ten wierzchotek,

powiedzmy v,+i, ktorego stopieri T-nasycenia, tj. liczba koloréw, ktérych nie mozna uzy¢ do
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jego pokolorowania, gdyz spowodowatoby to powstanie nielegalnego ~-pokolorowania, jest
najwiekszy. Jezeli takich wierzchotkéw jest wiele - wiecej niz jeden - to sposrod nich wybiera
wierzchotek o maksymalnym zwykitym stopniu. Nastepnie koloruje go tak, jak poprzednie
algorytmy, czyli zachtannie. Ztozonos$¢ algorytmu T-DSATUR jest rowna 0{nZ max T+I)), a
wiec w odrdznieniu od poprzednich algorytmow jest pseudowielomianowa.

Dobro¢ algorytmu T-DSATUR jest liniowa, czego dowodzi¢ nie bedziemy, gdyz
metoda dowodu jest podobna do tej, ktéra zostata wykorzystana w przypadku algorytmu T-
SL. Odnotujmy tylko, ze w przeciwienstwie do omdéwionych wczes$niej algorytmow T-
DSATUR optymalnie koloruje wszystkie grafy dwudzielne i to niezaleznie od postaci zbioru
odlegtosci zakazanych! Wiadomo takze, ze najmniejszym grafem Zle przez niego
kolorowanym jest Jfy, gdyz jezeli T= {0,1, 4, 5}, to sp-"K™) =6, a T-DSATUR wygeneruje T-
pokolorowanie o rozpietosci réwnej 8.

T-DSATUR jest najlepszym, cho¢ najwolniejszym spo$rod zbadanych przez nas
algorytmoéw - pokolorowania, jakie tworzy, korzystaja z mniejszej liczby koloréw i majg

mniejszg rozpieto$¢ od pokolorowaé generowanych przez pozostate algorytmy.

5. Testy

Testy, jakim poddano omoéwione w niniejszym referacie algorytmy, miaty na celu
ocene ich jakosci oraz ustalenie, ktory z nich jest najlepszy. Przeprowadzono dwa testy, w
ramach ktorych badano jedno kryterium jakosci algorytméw kontrastowego kolorowania
grafow: Srednig rozpieto$¢ pokolorowania. Uzyskane w ten sposéb wyniki zostaty zebrane w
znajdujacych sie dalej tabelkach.

W ramach pierwszego testu poréwnano badane algorytmy z algorytmem optymalnym.
Taki test mozna wykona¢ tylko na relatywnie matych zestawach danych - algorytm
optymalny ma przeciez wyktadniczg ztozonos¢ obliczeniowa, - wiec na dane, ktdére zostaty w
tym tescie wykorzystane, sktadaly sie wszystkie parami nieizomorficzne grafy o n < 8
wierzchotkach i wszystkie zbiory odlegtosci zakazanych T, spelniajagce nierdwnosé
max T <6. Uzyskane przez algorytm optymalny wyniki zostaty zebrane w tab. 1-4; liczba
znajdujaca sie w «-tym polu drugiego wiersza to rozpietos¢ optymalnego T-pokolorowania
grafu G, us$redniona po wszystkich grafach G o n wierzchotkach i wszystkich zbiorach

odlegtosci zakazanych T o max T< 6 oraz zaokraglona do drugiego miejsca po przecinku.
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Poréwnujac wyniki badanych algorytméw z tab.l, nietrudno jest zauwazy¢, ze jedynie
T-SL wygenerowat pokolorowania o rozpietosci w zauwazalny sposéb odbiegajgcej od
optymalnej.

W ramach drugiego testu poréwnano badane algorytmy ze sobg. Taki test mozna
wykona¢ na danych o wigkszych rozmiarach, wiec na dane wykorzystane w tym tescie
sktadaly sie losowo generowane grafy o 10, 20, 30,40, 50, 60, 70, 80, 90 i 100 wierzchotkach
oraz takie same zbiory odlegtosci zakazanych, jak w poprzednim tescie. Przygotowano 90
serii graféw; seria oznaczona jako («, p) sktadata sie z tysigca graféw losowych o ustalonej
liczbie n wierzchotkéw i ustalonym prawdopodobienstwie p wylosowania krawedzi pomiedzy
wierzchotkami. Co zaskakujace, kazda seria danych data ten sam rezultat - algorytm T-
DSATUR generuje pokolorowania o najmniejszej rozpietosci, nastepny jest T-LF, a na
samym konhcu T-SL. Dokladniejsza analiza tych danych pozwala na wyciggniecie
nastepujacych wnioskow:

1. RoOznica pomiedzy najlepszym algorytmem a nastepnym jest w ogolnosci niezbyt

duza; T-DSATUR jest znacznie lepszy niz T-LF tylko na grafach rzadkich.

2. Chociaz réznice pomiedzy badanymi algorytmami nie sg duze, to wraz ze
wzrostem liczby wierzchotkéw kolorowanych graféw powinny sie powiekszac i to
zarébwno co do bezwzglednej wartosci, jak i w stosunku do rozpietosci
generowanych przez najlepszy z badanych algorytmoéw.

Biorgc pod uwage wyniki obu testow mozna stwierdzi¢, ze T-DSATUR jest

najlepszym sposrod badanych algorytméw; T-LF jest od niego niewiele gorszy, szczeg6lnie
nagestych grafach. Najstabszym algorytmem jest T-SL.

Tabela 1
Algorytm optymalny — $rednia rozpigetosé

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.00 0.99 2.37 3.35 4.63 5.55 6.49 7.23

Tabela 2
Algorytm T-LF — $rednia liczba koloréw
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.00 0.99 2.38 3.37 4.68 5.60 6.56 7.31 8.03

Tabela 3
Algorytm T-SL — $rednia liczba koloréw
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.00 0.99 2.38 3.37 4.68 5.60 6.56 7.31 8.03
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nip
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

nip
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

np
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

1
0.00

10
2.46
5.22
6.71
8.47
9.97
11.8
12.8
13.9
15.0
16.3

10
3.00
6.18
8.24
10.3
12,3
13,7
14.8
16,9
1S.5
19,7

10
2,37
4.78
5,96
7.47
8,77
10,1
11,8
12,8
13,6
14.5
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Algorytm T-DSATUR — $rednia rozpietos¢
2 3 4 5 6 7
0.99 2.38 3.37 4.68 5.60 6.56

Algorytm T-LF — S$rednia rozpieto$¢
20 30 40 50 60 70
4.36 5.94 741 8.93 10.8 12.7
7.85 10.7 133 16.2 195 22.9
111 145 18.9 22.4 27.2 32.3
135 18.7 23.3 28.7 34.3 415
16.0 21.6 28.0 34.0 41.4 49.6
18.9 25.3 32.1 39.7 48.0 57.5
20.7 28.5 36.4 44.8 54.3 65.5
22.9 31.6 40.4 50.2 60.4 73.0
25.1 34.4 44 .4 54.8 66.9 80.5
27.3 37.6 48.2 59.7 72.5 87.8

Algorytm T-SL — $rednia rozpietos¢
20 30 40 50 60 70
5.11 6.75 S.3S 9.98 11.9 13.7
9.18 124 151 18.4 21.6 25.6
12.9 17.1 21.0 255 30.3 35.7
15.8 211 26.3 31.9 3s.1 45.2
19.1 24.8 31.3 3s.2 45.6 54.5
21.3 2S.5 35.9 43.6 52.7 62.8
23.9 32.0 40.5 495 59.4 71.0
26.3 354 44.6 54.7 66.0 79.2
28.7 3S8.9 49.0 59.9 72.4 S7.0
30.9 41.8 52.9 65.0 7S.7 95.0

Algorytm 7-DSATUR — S$rednia rozpietos¢
20 30 40 50 60 70
4,17 5.72 7.16 8.66 10.5 12.5
7,15 9.92 12.7 15.2 18.7 22.0

9,93 13,6 17.6 21.5 26.1 312.

12,6 17,4 21.9 27.3 32.9 39.9
14.5 20,6 26,4 32.6 39.8 47.8
171 23.6 30.6 38.0 46.0 55.4
19,6 26.8 34,4 42.8 52,! 63.0
21.1 29,9 38.8 47.8 58.1 70.5

32.6 42.2 52.6 64.1 77.5
25,4 363 45.9 S7J 69.7 84.5

8
7.31

80
15.1
27.7
39.0
49.8
60.0
70.1
79.8
89.0
98.3
107

80
16.2
30.5
42.9
54.5
65.5
75.9
S6.2
96.1

106

115

80
15.0
263
37.8
4512
58.1
67.6
76,7
85.7
96,1

Tabela 4

9
8.03

Tabela 5

90
19.7
35.1
48.7
61.5
74.7
87.6

100

113

125

138

Tabela 6

90
20.1
37.6
53.3
67.9
82.7
96.0

109

122

135

147

Tabela7

90
19.7
34.8
4?.n
60.0
72.6
S5.2
97.6J
109
121
133
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Abstract

Frequency assignment problem (FAP) can be formulated as follows: there is a group of
transmitters situated in a certain region of a plane; a channel is to be assigned to each of them
in such a way that there is no interference during transmitting and the span of used frequency
band is minimal. The paper is devoted to the graph-theoretical model of FAP based on three
notions: interference graphs, T-colorings and the T-span. We describe the model, provide
basic information about its computational complexity and present three new heuristic
approximate algorithms based on well-known LF, SL and DSATUR heuristic algorithms. We
study their theoretical properties and make computer tests. In particular, some classes of
graphs for which these algorithms behave well and badly are indicated. Moreover, we present

and discuss results of the behavior of these algorithms on small random graphs.



