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OBSERWATORY FUNKCJONALNE MINIMALNEGO RZĘDU 
DYSKRETNYCH UKŁADÓW LINIOWYCH

S tre s z c z e n ie .  P o d an o  n o w ą  m eto d ę  sy n tezy  (p ro jek to w an ia )  o b se rw a to ró w  
fu n k c jo n a ln y ch  asy m p to ty czn y ch  i d e a d b e a to w y c h ' m in im aln eg o  rz ęd u  d y sk re tn y ch  
u k ład ó w  lin io w y ch . S fo rm u ło w an o  w aru n k i is tn ie n ia  sta ty czn eg o  sp rz ęż e n ia  od  
w y jśc ia  u k ład u , k tó re  d o k ład n ie  o d tw arza  z a d a n ą  fu n k c ję  lin io w eg o  w e k to ra  s tan u  
o ra z  w a ru n k i is tn ie n ia  o b se rw a to ró w  fu n k c jo n a ln y ch  asy m p to ty czn y ch  i 
d e a d b e a to w y c h  m in im aln eg o  rzęd u . P o d a n o  ró w n ie ż  p ro ced u ry  sy n tezy  ty ch  
o b se rw a to ró w  fu n k c jo n a ln y ch  o ra z  s ta ty czn eg o  sp rz ęż e n ia  od  w y jśc ia . P ro c e d u ry  te 
z o s ta ły  z ilu s tro w a n e  p rzy k ład am i num ery czn y m i.

DESIGN OF FUNCTIONAL OBSERVERS OF MINIMAL ORDER FOR 
LINEAR DISCRETE-TIME SYSTEMS

S u m m a r y .  A  n e w  m eth o d  fo r d es ig n in g  o f  the  asy m p to tic  an d  d e ad b e a t fu n c tio n al 
o b se rv e rs  o f  m in im a l o rd e r fo r lin ea r d isc re te -tim e  sy s tem s is  p ro p o sed . N e ce ssa ry  an d  
su ffic ie n t c o n d itio n s  a re  e s tab lish ed  fo r  th e  ex is te n ce  o f  a  s ta tic  o u tp u t-fe ed b a c k  th a t 
re co n s tru c t e x ac tly  a  g iv en  lin ea r fu n c tio n  o f  s ta te  v ec to r. E x is ten ce  c o n d itio n s  o f  th e  
a sy m p to tic  an d  d e ad b e a t fu n c tio n a l o b se rv ers  o f  m in im al o rd e r a re  a lso  e s tab lish ed . 
P ro c e d u re s  fo r co m p u ta tio n  o f  m a trice s  o f  th e  fu n c tio n a l o b se rv e r an d  th e  s ta tic  
o u tp u t-fe ed b a c k  are  d e riv ed  an d  illu stra ted  by n u m erica l e x am p les.

1. Wprowadzenie

O b se rw a to rem  fu n k c jo n a ln y m  n azy w am y  u k ład  d y n am iczn y , k tó ry  n a  p o d sta w ie  

zn ajom ości w y m u sz e n ia  i o d p o w ied z i o b iek tu  w y zn acza  esty m atę  zad an ej fu n k c ji lin iow ej 

w ektora  s ta n u  teg o  o b iek tu  (u k ład u ). O b serw ato r fu n k c jo n a ln y  o  sk o ń czo n y m  czasie  trw a n ia  

p rzeb iegów  p rz e jśc io w y ch  n a zy w a m y  d ead b eato w y m , a  stab iln y  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  o 

n iesk o ń czo n y m  czasie  trw a n ia  p rz eb ieg ó w  p rz e jśc io w y ch  o b se rw a to rem  asy m p to ty czn y m . 

O bserw atory  fu n k c jo n a ln e  u k ład ó w  lin io w y ch  by ły  ro zp a try w an e  w  w ie lu  p ra ca ch  [ 1 , 4, 7-
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10]. W  o sta tn ic h  la tach  d u żo  u w ag i p o św ięco n o  a lg o ry tm o m  sy n tezy  (p ro jek to w an ia )  

o b se rw a to ró w  fu n k c jo n a ln y ch  m in im aln eg o  rzęd u  c iąg ły ch  u k ład ó w  lin io w y ch . C h ia-C h i 

T su i w  p ra ca ch  [8-10] p o d a ł ró żn e  a lg o ry tm y  o raz  co raz  to  lep sze  o szaco w an ie  m in im aln eg o  

rz ęd u  o b se rw a to ró w  fu n k c jo n a ln y ch  lin io w y ch  u k ład ó w  c iąg łych . N a jle p sz e  z  tych  

o sz a co w a ń  m in im aln e g o  rzęd u  je s t  n astęp u jące  [8]:m in {n , vi + . . .  +  v„} o raz  

m in {n  -  p ,  (vi -  1 )  +  . . .+  (vm -  1 ) } ,  g d z ie  n , m , p  i v,- (i =  1 , ... , p )  s ą  o d p o w ied n io  rzęd em  

o b iek tu , l ic z b ą  w e jść , lic z b ą  w y jść  o b iek tu  o ra z  ind ek sam i o b se rw o w aln o śc i o b iek tu .

C e lem  tej p racy  je s t  p o d an ie  now ej m eto d y  sy n tezy  (p ro jek to w an ia ) o b se rw a to ró w  

fu n k c jo n a ln y c h  asy m p to ty czn y ch  i d ead b eato w y ch  m in im aln eg o  rz ęd u  d y sk re tn y ch  u k ład ó w  

lin io w y ch . Z o s ta n ą  p o d an e  w aru n k i is tn ien ia  s ta ty czn eg o  sp rz ęż e n ia  od w yjśc ia,, k tó re  

d o k ład n ie  o d tw a rza  z a d a n ą  fu n k c ję  lin io w ą  w e k to ra  s tan u  o b iek tu  o raz  w aru n k i is tn ien ia  

o b se rw a to ró w  fu n k c jo n a ln y ch  a sy m p to ty czn y ch  i d ead b ea to w y ch  m in im aln e g o  rzędu . 

Z o s ta n ą  p o d a n e  ró w n ie ż  p ro ced u ry  sy n tezy  ty ch  o b se rw a to ró w  fu n k c jo n a ln y c h  oraz  

s ta ty czn eg o  sp rz ęż e n ia  od  w y jśc ia .

2. Sformułowanie zadania

N ie c h  R "*"' b ę d z ie  zb io re m  m ac ie rzy  o  e lem en tach  z  c ia ła  lic zb  rzec zy w is ty c h  i

w y m iarach  n  x  m o ra z  R "  =  R " * ' . D an y  je s t  dy sk re tn y  u k ład  lin io w y  o p isan y  ró w n a n iem

xm  = Ax, + Bu, ( l a )

y l = C x i , ( lb )

p rz y  czy m  x ; e  R " , u, e  R " ‘ i y j 6 R p s ą  o d p o w ied n io  w ek to ram i s tan u , w y m u szen ia  

(s te ro w an ia )  i o d p o w ied z i, a  A , B i C  m ac ierzam i rzeczy w is ty m i o o d p o w ie d n ic h  w y m iarach . 

Z ak ład am y , ż e  p a ra  (A, C ) je s t  o b se rw o w aln a  o raz  rząd  C  =  p.

P o szu k iw a ć  b ę d z iem y  o b se rw a to ra  fu n k c jo n a ln eg o  m in im aln eg o  rz ęd u  r  u k ład u  (1) 

o p isan eg o  ró w n an iam i:

z, =  F z ,  +  G u i +  H y, ,z ,  6 R r , F  e  R rxr, G  e R n m , H  e  R ” ”  (2a)

w, =  L z t +  M y  i , w , e R ' , L G R * ' r , M e  R ‘,xp, (2b)

k tó ry  o d tw a rz a  asy m p to ty czn ie , tj. lim  [ w , -  Kic,] =  0 ,  z a d a n ą  fu n k c ję  w e k to ra  s tan ui-»«

K xn  (3)
p rz y  czy m  m ac ie rz  K  e  R **" je s t  znana .
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Z ad a n ie  n a sz e  m o ż n a  w ięc  s fo rm u ło w ać  n astęp u jąco : Z n an e  s ą  m ac ie rz e  A , B ,  C  

układu (1 ) o ra z  m ac ie rz  K . N a le ż y  w y zn aczy ć  m in im aln y  rząd  r  o ra z  m ac ie rz e  F , G , H, L  i M  

o b serw ato ra  (2 ).

3. Rozwiązanie zadania

3.1. O b s e r w a to r y  a s y m p to ty c z n e

N ie ch

e, =  z , - T x t , T  e  R ™  (4)

K orzystając  z  (4 ), (1 ) i (2 a ) m o że m y  n ap isać

(5)e M  =  Z M  -  T x M  =  F z i +  G u i +  H y< ~ T ( A x i +  B u i )  =

= F e + { F T  +  H C -  T A )x , + (G  - TB)u,
Dla

F T  + H C  - TA =  Q i G  = TB (6)
zależność (5 ) p rz y jm u je  postać

eM = F e i (?)
R ozw iązan ie

e , =  F ' e 0 (8)
rów nania  (7 ) z a n ik a  asy m p to ty czn ie  do  z e ra  d la  i  co d la  d o w o ln eg o  e (0) w te d y  i ty lk o

wtedy, gdy  m ac ie rz  F  m a  w szy s tk ie  w a rto śc i w ła sn e  w e w n ą trz  k o la  jed n o s tk o w e g o  (jest 

m acierzą  S ch u ra ).

Z  z a leż n o śc i (4 ) w y n ik a , że  z, ->  Txi w te d y  i ty lk o  w ted y , gdy e( -*■ 0  d la  /  - » <x>. W  

tym p rzy p ad k u  w  s ta n ie  u sta lo n y m

K x , = ( L T  +  M C ) x ,  (9)

oraz

~T 
C

W  ró w n a n iu  (10) zn an e  s ą  m ac ie rze  K  i C , a  p o sz u k u jem y  m ac ie rzy  L, M  i T  o 

m ożliw e n a jm n ie jsze j lic zb ie  w ie rszy  m ac ie rzy  T.

Z  tw ie rd z e n ia  K ro n eck e ra -C ap e lleg o  [5] w y n ik a , że  is tn ie je  m ac ie rz  M  e  R ‘l*p tak a , 

że K  =  M C  w ted y  i ty lk o  w ted y , gdy

K  =  L T  +  M C  =  [L  M (10)
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r z ą d  C  =  r z ą d OD

W  ty m  p rz y p ad k u  T  =  0 ,  r  =  0 rek o n stru k c ja  fu n k c ji s tan u  (3 ) n ie  w y m ag a  obserw ato ra  

d y n a m iczn eg o  (2 ), a  je d y n ie  w y zn ac z en ia  m ac ierzy  A /jak o  ro z w iąz an ia  ró w n a n ia  M C  =  K . 

P a ra  (A ,C )  (u k ład  (1 )) je s t  o b se rw o w aln a  w ted y  i ty lk o  w tedy , gdy

p rz y  czym

2 =

r z ą d  Q  =  n ,

C

C A

C A "

( 12)

, A  e  R " * " ,C  e  R p*"

W  d a lszy c h  ro z w aż a n ia ch  k o rzy stać  b ęd z iem y  z  n a s tęp u jąceg o  lem atu , k tó reg o  dow ód 

p o d a n y  je s t  w  d o d a tk u .

L e m a t  1. D la  danej p a ry  (A ,C )  is tn ie ją  m ac ierze  n ieo so b liw e  T  e  R " " " , C i e  R p*p oraz 

m ac ie rz  A, e  R 'Kp tak ie , że

A  = T A T '] =  

w te d y  i ty lk o  w tedy , gdy

A
"-P
"o

, c  = c r '= [ c ,  o]

rząd

C

C A

C A "

=  n ,

g d z ie  q  j e s t  n a jm n ie jsz ą  l ic z b ą  n a tu ra ln ą  n ie  m n ie jsz ą  od n ~ P

N iech

K  =  [ K ] , K 2 ] , K l e R ,r*/’ , K 1  e  , T  =  [7 ],r 2] , 7; e  R n,p, T7 e  R

Je ż e li m ac ie rz  C  m a  p o stać

C  =  [C, o], d e t C, *  0 , 

to  k o rz y sta jąc  z  (1 0 ) i (1 5 ) o trzy m u jem y  [ J f , , K 2 ] =  i [ 7 j , ] +  M [C ,, 0] o raz

K i = L T ] + M C l 

K-i -  L T 2

rx{n-p)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17a)

(17b)
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N iech  rz ąd  K 2 =  r  < q . Z  za leżn o śc i (1 7 b ) o ra z  z  fak tu , że  r z ą d [L T 2 \ <  m in (  r z ą d  L ,  r z ą d  T2) 

[5] w yn ika , że  lic z b a  w ie rszy  m ac ie rzy  T  m o że  być  co  na jw yżej ró w n a  r . S tan o w i to  d o ln e  

o g ran iczen ie  n a  m in im aln y  rząd  p o sz u k iw a n eg o  o b se rw a to ra  (2 ).

Z  za leż n o śc i (6) i (1 6 ) m am y

oraz

[TA -  F T

[ T A - F T  

[:T A - F T

0
=  / /[C ,  0]

= //c,

=  0

Jeżeli m ac ie rz  A  m a  p o stać

A  = »-p
"0

to ró w n an ie  (20) p rz y jm u je  p o stać

'  0 ~ [7  „1= "-p o ra z  T

J - p . 0 \J"-n

ln-p

o

■t2 .gdyż A

N iech  F  b ę d z ie  s ta b iln ą  m a c ie rz ą  d ia g o n a ln ą

F  =  d ia g [ z l z 2 ... z r \ z , * Z j  d la  ; * / , | z , |  < 1 , / =  1 , . . . ,  r  

B iorąc p o d  u w a g ę  (2 3 ) i T  =  [i(J] e  R ™  m o że m y  ró w n a n ie  (2 2 ) n ap isać  w  p o stac i

' n  ■ I \ j i- p Z \l\ ,p * \ Z \ l \ .p * l Z \ ! \ j i

h i  • ' - p
= Z 2i 2.p +1 Z 2 i 2 ,p +2 ' ' Z l l l j i

J  r\ K i r p i-p  _ _Z r!r ,p *  1 Z  A  r.p+ l ’ Z A rp i

(1 8 )

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

R ó w n o ść  (2 4 ) o k re ś la  za leżn o śc i m ięd zy  e lem en tam i m ac ie rzy  T  o ra z  p o z w a la  część  

tych e le m en tó w  w y b rać  d o w o ln ie  i w y raz ić  p o z o s ta łe  e lem en ty  w  fu n k c ji ty ch  w y b ran y ch . 

Jeżeli n < 2 p , i o  m ac ie rz  T2 m o żn a  w y b rać  d o w o ln ie , a  7j =  F T 2 .

Z nając K 2 i T2 m o że m y  w y zn aczy ć  z  ró w n a n ia  (1 7 b ) m ac ie rz  L  w ted y  i ty lk o  w ted y , gdy

rząd  T2 = r z ą d
L^2J

(2 5 )
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N a s tę p n ie  z n a jąc  7 j ,  L \ , L  i C \ z  ró w n a n ia  (17a) m o żem y  w y zn aczy ć  m ac ie rz

M  =  ( K l - L T i ) C r 1 (26)

Z  p rz ed sta w io n y ch  ro z w aż a ń  w y n ik a  n as tęp u jąca  p ro c ed u ra  sy n tezy  o b se rw ato ra  

fu n k c jo n a ln e g o  (2 ) d la  u k ład u  ( 1 ).

P r o c e d u r a  1

K r o k  1 .  M a c ie rze  A ,C  sp ro w ad zam y  do p o stac i k an o n iczn e j (14).

K r o k  2. W y zn aczam y  rząd  m ac ie rzy  K 2 i p rzy jm u jem y  r  =  r z ą d  K i .

K r o k  3 . P rzy jm u ją c  m ac ie rz  F  w  p o stac i (23) w y zn aczam y  o g ra n ic ze n ia  (2 4 ) na 

e le m en ty  m ac ie rz y  T  o ra z  m ac ie rze  T i  i T\.

K r o k  4. S p raw d zam y  czy  je s t  sp e łn io n y  w aru n ek  (25 ). Je ż e li tak , to  z  ró w n a n ia  (17b)

w y zn aczam y  m ac ie rz  L . Je ż e li w a ru n ek  (2 5 ) n ie  je s t  sp e łn io n y , to  zw ięk szam y  r  o  jeden

i p o w ta rz a m y  k ro k  3.

K r o k  5. Z  za leżn o śc i (2 6 ) o raz

G  =  T B , H  =  [7/1, -  F T } ]C “' ' (27)

w y z n ac z am y  m ac ie rz e  M ,G  i H .

K r o k  6. K orzystając z  rów nań (2) w yznaczam y poszukiw any obserw ator funkcjonalny (2).

U w a g a . R ząd  o b se rw a to ra  (2 ) n ie  p rzek racza  w arto śc i n - p , g d y ż  d la  r  =  n - p  

m ac ie rz  T2 j e s t  m a c ie rz ą n ie o s o b liw ą  i w a ru n ek  (25) je s t  sp e łn io n y  d la  każdej m ac ie rzy  K 2 .

L e m a t  2. Je ż e li m ac ie rz  T2 m o żn a  w y b rać  d o b ro w o ln ie  i rz ąd  K 2 = r , to  L  =  K 2], 

p rz y  czy m  K 2 =  K 2tK 22, K 2t e  R "*r , K 22 e  R r ‘(" - p ) .

D o w ó d . Jeże li rząd  K 2 = r , to  m ac ie rz  K 2 m o żn a  p rz ed sta w ić  ja k o  ilo czy n  m acierzy 

K 21 i K 21, z  k tó ry ch  k a żd a  m a  rząd  ró w n y  r  [5], Jeże li T2 j e s t  d o w o ln a , to  m o że m y  wybrać 

T2 =  K 22, a  w ted y  zg o d n ie  z  (1 7b) L  =  K 2 l .

Z  p o w y ż sz y ch  ro z w aż a ń  w y n ik a  w ięc  n as tęp u jące  tw ierd zen ie .

T w ie rd z e n ie  1. Je ż e li u k ład  (1 ) sp e łn ia  w a ru n ek  (14 ), to  is tn ie je  o b se rw a to r funkcjo­

n a ln y  (2 ) rz ęd u  r  sp e łn ia jący  w aru n ek

rząd  K 2 < r  < n - p  (28)
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P r z y k ła d  1. W y zn aczy ć  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  (2) u k ład u  (1) o m ac ierzach :

A =

~2 1 1 0' '1 0 '

0 2 0 1
,  B =

0 1

1 -1 0 0 -1 2

_1 2 0 0_ _1 0

, C  =
1 0  0 0 

0 1 0  0
(29)

który o d tw a rza  asy m p to ty czn ie  fu n k c ję  l in io w ą  K x , d la

K  =
1 2  1 - 1  
3 4 - 2 2

(3 0 )

W tym  p rz y p ad k u  m am y  n  -  4 , m =  p  -  q  =  2. Ł a tw o  sp raw d z ić , że  p a ra  (A, Q  sp e łn ia  

w arunek (14 ). Is tn ie je  w ię c  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  (2) d la  teg o  u k ład u . K o rz y sta ją c  z  

procedury  1 o trzy m am y  ko le jn o :

K r o k  1 .  P a ra  ( A ,Q  m ac ie rzy  (29) m a ju ż  p o s ta ć  k a n o n ic z n ą  (14 ), a  m ac ie rz  C, =  I 2 . 

K r o k  2 . Z  (3 0 ) m am y

" 1 - f
K 2 =

•2 2
, r  =  rząd  K 2 =  1

K r o k  3 . P rzy jm u ją c  F  =  [o .l]  z  za leżn o śc i (2 4 ) d la  7’ =  [7j, r 2] =  [f ,, /2 : / 3, / J  

o trzy m am y  [/,, / , ]  =  [ O . l f j .O . l t J .

M a c ie rz  T2 =  [f3, tĄ ] m o żem y  w ięc  w y b rać  d o w o ln ie .

K r o k  4. W aru n e k  (2 5 ) je s t  sp e łn io n y  d la  T2 =  [l, — l ] , a m ac ie rz  L  =  

m ac ie rz  K 2 m o żem y  p rzed staw ić  w  po stac i

k 2 = \ 1 ~ l 1 = [  1 ][1 - 1]2 -2 2_ - 2_

K r o k  5. K o rzy sta jąc  z  za leżn o śc i (26) i (2 7 ) o trzy m am y  

'0 .9  , 2.1

, gd y ż

M  =  ( K t - 7 ,7 j ) C | = , G  =  T B  =  [-1.9 ,1 .9 ] ,  H  =  [TA{ -  FTX] C f  =  [0 .19 , -  3 .09]
3 .2  , 3.8

K r o k  6. P o szu k iw a n y  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  m a  postać  

s M  = 0 .1 z ( + [ -1 .9 ,1 .9 ]w , +  [ 0 .1 9 , - 3 .09]y,-

y.
‘ 1 '

z, +
'0.9, 2 . 1"

- 2 l 3 .2  , 3.8
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Is to tn y  w p ły w  n a  m in im aln y  rz ąd  o b se rw a to ra  fu n k c jo n a ln eg o  m a  m ac ie rz  K .  D la  tego 

sam eg o  u k ład u  (1 ) a le  ró żn y ch  K  o trzy m am y  n a  o g ó ł ró żn e  m in im aln e  rz ęd y  o b se rw ato ró w  

fu n k c jo n a ln y c h  (2 ).

P r z y k ła d  2 . N ie c h  m ac ie rze  A ,B ,C  u k ład u  (1 ) m a ją  p o stać  (29 ), a łe  m ac ie rz  K  niech 

m a  p o stać

" 1 2  1 1*
3 4  - 2  2

ró ż n ią c ą  s ię  o d  (30) ty lk o  zn ak iem  o sta tn ieg o  e lem en tu  p ierw szeg o  w ie rsza .

K o rz y sta ją c  z  p ro ced u ry  1 o trzy m am y  ko lejno :

K r o k  1 .  P a ra  ( A ,Q  m ac ie rzy  (29) m a  ju ż  p o stać  k a n o n ic z n ą  (14), a  m ac ie rz  C, =  I 2 . 

K r o k  2 . Z  (3 1 ) m am y

" 1 f

K  = (31)

K 2 = -2 2

K r o k  3 . P rzy jm u jąc  F  =
0.1 0 

0 0.2

o ra z  r  =  rz ą d  K 2 =  2 

z  za leżn o śc i 7j =  F T 2 o trzy m am y

' ‘ u 'n *0.1/, j 0 .1 / , /

J l l  l 22. 0.2 /23 0 .2 /24_

M a c ie rz  T2 m o żem y  w ięc  w y b rać  d o w o ln ie .

K r o k  4. W aru n ek  (2 5 ) je s t  sp e łn io n y  d la  każdej n ieo so b liw e j m ac ie rzy  T2 . 

R o z w iąz u ją c  ró w n an ie  (1 7 b ) d la  T2 =  I 2 o trzy m am y

L = K J - ' = \ X 1
r 2  2 .

K r o k  5 . K o rzy sta jąc  z  za leżn o śc i (2 6 ) i (2 7 ) o trzy m am y

O kO bo - 0 . 9 ,  2 *1.19 , - 0 .9 '
M  = ( K t - L T {) C ; '  =

3 .2  , 3 .6
, G  =  T B  =

1 , 0.2
, H  =  [TAt -  F T { ]C ,_1 =

1 ,2 .3 6

K r o k  6. P o szu k iw a n y  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  m a  p o stać

*0.1 , 0 * ' - 0 . 9 ,  2*

0 , 0.2
2  i +

1 > ° -2 .
M, +

' 1 , 1 *
z( +

“ 2 > 2
0 . 9 ,1 . 8 '  

3 .2  , 3 .6

" 1 . 1 9 , - 0 . 9  

1 , 2 .3 6

y.

y,
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3.2. O b s e r w a to r y  d e a d b e a to w e

O b se rw a to rem  d ead b ea to w y m  n azy w am y  o b se rw a to r o  sk o ń czo n y m  czasie  trw a n ia  

p rzeb ieg ó w  p rze jśc io w y ch . O b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  (2) n azy w ać  b ę d z iem y  o b se rw a to re m  

dead b eato w y m  u k ład u  ( 1 )  w ted y  i ty lk o  w ted y , gdy  is tn ie je  lic zb a  n a tu ra ln a  r0 tak a , że

w , =  K x , d la  w szy s tk ich  i >  r0 (32)

W y k ażem y , że  je ż e l i  u k ład  (1 ) sp e łn ia  w aru n ek  (1 4 ), to  is tn ie je  o b se rw a to r

dead b eato w y  o  p o s ta c i (2 ), d la  k tó reg o  r0 sp e łn ia  w a ru n ek

l < r z ą d  K 2 ś r 0 < n - p  (33)

Z ak ład am y , ż e  m ac ie rz e  A  i C  m a ją p o s ta c ie  o d p o w ied n io  (1 6 ) i (21).

W p rzy p ad k u  o b se rw a to ra  d ead b e a to w e g o  ja k o  m ac ie rz  F  w y b ie ram y  m ac ie rz  n i lp o te n tn ą o

postaci

F  =
0 : L

0
e  R r (34)

W  ty m  p rz y p ad k u  ró w n a n ie  (2 2 ) m a  p o stać

' u tn  ■ 2̂,p+\ 2̂,p+2 l2j,

^2 1 ‘n  ' = h,p*i t},p+2

lr\ Ki Kji-p _ G.p+l
0

‘r,p*2
0

■ <r,
■ 0

(3 5 )

R ó w n o ść  (3 5 ) o k re ś la  za leżn o śc i m ięd zy  e lem en tam i m ac ie rzy  T  o ra z  p o z w a la  czę ść  

tych e le m en tó w  w y b ra ć  d o w o ln ie  i p o z o sta łe  e lem en ty  w y raz ić  w  fu n k c ji ty ch  w y b ran y ch . 

Jeżeli n < 2 p , t o  m ac ie rz  T2 m o żn a  w y b rać  d o w o ln ie , a  7j =  F T 2 .

L e m a t  3 . Je ż e li m ac ie rz  T2 m o żn a  w y b rać  d o w o ln ie , to

r0 = r =  rz ąd  K 2 (36)

D o w ó d . Je ż e li Tj m o żn a  w y b rać  d o w o ln ie , to  w a ru n ek  (2 5 ) je s t  sp e łn io n y  i z

rów nania  (1 7 b ) m o że m y  w y zn aczy ć  m ac ie rz  L ,  a  n a s tęp n ie  z  za leżn o śc i (26) i (2 7 ) m ac ie rz e

M ,G  i H . J e ż e l i  m a c ie rz  F  m a  p o stać  (34 ), to  ła tw o  w y k azać , że

F ‘  =  0 d la  /  >  r  (37)

W tym  p rz y p ad k u  z  (8) m am y  e, =  0 d la  i  >  r , a  to  im p lik u je  sp e łn ien ie  w a ru n k u  (3 2 ) d la

' ̂  rt  = r .
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Z  p rz ed s ta w io n y ch  ro z w aż a ń  w y n ik a  n as tęp u jące  tw ierd zen ie :

T w ie rd z e n ie  2 . Je ż e li u k ład  (1 ) sp e łn ia  w a ru n ek  (14 ), to  is tn ie je  d ead b eato w y

o b se rw a to r  fu n k c jo n a ln y  (2 ) rzęd u  r  sp e łn ia jący  w aru n ek

l< rz ą d  K 2 <  r  <  n -  p , (38)

k tó ry  o d tw a rz a  d o k ład n ie  fu n k c ję  l in io w ą  K x , po  czas ie  n ie  d łu ższy m  n iż  je g o  rząd .

P ro c e d u ra  sy n te zy  d e ad b ea to w eg o  o b se rw a to ra  je s t  n astęp u jąca :

P r o c e d u r a  2.

K r o k i  1  i  2  s ą  tak ie  sam e  j a k  w  p ro ced u rze  1.

K r o k  3 .  P rz y jm u ją c  m ac ie rz  F  w  p o sta c i (34) w y zn aczam y  o g ra n ic ze n ia  (3 5 ) na 

e le m en ty  m ac ie rzy  T  o ra z  m ac ie rze  T2 i 7j .

K r o k i  4 - 6  s ą  tak ie  sam e  ja k  w  p ro ced u rze  1.

Przykład 3. W y zn aczy ć  d ead b ea to w y  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  (2) d la  u k ład u  (1) 
o  m ac ie rz ac h  (2 9 ) i m ac ie rzy  K  o  po stac i (31).

K r o k i  1  i  2  s ą  tak ie  sam e, j a k  w  p rzy k ład z ie  2 , a  w ięc  r  -  2  .

ro r
K r o k  3 .  P rzy jm u jąc  F  = z  za leżn o śc i (3 5 ) o trzy m am y

M a c ie rz  T2 =
l r2i i u  j

0 0

m o żem y  w y b rać  d o w o ln ie , a  7j =

ta >23

f 22. 0 0 _

p rzy  czy m  t2 i t22 s ą  ró w n ie  d o w o ln e .

K r o k  4 . M a c ie rz  T2 w y b ie ram y  tak , aby  by ł sp e łn io n y  w a ru n ek  (25 ), n a  p rzykład

T2 =  I 2 . W  ty m  p rzy p ad k u  z  ró w n a n ia  (1 7 b ) d o stan iem y  L  =  K 2 =

K r o k  5 . P rz y jm u ją c  Tt =
0 1 
0 0

2 2

z  za leżn o śc i (26) i (2 7 ) o trzy m am y

' i  r - 1  3 "1 r

_3 6
, G  =  T B  =

1 ° . 1 2_
M  =  ( K , - L T l ) C ' ' =

K r o k  6. P o szu k iw a n y  d ead b ea to w y  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  m a  p o stać

'0 l '-1 2

JN II

0 0
z , +

1 0_ w, -

' 1 r '1 1 *
=

- 2 2
z,+

3 6

1 1 
1 2 y>

y,
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4. Wnioski, uogólnienia i problemy otwarte

P o d a n o  n o w ą  m eto d ę  sy n tezy  o b se rw a to ró w  fu n k c jo n a ln y ch  a sy m p to ty czn y ch  i 

dead b ea to w y ch  m in im a ln e g o  rz ęd u  d y sk re tn y ch  u k ład ó w  lin io w y ch . S fo rm u ło w an o  w aru n k i 

k onieczne  i w y s ta rcz a ją ce  is tn ie n ia  s ta ty czn eg o  sp rzężen ia  zw ro tn eg o  o d  w y jśc ia , k tó re  

dokładn ie  (z  u c h y b em  zero w y m ) o d tw a rza  z a d a n ą  fu n k c ję  lin io w ą  w e k to ra  s tanu . W y k azan o , 

że je ż e li  u k ład  sp e łn ia  w a ru n ek  (14 ), to  is tn ie je  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  a sy m p to ty czn y  

rzędu r, sp e łn ia jąc eg o  w a ru n ek  (2 8 ) o ra z  o b se rw a to r fu n k c jo n a ln y  d ead b ea to w y  rz ęd u  r, 

spe łn ia jącego  w a ru n ek  (38 ), k tó ry  o d tw a rza  d o k ład n ie  z a d a n ą  fu n k c ję  lin io w ą  w e k to ra  s tan u  

po czasie  n ie  d łu ższy m  n iż  je g o  rząd . P o d an o  p ro ced u ry  w y zn ac z an ia  tych  o b se rw a to ró w , 

które zo s ta ły  z ilu s tro w a n e  n a  trzech  p rzy k ład ach . M e to d ę  sy n tezy  asy m p to ty czn y ch  

o b se rw ato ró w  fu n k c jo n a ln y ch  m o żn a  sto so w ać  ró w n ie ż  do  c iąg ły ch  u k ład ó w  lin io w y ch . 

P ro b lem em  o tw a rty m  je s t  u o g ó ln ien ie  tej m eto d y  n a  u k ład y  s in g u lam e  [4] o ra z  s ta n d a rd o w e  i 

singu larne u k ład y  d w u w y m ia ro w e  [4 ,6].
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R ecen zen t: P ro f. d r h ab . Je rzy  K lam k a

A b s tr a c t

In  th e  p a p e r lin e a r f in ite -d im en s io n a l, d isc re te -tim e  co n tro l sy s tem s w ith  constra in t 

co e ffic ie n ts  a re  c o n sid e red . N e x t, o b se rv a tio n  p ro b lem  fo r th ese  sy s tem s is d e fin e d  and 

ex p la in ed . M o reo v er, fo rm al d e fin itio n  o f  d ead b ea t fu n c tio n al o b se rv er is  g iven .

A  n e w  m e th o d  fo r d e s ig n in g  o f  th e  asy m p to tic  and  d e ad b e a t fu n c tio n a l o b se rv e rs  o f 

m in im a l o rd e r fo r  lin ea r d isc re te -tim e  sy s tem s is p ro p o sed , n ecessa ry  and  suffic ien t 

co n d itio n s  a re  e s tab lish e d  fo r  th e  e x is ten ce  o f  a  s ta tic  o u tp u t-feed b ack  th a t re co n s tru c t exactly  

a  g iv en  lin e a r fu n c tio n  o f  s ta te  vec to r, ex is ten ce  c o n d itio n s o f  th e  a sy m p to tic  an d  deadbeat 

fu n c tio n a l o b se rv ers  o f  m in im al o rd e r a re  a lso  estab lish ed , p ro ced u res  fo r co m p u ta tio n  of 

m a trice s  o f  th e  fu n c tio n a l o b se rv e r and  th e  s ta tic  o u tp u t-feed b ack  are  d e riv e d  an d  illustra ted  

b y  n u m erica l ex am p les.

F u n c tio n a l o b se rv ers  fo r d iffe ren t ty p es o f  dyn am ica l sy s tem s h av e  b een  d iscu ssed  in 

m an y  p a p e rs  an d  m o n o g rap h s . T h e  p re sen t p a p e r  ex ten d s  c e rta in  re su lts  g iv en  in  papers 

[1 ,4 ,7 -1 0 ]. M o reo v er, th e  p ap er co n ta in s  sev era l rem ark s an d  c o m m en ts  co n ce rn in g  deadbeat 

o b se rv ers  fo r  lin e a r d isc re te  co n tro l system s.

L e m a t  1. D la  danej p a ry  (A ,C )  is tn ie ją  m ac ie rze  n ieo so b liw e  T  e  e  R pxp oraz

m ac ie rz  A t e  R "*p tak ie , że

D o d a te k

A =  TAT'' =  A, i 7̂  , C  =  C 7” 1 =  [C, 0] (A .l)

w ted y  i ty lk o  w ted y , gdy

C

C A
(A.2)rząd

C A "

g d z ie  q  j e s t  n a jm n ie jsz ą  l ic z b ą  n a tu ra ln ą  n ie  m n ie js z ą  o d  —— —
P
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D o w ó d

N iech

oraz

T  =

4  =

<̂7+1

K o rz y s ta ją c  ( A . l ) ,  (A .3 ) i (A .4 ) o trzym am y:

C  =  [C, 0 ] 7 \  czy li 7j =  Cj“'C

oraz

X X
' A, I 0 ••• 0

Ti
A  =

1

^2

P

0 X  • •• 0
Ti

. V
^q* 1 0 0 • •• 0

Z (A .6) m am y  

czyli

T,A = A,T, + T „ T 2A  =  A A + T ^ - Ą A  =  A qTt + T q t i , 

Tm  =  TjA -  A ,7j d la  / =  1,..., ą

(A .3 )

(A .4 )

(A .5 )

(A .6)

(A .7 )

K o rz y s ta ją c  z  (A .7 ) w y k ażem y , że  m ac ie rz  T  j e s t  n ieo so b liw a  w ted y  i ty lk o  w ted y , 

gdy je s t  sp e łn io n y  w a ru n ek  (A .2 ). B io rąc  p o d  u w ag ę  (A .3 ), (A .5 ) i (A .7 ) m o żem y  n a p isać
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Z  z a leż n o śc i (A .8) w y n ik a , że

f t  1 c r ' c "C

t-r 
••• =  rząd

q'CA
=  rząd

C A

7 i  A"_ c;'CAq_ CA"


