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OBSERWATORY FUNKCJONALNE MINIMALNEGO RZEDU
DYSKRETNYCH UKLADOW LINIOWYCH

Streszczenie. Podano nowa metode syntezy (projektowania) obserwatoréw
funkcjonalnych asymptotycznych i deadbeatowych'minimalnego rzedu dyskretnych
uktadow liniowych. Sformutowano warunki istnienia statycznego sprzezenia od
wyjscia uktadu, ktére doktadnie odtwarza zadang funkcje liniowego wektora stanu
oraz warunki istnienia  obserwatoré6w  funkcjonalnych asymptotycznych i
deadbeatowych minimalnego rzedu. Podano roéwniez procedury syntezy tych
obserwatoréw funkcjonalnych oraz statycznego sprzezenia od wyjscia. Procedury te
zostaty zilustrowane przyktadami numerycznymi.

DESIGN OF FUNCTIONAL OBSERVERS OF MINIMAL ORDER FOR
LINEAR DISCRETE-TIME SYSTEMS

Summary. A new method for designing of the asymptotic and deadbeat functional
observers of minimal order for linear discrete-time systems is proposed. Necessary and
sufficient conditions are established for the existence of a static output-feedback that
reconstruct exactly a given linear function of state vector. Existence conditions of the
asymptotic and deadbeat functional observers of minimal order are also established.
Procedures for computation of matrices of the functional observer and the static
output-feedback are derived and illustrated by numerical examples.

1. Wprowadzenie

Obserwatorem funkcjonalnym nazywamy uktad dynamiczny, ktéry na podstawie
znajomos$ci wymuszenia i odpowiedzi obiektu wyznacza estymate zadanej funkcji liniowej
wektora stanu tego obiektu (uktadu). Obserwator funkcjonalny o skofnczonym czasie trwania
przebiegéw przejsciowych nazywamy deadbeatowym, a stabilny obserwator funkcjonalny o
nieskoriczonym czasie trwania przebiegéw przejsciowych obserwatorem asymptotycznym.

Obserwatory funkcjonalne uktadéw liniowych byly rozpatrywane w wielu pracach [1, 4, 7-
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10]. W ostatnich latach duzo uwagi poSwiecono algorytmom syntezy (projektowania)
obserwatoréw funkcjonalnych minimalnego rzedu ciggtych uktadéw liniowych. Chia-Chi
Tsui w pracach [8-10] podat rézne algorytmy oraz coraz to lepsze oszacowanie minimalnego
rzedu obserwatorow funkcjonalnych liniowych wuktadéw ciggtych. Najlepsze z tych
oszacowan minimalnego rzedu jest nastepujgce [8]:min{n, vi +... + v,} oraz
min{n - p, (vi - 1) + ...+ (vm- 1)}, gdzien,m ,p iv-(i=1, .. ,p) sag odpowiednio rzedem
obiektu, liczbg wejs¢, liczbg wyjs¢ obiektu oraz indeksami obserwowalnosci obiektu.

Celem tej pracy jest podanie nowej metody syntezy (projektowania) obserwatorow
funkcjonalnych asymptotycznych i deadbeatowych minimalnego rzedu dyskretnych uktadow
liniowych. Zostang podane warunki istnienia statycznego sprzezenia od wyjscia,, ktore
doktadnie odtwarza zadang funkcje liniowg wektora stanu obiektu oraz warunki istnienia
obserwatoréw funkcjonalnych asymptotycznych i deadbeatowych minimalnego rzedu.
Zostang podane rdwniez procedury syntezy tych obserwatorow funkcjonalnych oraz

statycznego sprzezenia od wyjscia.

2. Sformutowanie zadania

Niech R"*" bedzie zbiorem macierzy o elementach z ciata liczb rzeczywistych i

wymiarach nx moraz R" = R"*'. Dany jest dyskretny uktad liniowy opisany réwnaniem
xm = Ax,+Bu, (1a)
yl =Cxi, (Ib)
przy czym x; eR", U, eR" i yj 6Rp sg odpowiednio wektorami stanu, wymuszenia

(sterowania) i odpowiedzi, a A ,B iC macierzami rzeczywistymi o odpowiednich wymiarach.
Zaktadamy, ze para (A, C)jest obserwowalna oraz rzad C = p.
Poszukiwa¢ bedziemy obserwatora funkcjonalnego minimalnego rzedu r uktadu (1)

opisanego réwnaniami:
z, =Fz,+ Gui+ Hy, .z, 6Rr, F e Rrxr, GERnNnmH e R”” (2a)
w, =Lzt+ Myi ,W,eR''LGR*'r,M e R‘xp, (2b)

ktoéry odtwarza asymptotycznie, tj. I{_’Q,"« [w,- Kic,] =0, zadang funkcje wektora stanu

Kxn (©)]

przy czym macierz K e R**" jest znana.
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Zadanie nasze mozna wiec sformutowaé nastepujgco: Znane sg macierze A, B, C

uktadu (1) oraz macierz K. Nalezy wyznaczy¢ minimalny rzad r oraz macierze F, G, H, L i M

obserwatora (2).

3. Rozwigzanie zadania

3.1. Obserwatory asymptotyczne

Niech
e, =z, -Txt, TeR™ (4)
Korzystajac z (4), (1) i (2a) mozemy napisac
eM = ZM - TxM = Fzi+ Gui+ Hy< ~ T(Axi+ Bui) = (5)
=Fe+{FT +HC-TA)X, + (G - TB)u,
Dla

FT+HC -TA=Qi G =TB (6)
zalezno$é (5) przyjmuje postac

eM = Fei @)

Rozwigzanie
e, = F'e0 (8)
rownania (7) zanika asymptotycznie do zera dla i co dla dowolnego e(0) wtedy i tylko

wtedy, gdy macierz F ma wszystkie warto$ci wiasne wewnatrz kola jednostkowego (jest

macierzg Schura).
Z zaleznoS$ci (4) wynika, ze z, -> Txi wtedy itylko wtedy, gdy e(-*m 0 dla /-» <& W
tym przypadku w stanie ustalonym

Kx,=(LT + MC)x, 9)
oraz

K=LT+MC=[L M (10

W réwnaniu (10) znane sg macierze K i C, a poszukujemy macierzy L, M i T o
mozliwe najmniejszej liczbie wierszy macierzy T.
Z twierdzenia Kroneckera-Capellego [5] wynika, ze istnieje macierz M e R'I*p taka,

ze K = MC wtedy itylko wtedy, gdy
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rzad C = rzad oD

W tym przypadku T =0, r =0 rekonstrukcja funkcji stanu (3) nie wymaga obserwatora
dynamicznego (2), ajedynie wyznaczenia macierzy A/jako rozwigzania rownania MC = K .

Para (A,C) (uktad (1)) jest obserwowalna wtedy itylko wtedy, gdy

rzad Q = n, (12)
przy czym

2= , AeR"".CeRp
CA"
W dalszych rozwazaniach korzysta¢ bedziemy z nastepujacego lematu, ktérego dowdd

podany jest w dodatku.

Lemat 1. Dla danej pary (A,C) istniejag macierze nieosobliwe T e R""",Cie R p*p oraz

macierz A, e R'Kp takie, ze

A=TAT]= o _P,c=cr'=[c, d a3
"o
wtedy itylko wtedy, gdy
C
CA
rzad -, s
CA"
P

gdzie g jestnajmniejsza liczbgnaturalng nie mniejsza od

Niech
K = [K],K2],KIeR f/ Kle ,T=[71,r2],7, e Rnp,T7e R "OP 15)
Jezeli macierz C ma postaé
Cc=[C, O]detC, *0, (€]

to korzystajac z (10) i (15) otrzymujemy [Jf,,K2]=i[7]j, ]+ M[C,,0]oraz

Ki=LT]+MClI (17a)

K-i - LT2 (17b)
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Niech rzad K2 =r < q. Z zaleznosci (17b) oraz z faktu, ze rzad[LT2\< min(rzad L, rzad T2)
[5] wynika, ze liczba wierszy macierzy T moze byé co najwyzej ro6wna r. Stanowi to dolne
ograniczenie na minimalny rzad poszukiwanego obserwatora (2).

Z zaleznosci (6) i (16) mamy

[TA- FT o =//[C, 0] (18)
oraz
[TA-FT =//c, (19)
[TA-FT =0 (20)
Jezeli macierz A ma postaé
A = P (21)
"0

to ré6wnanie (20) przyjmuje postaé

fn-p (22)
o
C0 -~ [7..1
gdyz A =" P oraz T L.
J-p . 0 \J"-n

Niech F bedzie stabilng macierzagdiagonalng

F = diag[zl z2 .. zr\z,*Zj dla ;*/,|z,|<1,/= 1,..,r (23)

Biorgc pod uwage (23) i T =[idle R™ mozemy réwnanie (22) napisa¢ w postaci

n L] N\ji-p Z\I\,p*\ Z\I\.p*1 Z\W\ji
hi o p T zzizpw  z2iz2p+2 ' ZIji (24)
Jn Ki rpi-p _ _Zrlrp*1  ZAr.p+l . ZArpi

R6Ownos¢ (24) okresla zaleznos$ci miedzy elementami macierzy T oraz pozwala czes¢
tych elementéw wybra¢ dowolnie i wyrazi¢ pozostate elementy w funkcji tych wybranych.

Jezeli n<2p,io macierz T2 mozna wybra¢ dowolnie, a 7j = FT2.

Znajac K2 i T2 mozemy wyznaczy¢ z ré6wnania (17b) macierz L wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad T2 =rzad (25)
L"2]
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Nastepnie znajac 7j, L\, L i C\ zrownania (17a) mozemy wyznaczy¢ macierz
M = (KI-LTi)Crl (26)
Z przedstawionych rozwazan wynika nastepujgca procedura syntezy obserwatora

funkcjonalnego (2) dla uktadu (1).

Procedura 1

Krok 1. Macierze A,C sprowadzamy do postaci kanonicznej (14).
Krok 2. Wyznaczamy rzad macierzy K2 iprzyjmujemy r = rzad Ki.

Krok 3. Przyjmujac macierz F w postaci (23) wyznaczamy ograniczenia (24) na

elementy macierzy T oraz macierze Ti i T\

Krok 4.Sprawdzamy czy jest spetniony warunek (25). Jezeli tak, to zré6wnania (17b)
wyznaczamy macierz L. Jezeli warunek (25) nie jest spetniony, tozwigkszamy r o jeden
i powtarzamy krok 3.

Krok 5. Z zalezno$ci (26) oraz

G =TB,H =[7/1, - FT}C“"" 27)

wyznaczamy macierze M,G i H.

Krok 6. Korzystajac z rdwnan (2) wyznaczamy poszukiwany obserwator funkcjonalny (2).

Uwaga. Rzad obserwatora (2) nie przekracza wartosci n- p, gdyz dla r=n-p

macierz T2 jest macierzgnieosobliwgiwarunek (25) jest spetniony dla kazdej macierzy K2.

Lemat 2. Jezeli macierz T2 mozna wybra¢ dobrowolnie i rzad K2=r,to L = K2],

przy czym K2 = K2tK22,K 2t e R"*r,K 2 e Rr'("-p).

Dow6d. Jezeli rzad K2=r,to macierz K2 mozna przedstawi¢ jako iloczyn macierzy
K21 i K21, z ktérych kazda ma rzad rowny r [5], Jezeli T2 jest dowolna, to mozemy wybraé

T2 = K22,a wtedy zgodnie z (17b) L = K2I.

Z powyzszych rozwazan wynika wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jezeli uktad (1) spetnia warunek (14), to istnieje obserwator funkcjo-
nalny (2) rzedu r spetniajagcy warunek

rzagd K2<r <n-p (28)
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Przyktad 1. Wyznaczy¢ obserwator funkcjonalny (2) uktadu (1) o macierzach:

2 1 1 0 ‘1 0.
0 2 0 1 0 1 10 0 0
A= . B= ,C = (29)
1 -1 00 102 0 10 O
1 2 0 0 1 0

ktéry odtwarza asymptotycznie funkcje liniowg Kx, dla

12 1-1
K = (30)
3 4 -2 2

W tym przypadku mamy n - 4, m =p - g = 2. tatwo sprawdzi¢, ze para (A, Q spetnia
warunek (14). Istnieje wiec obserwator funkcjonalny (2) dla tego uktadu. Korzystajagc z
procedury 1 otrzymamy kolejno:
Krok 1. Para (A,Q macierzy (29) majuz posta¢ kanoniczng (14), a macierz C, = 12.
Krok 2. Z (30) mamy

"1 -F
K2 = ,r=rzad K2=1
2 2

Krok 3. Przyjmujac F =TJo.d] =z zaleznos$ci (24) dla 7'=1[7j, r2]=[f,/2:/3,/]
otrzymamy [/,, /,] =[O .Ifj.O .1tJ.

Macierz T2 = [f3,tA] mozemy wiec wybra¢ dowolnie.
Krok 4. Warunek (25) jest spetniony dla T2 =[I,—], a macierz L = , gdyz

macierz K2 mozemy przedstawi¢ w postaci

=\ ~11=071 1 -1
AR

Krok 5. Korzystajac z zaleznos$ci (26) i (27) otrzymamy

0.9 ,21
M = (Kt-7,7j)C| = .6 =TB =[-19 ,1.9],H = [TA{- FT{Cf =[0.19 ,- 3.09]
32,38

Krok 6. Poszukiwany obserwator funkcjonalny ma posta¢

sM =0.1z(+[-1.9,1.9]w, +[0.19,-3.09]y,-

‘1" "0.9, 2.1"
7+
-2 ! 3.2, 3.8 y
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Istotny wptyw na minimalny rzad obserwatora funkcjonalnego ma macierz K. Dla tego
samego uktadu (1) ale r6znych K otrzymamy na og64 r6zne minimalne rzedy obserwatorow

funkcjonalnych (2).

Przyktad 2. Niech macierze A,B,C uktadu (1) maja posta¢ (29), ate macierz K niech
ma postac

"12 1 1
K = (31)
3 4 -2 2

ré6znigcg sie od (30) tylko znakiem ostatniego elementu pierwszego wiersza.
Korzystajgc z procedury 1 otrzymamy kolejno:
Krok 1. Para (A,Q macierzy (29) majuz posta¢ kanoniczna (14), a macierz C, = 12.

Krok 2. Z (31) mamy

1 f
K2= oraz r =rzad K2=2
-2 2
0.1
Krok 3. Przyjmujac F = 0 02 z zalezno$ci 7j = FT2 otrzymamy

u 'n *0.1/,j 0.1/,/
NI P2 0.2/ 0.2/24_

Macierz T2 mozemy wiec wybra¢ dowolnie.
Krok 4. Warunek (25) jest spetniony dla kazdej nieosobliwej macierzy T2.
Rozwigzujac rownanie (17b) dla T2 =12o0trzymamy

L=KJ-'=\X 1

r 2 2.

Krok 5. Korzystajac z zaleznos$ci (26) i (27) otrzymamy

o 8 0.9, 2 *1.19 , -0.9"
M =(Kt-LT{)C;' = ,G =TB ,H = [TAt- FT{]JC,l=
3.2,36 1,02 1 ,2.36

Krok 6. Poszukiwany obserwator funkcjonalny ma postaé

0.1, 0* '-0.9, 2*M "1.19,-0.9
2i + , + Y,
0,02 | sen) 1 ,2.36
"1,1* 0.9,1.8'

z(+ y.
“o 52 3.2,3.6
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3.2. Obserwatory deadbeatowe

Obserwatorem deadbeatowym nazywamy obserwator o skofczonym czasie trwania
przebiegéw przejsciowych. Obserwator funkcjonalny (2) nazywaé¢ bedziemy obserwatorem
deadbeatowym uktadu (1) wtedy itylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna rO taka, ze

w, = Kx, dla wszystkich i> r0 (32)

Wykazemy, zejezeli uktad (1) spetnia warunek (14), to istnieje obserwator

deadbeatowy o postaci (2), dla ktérego r0 spetnia warunek
I<rzad K2$§r0<n -p (33)

Zaktadamy, ze macierze A i C majapostacie odpowiednio (16) i (21).

W przypadku obserwatora deadbeatowego jako macierz F wybieramy macierz nilpotentngo

postaci

F = e Rr (34)

W tym przypadku réwnanie (22) ma postac

W otn m ph  2p2 12,
21 N = h,p*i t},p+2 (35)
N Ki Kji-p. GpH ‘rp2 = <

Rownos$¢ (35) okredla zaleznosci miedzy elementami macierzy T oraz pozwala czes$é
tych elementéw wybra¢ dowolnie i pozostate elementy wyrazi¢ w funkcji tych wybranych.

Jezeli n<2p,to macierz T2 mozna wybraé¢ dowolnie, a 7j = FT2.

Lemat 3. Jezeli macierz T2 mozna wybra¢ dowolnie, to

r0=r= rzad K2 (36)

Dowdd. Jezeli Tj mozna wybra¢ dowolnie, to warunek (25) jest spetniony i z
rownania (17b) mozemy wyznaczy¢ macierz L, a nastepnie z zaleznos$ci (26) i (27) macierze
M,G i H. Jezeli macierz F ma posta¢ (34), to ftatwo wykaza¢, ze

F'=0 dla/>r (37)

W tym przypadku z (8) mamy e, =0 dla i>r, a to implikuje spetnienie warunku (32) dla

Art=r .
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Z przedstawionych rozwazan wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Jezeli uktad (1) spetnia warunek (14), to istnieje deadbeatowy

obserwator funkcjonalny (2) rzedu r spetniajacy warunek

I<rzad K2<r<n-p, (38)

ktéry odtwarza doktadnie funkcje liniowa Kx, po czasie nie dtuzszym niz jego rzad.
Procedura syntezy deadbeatowego obserwatora jest nastepujaca:

Procedura 2.

Krokil i2 satakie samejak w procedurze 1.

Krok 3. Przyjmujac macierz F w postaci (34) wyznaczamy ograniczenia (35) na
elementy macierzy T oraz macierze T2 i 7j .

Kroki4-6 sgtakie samejak w procedurze 1.

Przyk’:ad 3. Wyznaczy¢ deadbeatowy obserwator funkcjonalny (2) dla uktadu (1)

o macierzach (29) i macierzy K o postaci (31).

Krokil i 2 sgtakie same, jak w przyktadzie 2, a wiec r - 2.

Lo ro r L ta >23
Krok 3. Przyjmujac F = z zalezno$ci (35) otrzymamy
OO0 £22. 0 0_
Macierz T2 = mozemy wybra¢ dowolnie, a 7j =
Ir2i iuj

przy czym t2it2 sg réwnie dowolne.

Krok 4. Macierz T2 wybieramy tak, aby byt spetniony warunek (25), na przykiad

T2=12.W tym przypadku z rdwnania (17b) dostaniemy L = K2 =

0o 1
Krok 5. Przyjmujac Tt= z zalezno$ci (26) i (27) otrzymamy
0O O

i r -1 3 "1 r
M = (K,-LTIC" = ,G =TB =

36 Lo 12

Krok 6. Poszukiwany deadbeatowy obserwator funkcjonalny ma postac
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4. Whnioski, uogo6lnienia i problemy otwarte

Podano nowa metode syntezy obserwatoréw funkcjonalnych asymptotycznych i
deadbeatowych minimalnego rzedu dyskretnych uktadéw liniowych. Sformutowano warunki
konieczne i wystarczajgce istnienia statycznego sprzezenia zwrotnego od wyjscia, ktore
doktadnie (z uchybem zerowym) odtwarza zadang funkcje liniowa wektora stanu. Wykazano,
ze jezeli uktad spetnia warunek (14), to istnieje obserwator funkcjonalny asymptotyczny
rzedu r, speiniajacego warunek (28) oraz obserwator funkcjonalny deadbeatowy rzedu r,
spetniajagcego warunek (38), ktéry odtwarza doktadnie zadang funkcje liniowg wektora stanu
po czasie nie dtuzszym niz jego rzad. Podano procedury wyznaczania tych obserwatoréw,
ktére zostaty zilustrowane na trzech przyktadach. Metode syntezy asymptotycznych
obserwator6w funkcjonalnych mozna stosowaé réwniez do ciggtych uktadoéw liniowych.
Problemem otwartym jest uogd6lnienie tej metody na uktady singulame [4] oraz standardowe i

singularne uktady dwuwymiarowe [4,6].
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Recenzent: Prof. dr hab. Jerzy Klamka

Abstract

In the paper linear finite-dimensional, discrete-time control systems with constraint
coefficients are considered. Next, observation problem for these systems is defined and
explained. Moreover, formal definition of deadbeat functional observer is given.

A new method for designing of the asymptotic and deadbeat functional observers of
minimal order for linear discrete-time systems is proposed, necessary and sufficient
conditions are established for the existence of a static output-feedback that reconstruct exactly
a given linear function of state vector, existence conditions of the asymptotic and deadbeat
functional observers of minimal order are also established, procedures for computation of
matrices of the functional observer and the static output-feedback are derived and illustrated
by numerical examples.

Functional observers for different types of dynamical systems have been discussed in
many papers and monographs. The present paper extends certain results given in papers
[1,4,7-10]. Moreover, the paper contains several remarks and comments concerning deadbeat

observers for linear discrete control systems.

Dodatek
Lemat 1. Dla danej pary (A,C) istniejg macierze nieosobliwe T e e Rpxp oraz
macierz Ate R"*p takie, ze
A=TAT"" = A i ,Cc=cCc71=[C, 0] (A1)

wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad (A2)
CA"

gdzie gq jestnajmniejszaliczba naturalngnie mniejszagod — —
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Dowadd

Niech T =

oraz
4 =
<
Korzystajac (A.l), (A.3) i (A.4) otrzymamy:
C =1[C, 0]7\czyli 7j = Cj“C
oraz
x X
AL, 0 oo
Ti Ti
A = ) 0 X .'o
g1 0 oo
.V
Z (A.6) mamy
TA=AT,+T, T2A=AA+T~-AA = AqTt+Tqti,
czyli

Tm = TjA- A7) dla /=1,.,a

119

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

Korzystajac z (A.7) wykazemy, ze macierz T jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy,

gdy jest spetniony warunek (A.2). Biorgc pod uwage (A.3), (A.5) i (A.7) mozemy napisac
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Z zaleznos$ci (A.8) wynika, ze

q'CA CA
. = rzad =rzad

TIA" c;'CAq CA"



