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UPORZADKOWANE KOLOROWANIE WIERZCHOLKOW GRAFOW

Streszczenie. W pracy przedstawiamy stosunkowo nowy model kolorowania
graféw, mianowicie kolorowanie uporzgdkowane. Po scharakteryzowaniu potencjal-
nych zastosowan tego modelu przedstawiamy liniowy algorytm kolorowania graféw
w spos6b przyblizony. Pokazujemy klasy grafow, ktére ten algorytm koloruje op-
tymalnie i klasy grafow, dla ktérych btad pokolorowania moze by¢ dowolnie duzy.
Przedstawiamy réwniez doSwiadczenia komputerowe zebrane w trakcie jego imple-
mentacji i testowania na grafach losowych.

ORDERED COLORING OF GRAPH VERTICES

Summary. We present a relatively new model of graph coloring, namely ordered
(rank) coloring. After characterizing potential applications of this model, we give a
linear-time algorithm KU for approximate graph coloring. We show graph classes
that our algorithm colors optimally and graph classes that can be colored arbitrarily
bad. Finally, we give results of computational experiments gained while testing
algorithm KU on random graphs.

1. Wprowadzenie

Istnieje kilkanascie modeli kolorowania graféw majacych zastosowania praktyczne.
Jednym z nich jest tytutowy problem kolorowania uporzagdkowanego (ang. rank/ordered
coloring). Funkcja c : V — {1,2,...,/» } jest uporzadkowanym /j-pokolorowaniem grafu
G = (V,E), jesSli dla kazdych dwéch wierzchotkéw o tym samym kolorze kazda $ciezka
pomiedzy nimi zawiera wierzchotek o kolorze wyzszym. Uporzadkowana liczba chromaty-
czna xu(G) to najmniejsza liczba k, dla ktérej graf G ma uporzagdkowane /j-kolorowanie.

Problem uporzgdkowanego kolorowania graféw znajduje zastosowanie w projektowa-
niu uktadéw VLSI [10] irozwigzywaniu uktadéw réownan liniowych metodg faktoryzacji [6].

Dalej przyblizamy to drugie zastosowanie.
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Dla danej nxn-wy miarowej, symetrycznej macierzy A obliczanajest macierz L taka, ze
A = LLt. Uporzagdkowane pokolorowanie grafu skonstruowanego na podstawie A pozwala
na rownolegte obliczanie kolumn macierzy L. Rozwigzywanie liniowego uktadu réwnan
postaci Ax —b mozna zastapi¢ rozwigzaniem dwdéch uktadéw 17x = ailLa = b. Teorie te
inozna wykorzysta¢ w statyce konstrukcji. W skutek odkszatatcalno$ci ciata kazdy jego
punkt przemieszcza sie pod wptywem przytozonego obcigzenia. Rozwigzanie zadania
rownowagi polega na wyznaczeniu tych przemieszczen. Zadanie uproéci sie znacznie,
jezeli ograniczymy sie do wyznaczenia przemieszczen tylko skofAczonej liczby punktéow
zwanych weztami. Przemieszczenia pozostatych punktéw oblicza sie na podstawie in-
terpolacji. Znajac macierz A sztywnos$ci elementu oraz sity P obcigzajagce wezty mozna
przystagpi¢ do obliczenia uktadu réwnan P = AU, w ktérym niewiadomy wektor U opisuje
przemieszczenia weztéw [12, 13).

Uporzadkowane kolorowanie graféw jest problemem NP-trudnym juz w przypadku
grafow dwudzielnych [l], chociaz ma swoje nietrywialne zawezenia wielomianowe. Co
ciekawe, problem pozostaje wielomianowy w przypadku grafow lukéw (ang. circular-arc
graphs), mimo ze klasyczne kolorowanie takich graféw jest NP-trudne [3].

W niniejszej pracy przedstawimy algorytm przyblizony o ztozonos$ci O(rn + n) do
uporzagdkowanego kolorowania dowolnych graféw, gdzie m jest liczbg krawedzi, a n jest
liczbg wierzchotk6w grafu. Podamy jego funkcje dobrociinajmniejsze trudne do kolorowa-
nia grafy. Frzcdstawimy réwniez jego dziatanie w przypadku przecietnym na podstawie
doSwiadczen komputerowych zebranych w trakcie jego implementacji i testowania na

grafach losowych.

2. Algorytm KU

Opiszemy algorytm KU, ktérego nazwa pochodzi od stdw kolorowanie uporzagdkowane.
Algorytm ten koloruje wierzchotki grafu w sposéb uporzagdkowany, nie gwarantujac jednak
uzycia minimalnej mozliwej liczby koloréw,
procedure I<U(G);
begin

wstaw wierzchotki na liste L;
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posortuj niemalejgco wg stopni elementy listy L\
zainicjuj puste zbiory S oraz Q\
while L niepusta do begin
while (L niepusta) and (stopieA(L[I]) < 1) do begin
v = UsunPierwszy(L);

5:

5 U {u};
end;
if L niepusta then begin
v := UsunOstatni(L);
Q== u {u};
end;
end;

Pokoloruj graf indukowany przez wierzchotki z S algorytmem kolorujagcym drzewa;
while Q niepusty do begin
v := UsunZeZbioru(Q);

c(v) := nowy kolor;
end;

end;

2.1. Objasnienia

Lista L jest uzywana w powyzszym algorytmie wytgcznie do celéw optymalizacyjnych -
gwarantuje znalezienie wierzchotka o maksymalnym (oraz minimalnym) stopniu w statym
czasie. Instrukcja i>:=UsunOstatni(L) oznacza wyszukanie wierzchotka o0 maksymalnym
stopniu w grafie indukowanym przez wierzchotki ze zbioru V(G) —(SuQ ), natomiast
instrukcja n:=UsunPierwszy(L) - minimalnym.

Gitéwna petla while w pseudokodzie powyzej dokonuje podziatu elementéw V (G) na
dwa zbiory: 5 oraz Q. Zbiér 5 zawiera wierzchotki, ktére indukujg las, wiec gdy lista
L jest pusta (tzn. kazdy wierzchotek w V(G) zostat dodany do S lub Q), to sg one
kolorowane przy wykorzystaniu dowolnego optymalnego algorytmu kolorujgcego drzewa.

W sktad zbioru Q natomiast wchodzg wierzchotki, ktére ostatecznie otrzymujag dodatkowe
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etykiety, tzn. parami rézne oraz nieuzyte wczes$niej, tj.
c(v) > rnaa;{c(u) :u € S},i c(v) » c(v),v,v' 6 Q,v ™ Vv,

dlatego kolejno$¢ kolorowania graféw indukowanych przez S i Q jest istotna.
Funkcja stopien(u) zwraca wierzchotek sgsiedni do v w grafie indukowanym przez zbior
V(G) —(SU Q). Podczas wykonywania operacji S := 5U{u}, Q := QU{u} nalezy zadbac

o to, aby lista L byta nadal posortowana wzgledem stopni wierzchotkéw w tym grafie.

2.2. Poprawnos$¢ i efektywnos$¢ algorytmu

Lemat 1. Grafindukowany przez wierzchotki ze zbioru S nie zawiera cykli.

Dowo6d. Przez 5- € S oznaczmy podzbiér pierwszych i wierzchotkdw przeniesionych

do zbioru S w wyniku dziatania omawianego algorytmu. Udowodnimy przez indukcje, ze
Vi=i |s| G[Si] nie zawiera cyKli.

Dla i = 1 wtasno$¢ jest prawdziwa, wiec zat6zmy, ze zachodzi réwniez dla pewnego i >
1. W (i + I)-szej operacji przenosimy wierzchotek v do zbioru S. Zaldzmy, ze lemat
nie zachodzi, tzn. w grafie Si+l powstat cykl ztozony z wierzchotkéw v ,ui,...,ujt. Aby
przenie$¢ dowolny wierzchotek p do S, musi by¢ spetniony warunek deg(p) < 1 (w grafie
G\V (G) —(SuQ)]), gdzie deg(-u) oznacza stopien wierzchotka v. Wynika stagd, ze operacja
przenoszenia dowolnego spos$réd wierzchotkéw wi,.. . powiekszata zbior jE(G[5;+i]) co
najwyzej o jeden. Zatem graf rozpiety na wierzchotkach u,ui,..., «* zawiera najwyzej k

krawedzi, co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem, ze tworzg one cykl. O

Z powyzszego lematu wynika, ze prdéba kolorowania grafu G[S] algorytmem
kolorujacym drzewa doprowadzi do poprawnego wyniku. Przydzielenie nowych kolorow
dla elementéw Q nie prowadzi do pokolorowania niepoprawnego.

Czas potrzebny na wykonanie czesci inicjalizacyjnej jest zdominawany przez operacje
sortowania, ktérg mozna przeprowadzi¢ w czasie O(m + n). Czynno$¢ usuwania krawedzi
z grafu wymaga uaktualnienia porzagdku wierzchotkéw na liscie L, co mozna zrealizowac
w statym czasie. Przeniesienie wierzchotka do zbiorow Q lub S wymaga wiec czasu pro-
porcjonalnego do jego stopnia (w zredukowanym grafie G). Pierwsza petla while wykona
wiec 0(m + n) operacji. Pokolorowanie G[S] moze odby¢ sie w czasie liniowym. Dlatego

ztozono$¢ catego algorytmu mozna oszacowaé przez 0(m + n).
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3. Najmniejsze grafy trudne dla KU

Ponizej zostaty przedstawione przyktady graféw, dla ktérych opisany algorytm nie
generuje optymalnego pokolorowania.

Piewszym przyktadem jest grafdos$¢ trudny do kolorowania, dla ktérego algorytm moze
zuzy¢ Xu(G) +1 kolorow. Taki przypadek pokazuje rysunek I(a), rysunek I(b) natomiast

przedstawia pokolorowanie optymalne.

@

- 2

Rys. 1. Najmniejszy graf ,dos¢ trudny” do kolorowania dla KU: (a) pokolorowanie suboptymalne,

(b) pokolorowanie optymalne
Fig. 1. The smallest SHC graph for algorithm KU: (a) suboptimal coloring, (b) optimal coloring

Kolejny rysunek przedstawia graf G2, dla ktérego algorytm zawsze zwrdci
pokolorowanie nieoptymalne. Dzieje sie tak dlatego, ze nalezy usung¢ 3 wierzchotki
w celu wyeliminowania wszystkich cykli, co daje pokolorowanie 5 barwami, natomiast

Xu(G2) = 4.

(®)

Rys. 2. Graf ,trudny” do kolorowania dla KU: (a) pokolorowanie suboptymalne, (b)

pokolorowanie optymalne
Fig. 2. HC graph for algorithm KU: (a) suboptimal coloring, (b) optimal coloring
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Ostatni przyktad dowodzi, ze funkcja dobroci dla rozwazanego algorytmu jest liniowa,
poniewaz KU koloruje graf, pokazany na rys. 3, k + 3 barwami dla kazdego k > 3,
natomiast liczba uporzgdkowana wynosi 4. Zatem KU(G*) = A+ 3, Xu(Gk) = 4, a

poniewaz liczba wierzchotkéw n(G*) = 3/c+ 1, wiec funkcja dobroci KU(n) = 0(n).

Rys. 3. Graf Gfc, dla ktérego Xu(Gk) — 4
Fig. 3. Graph Gfc for which Xu (Gfc) = 4

4. Klasy graféw kolorowane optymalnie przez algorytm KU

Lemat 2. x«(C,) = Xu(Pn-i) + 1= ilogin] + 1

Dow6d. Korzystajagc z zasady indukcji matematycznej mozna wykazaé, ze k kolorami
mozna pokolorowac $ciezke o dtugosci co najwyzej 2k—1. Niech v bedzie dowolnym wierz-
chotkiem w cyklu Cn. Wystarczy pokazaé, ze zadnego optymalnego pokolorowania grafu
Cn —v nie mozna rozszerzy¢ na poprawne pokolorowanie grafu Cn poprzez przydzielenie
wierzchotkowi v koloru ze zbioru {1,..., Xu(Gn—u)}. Oznaczymy k = Xu{Pn-i) i dowodz-
imy poprzednie zdanie nie wprost. W optymalnym pokolorowaniu Pn-1 kolor Ajest uzyty
jednokrotnie. Réwniez koloru k —1 mozna uzyé tylko raz, poniewaz w przeciwnym przy-
padku wierzchotek vmusiatby otrzymac¢ barwe wiekszg niz k. Kolory Ai A— 1 z3 zawsze
zabronione dlawierzchotka v, ale uzycie k —2 bytoby mozliwe, o ileten kolor zostatby

uzyty do pokolorowania Pn-1 tylko raz i wystepowatby pomiedzy etykietami k oraz A-1-
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Korzystajac ze stwierdzenia na poczatku tego dowodu mozna obliczy¢ dtugos$é Sciezki:
n- 1< 2@2fc3- 1)+ 2+ 2*~2- 1= 2k~1- 1,

a Sciezke o takiej dtugos$ci mozna pokolorowa¢ za pomocg k —1 barw, co oznacza, ze
skonstruowane pokolorowanie nie jest optymalne. Nalezy jeszcze zauwazyé, ze proba
utworzenia pokolorowania, w ktéorym wierzchotkowi v bedzie mozna przydzieli¢ etykiete

k - s,s > 2, tworzy $ciezke o dtugosci:
n- 1= 2k~*~1- 1+ 2k~2- 1+ 2*-3- 1+ eee+ 2k~s~1- 1+ s= 2*%-1- 1,
co prowadzi do sprzecznosci.
W celu wykazania drugiej rownos$ci nalezy pokazaé, ze Xu{Pn) = Nog2(n + 1)]. Jesli
k oznacza liczbe koloréw w optymalnym pokolorowaniu, to
2k-1—1<n<2E- 1L
Po wykonaniu przeksztatcen otrzymujemy:
log2(n + 1) < k < log2(n+ 1)+ 1
k = \og2{n+ 1)]. O
Twierdzenie 1. Algorytm KU koloruje optymalnie cykle.

Dowéd. Algorytm KU, otrzymujgc na wejsciu cykl, umiesci jeden wierzchotek w
zbiorze Q, a nastepnie tak powstaty podgraf (Sciezka) pokoloruje optymalnie i ostatecznie
wierzchotek v 6 Q otrzyma dodatkowa barwe. Z poprzedniego lematu wynika, ze liczba

uzytych koloréw nie moze by¢ nizsza. O
Lemat 3. xu(W,) = \log2{n - 1)] + 2

Dowdéd. Wierzchotek ostopniu n-1, ktéry oznaczymy przez u, w kazdym pokolorowa-
niu otrzymuje dodatkowy kolor. Zatem optymalne pokolorowanie kola Wn otrzymujemy

kolorujac optymalnie cykl wWn - v, co wymaga uzycia \log2(n - 1)] + 1 barw. O
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Twierdzenie 2. Algorytm KU koloruje optymalnie kota.

Dowdéd. Zbiér Q po zakoriczeniu obliczen w gtéwnej petli bedzie zawierat dwa ele-
menty: wierzchotek o stopniu n — 1 oraz dowolny spoéréd pozostatych. Powyzsze dwa
wierzchotki otrzymajg dodatkowe etykiety ijest to rozwigzanie optymalne, co wynika z

wczesniejszego lematu. O

Lemat 4. Niech G = K Sir..t3t bedzie grafem petnym k-dzielnym. Wodwczas Xu(G) =

n— maa;{si,..., s*} + 1.

Dowdéd. Teza wynika stad, ze jesli w jednym z podzbioréw zawierajacych wierz-
chotki niesgsiednie w G dwa wierzchotki maja przydzielony jednakowy kolor, to wszystkie

wierzchotki z nimi sgsiednie muszg mie¢ etykiety wyzsze i parami r6zne. O

Twierdzenie 3. Algorytm KU koloruje optymalnie grafy petne k-dzielne.

Dowdd. W grafie K $u.,Skjest s; wierzchotkéw (oznaczmy ich zbidr przez D) o maksy-
malnym stopniu, gdzie Si < Sjdlaj = 1,..., k. Algorytm w pierwszym kroku zdecyduje
przenie$¢ wierzchotek ze zbioru D do zbioru Q, co spowoduje zmniejszenie stopni wierz-
chotkéw, ktére nie nalezg do D, nie zmieniajagc jednoczes$nie stopni tych z D. Po Si
iteracjach gtownej petli graf wejsciowy zostanie zredukowany do K Su...ti_uSi+u..t k. Algo-
rytm bedzie przenosi¢ kolejne wierzchotki do zbioru Q, az rozpatrywany graf zredukuje
sie do A'i)max{si,...,3t}- Wowczas liscie otrzymaja najnizszy kolor. Dla wierzchotka central-
nego nalezy wprowadzi¢ nowy kolor, po czym wszystkie pozostate (usuniete wczeéniej)
wierzchotki otrzymajag oddzielne etykiety, co jest rozwigzaniem optymalnym na mocy

poprzedniego lematu. O

Twierdzenie 4. Algorytm KU koloruje optymalnie drzewa oraz grafy petne.

Dowdd. KU otrzymujac na wejéciu drzewo umiesci wszystkie wierzchotki w zbiorze 5,
ktére nastepnie zostang zaetykietowane optymalnie w podprogramie kolorujgcym drzewa.
Z poprawnosdci algorytmu wynika, ze koloruje optymalnie grafy petne, poniewaz Xu(Kn) —

n. O
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5. Doswiadczenia komputerowe

W niniejszym punkcie podajemy wyniki doSwiadczern komputerowych zebranych pod-
czas testowania algorytmu KU. Mierzonymi wielko$ciami byty: liczba zuzywanych koloréw
oraz czas obliczen. Pojedyncza prdba polegata na wygenerowaniu 10 graféw losowych,
ktére podano na wejscie algorytmu, a nastepnie uéredniano otrzymane na wyjsciu wyniki.
Obliczone liczby kolorow zostaty zaokraglone do liczb catkowitych. Tabela 1 zawiera tak
obliczone wartosci dla ré6znych rozmiaréw n = 100,200,..., 1000 oraz gesto$ci graféow
g —0.05,0.1,0.125,0.25,0.375,0.5. Litera | oznacza liczbe kolorow uzytych przez algo-
rytm KU.

Do optymalnego kolorowania drzew uzyto algorytmu opisanego w pracy [2], o
ztozonos$ci O(nlogn).

Obliczenia bylty wykonywane na komputerze wyposazonym w procesor Intel Celeron
700 MHz. Algorytm zakodowano w jezyku C++. Strukturg danych przechowujacg grafy

w pamieci byta macierz sgsiedztwa, co implikuje kwadratowa ztozono$¢ algorytmu.

Tabela 1
Wyniki doswiadczen komputerowych
gestosé g
0.05 0.1 0.125 0.25 0.375 0.5
n | czas 1 czas | czas 1 czas 1 czas 1 czas

100 36 0.001 57 0.002 63 0.002 80 0.003 87 0.005 91 0.005
200 108 0O.000 145 0.008 154 0.010 175 0.015 184 0.028 189 0.045
300 192 0.015 237 0.020 247 0.023 273 0.048 283 0.091 288 0.154
400 281 0.027 331 0.036 344 0.047 370 0.111 3S2 0.223 388 0.390
500 371 0.044 427 0.065 441 0.080 471 0.213 482 0.448 487 0.782
600 465 0.065 523 0.103 539 0.132 570 0.374 581 0.796 587 1.383
700 559 0.091 623 0.156 637 0.204 669 0.599 681 1.280 687 2.199
800 654 0.122 720 0.217 736 0.289 768 0.891 781 1.898 787 3.270
900 751 0.163 818 0.304 834 0.407 869 1.2383 880 2.702 887 4.680

1000 848 0.207 917 0.399 934 0.544 968 1.734 979 3.693 987 6.368
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6. Uwagi koncowe

Tabela 2 zawiera informacje na temat uporzgdkowanego kolorowania réznych klas
graféw, w szczegdlnoéci oszacowania liczby uporzadkowanej Xu{G) oraz ztozonosci
doktadnych algorytméw kolorowania, o ile sg znane. Dane zostaty zebrane na podstawie
informacji dostepnych w literaturze oraz w niniejszej pracy.

Na zakonczenie odnotujemy, ze problem uporzagdkowanego kolorowania krawedzi jest

rowniez NP-trudny [11] i pozostaje takim nawet dla grafow dwudzielnych.

Tabela 2
Ztozonos$¢ obliczeniowa kolorowania uporzagdkowanego
Typy graféow ztozono$¢ Xu(G) Literatura
dwudzielne NPC ? [11
dopetnienia dwudzielnych NPC ? 1]
krawedziowe NPC ? [U]
planarne ? Cs/n < Xu(G) < 3(s/6 + 2)y/n 2]
Pn 0(n) [log2(n + 1)]
drzewa O(n) Xu{T) < 1+ [log2nJ [2, 4]
cn 0{n) flog2n) + 1
w n 0{n) [log2(n - 1)1+ 2
Ks\,...,sk 0(n + m) n- max{s\,... sjt} +1
“starlike” o(n + m) ? [9]
grafy cZ-trapezoidalne 0 (n3Xu(G)3d+3) ? [3]
grafy przedziatowe 0 (n3) ? [3]
grafy lukéow 0 (n3) ? [3]
permutacyjne 0{vP) ? [8]
drzewa - kol. krawedzi 0(m) ? [71
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Abstract

There are about a dozen of graph coloring models which have practical applications.
One of them is an ordered (rank) coloring of the vertices of G. A legal coloring of vertices
is called ordered if any path joining the vertices of the same color goes via a vertex of
higher color. The problem of ordered graph coloring can be applied in designing VLSI
circuits and in computing Cholesky factorizations of matrices in parallel.

This problem is NP-hard even if the input graph is bipartite, though it has numerous
easy instances. It is interesting that the problem remains polynomially solvable in the case
of circular-arc graphs (the classical coloring of such graphs is intractable). In the paper
we present a linear-time algorithm for approximate coloring of general graphs. We give
graph classes that our algorithm colors optimally and graph classes that can be colored
arbitrarily bad. Finally, we give results of computational experiments gained while testing
our algorithm on random graphs.



