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Streszczenie. W p ra c y  p rz e d s ta w ia m y  s to su n k o w o  n o w y  m o d e l k o lo ro w a n ia  
g ra fó w , m ia n o w ic ie  k o lo ro w an ie  u p o rz ą d k o w a n e . P o  s c h a ra k te ry z o w a n iu  p o te n c ja l ­
n y ch  z a s to s o w a ń  te g o  m o d e lu  p rz e d s ta w ia m y  lin io w y  a lg o ry tm  k o lo ro w a n ia  g ra fó w  
w s p o s ó b  p rz y b liżo n y . P o k a z u je m y  k la sy  g ra fó w , k tó re  te n  a lg o ry tm  k o lo ru je  o p ­
ty m a ln ie  i k la sy  g ra fó w , d la  k tó ry c h  b łą d  p o k o lo ro w a n ia  m o że  być  d o w o ln ie  du ży . 
P rz e d s ta w ia m y  ró w n ie ż  d o św ia d c z e n ia  k o m p u te ro w e  z e b ra n e  w  tra k c ie  je g o  im p le ­
m e n ta c j i  i te s to w a n ia  n a  g ra fa c h  lo sow ych .

O R D E R E D  C O L O R I N G  O F  G R A P H  V E R T I C E S

S u m m a r y .  W e p re s e n t  a  re la tiv e ly  n ew  m o d e l o f  g ra p h  c o lo rin g , n a m e ly  o rd e re d  
( ra n k )  c o lo r in g . A f te r  c h a ra c te r iz in g  p o te n t ia l  a p p lic a t io n s  o f  th is  m o d e l, we g iv e  a  
l in e a r - t im e  a lg o r i th m  K U  fo r a p p ro x im a te  g ra p h  co lo rin g . W e sh o w  g ra p h  c la sses  
t h a t  o u r  a lg o r i th m  c o lo rs  o p t im a lly  a n d  g ra p h  c la sses  t h a t  c a n  b e  c o lo re d  a r b i t r a r i ly  
b a d . F in a lly , w e g ive  r e s u l ts  o f  c o m p u ta t io n a l  e x p e r im e n ts  g a in e d  w h ile  te s t in g  
a lg o r i th m  K U  o n  r a n d o m  g ra p h s .

1. Wprowadzenie

Is tn ie je  k ilk a n a śc ie  m o d e li  k o lo ro w a n ia  g ra fó w  m a ją c y c h  z a s to s o w a n ia  p ra k ty c z n e . 

Jednym  z n ich  j e s t  ty tu ło w y  p ro b le m  k o lo ro w a n ia  u p o rz ą d k o w a n e g o  (an g . r a n k / o r d e r e d  

co lo rin g ). F u n k c ja  c  : V  —> { 1 ,2 ,  ...,/► } je s t  u p o rz ą d k o w a n y m  /¡-p o k o lo ro w an iem  g ra fu  

G  =  ( V , E ) ,  je ś li  d la  k a ż d y c h  d w ó ch  w ie rzch o łk ó w  o  ty m  sa m y m  k o lo rze  k a ż d a  śc ieżk a  

pom iędzy  n im i z a w ie ra  w ie rzc h o łe k  o  k o lo rze  w y ższy m . U p o rz ą d k o w a n a  liczb a  c h ro m a ty ­

czna x u (G ) to  n a jm n ie js z a  lic z b a  k , d la  k tó re j  g ra f  G  m a  u p o rz ą d k o w a n e  /¡-k o lo ro w an ie .

P ro b le m  u p o rz ą d k o w a n e g o  k o lo ro w a n ia  g ra fó w  z n a jd u je  z a s to so w a n ie  w  p ro je k to w a ­

niu u k ład ó w  V L S I [10] i ro z w iąz y w a n iu  u k ła d ó w  ró w n a ń  lin io w y ch  m e to d ą  fa k to ry z a c ji  [6]. 

Dalej p rz y b liż a m y  to  d ru g ie  zas to so w an ie .
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D la  d a n e j n x n - w y  m ia ro w e j, sy m e try c z n e j m a c ie rz y  A  o b l ic z a n a je s t  m a c ie rz  L  ta k a ,  że 

A  =  L L t . U p o rz ą d k o w a n e  p o k o lo ro w a n ie  g ra fu  sk o n s tru o w a n e g o  n a  p o d s ta w ie  A  po zw ala  

n a  ró w n o le g łe  o b lic z a n ie  k o lu m n  m a c ie rz y  L .  R o z w iąz y w a n ie  lin io w eg o  u k ła d u  rów n ań  

p o s ta c i  A x  — b m o ż n a  z a s tą p ić  ro z w ią z a n ie m  d w ó ch  u k ła d ó w  l 7 x  =  a  i L a  =  b. T eo rię  tę 

in o ż n a  w y k o rz y s ta ć  w  s ta ty c e  k o n s tru k c ji .  W s k u te k  o d k sz a ta łc a ln o ś c i  c ia ła  k a żd y  jego 

p u n k t  p rz e m ie sz c z a  s ię  p o d  w p ły w em  p rz y ło ż o n eg o  o b c ią ż e n ia . R o z w ią z a n ie  z ad a n ia  

ró w n o w ag i p o le g a  n a  w y z n a c z e n iu  ty ch  p rz em ie sz c ze ń . Z a d a n ie  u p ro śc i się  znacznie , 

je ż e li  o g ra n ic z y m y  się  d o  w y z n a c z e n ia  p rz em ie sz c ze ń  ty lk o  sk o ń czo n e j lic zb y  p u n k tó w  

zw an y c h  w ę z ła m i. P rz e m ie s z c z e n ia  p o z o s ta ły c h  p u n k tó w  o b lic z a  s ię  n a  p o d s ta w ie  in­

te rp o la c j i .  Z n a ją c  m a c ie rz  A  sz ty w n o śc i e le m e n tu  o ra z  s iły  P  o b c ią ż a ją c e  w ęzły  m ożna 

p rz y s tą p ić  d o  o b lic z e n ia  u k ła d u  ró w n a ń  P  =  A U ,  w  k tó ry m  n ie w ia d o m y  w e k to r  U  opisuje 

p rz e m ie sz c z e n ia  w ęzłó w  [12, 13).

U p o rz ą d k o w a n e  k o lo ro w an ie  g ra fó w  j e s t  p ro b le m e m  N P - tr u d n y m  ju ż  w  p rzy p ad k u  

g ra fó w  d w u d z ie ln y c h  [1 ], ch o c iaż  m a  sw o je  n ie try w ia ln e  z a w ę ż e n ia  w ie lo m ian o w e. Co 

c iekaw e, p ro b le m  p o z o s ta je  w ie lo m ian o w y  w p rz y p a d k u  g ra fó w  lu k ó w  (a n g . c ircu la r-a rc  

g r a p h s ) ,  m im o  że  k la sy cz n e  k o lo ro w an ie  ta k ic h  g ra fó w  j e s t  N P - tr u d n e  [3].

W  n in ie jsz e j p ra c y  p rz e d s ta w im y  a lg o ry tm  p rz y b liż o n y  o z ło żo n o śc i 0 ( r n  +  n )  do 

u p o rz ą d k o w a n e g o  k o lo ro w a n ia  d o w o ln y ch  g ra fó w , g d z ie  m  je s t  l ic z b ą  k ra w ę d z i, a  n  jest 

l ic z b ą  w ie rzc h o łk ó w  g ra fu . P o d a m y  je g o  fu n k c ję  d o b ro c i  i n a jm n ie js z e  t r u d n e  d o  kolorowa­

n ia  g ra fy . F rz c d s ta w im y  ró w n ie ż  je g o  d z ia ła n ie  w  p rz y p a d k u  p rz e c ię tn y m  n a  podstaw ie 

d o św ia d c z e ń  k o m p u te ro w y c h  z e b ra n y c h  w  tra k c ie  je g o  im p le m e n ta c ji  i te s to w a n ia  na 

g ra fa c h  lo sow ych .

2. Algorytm KU

O p isz e m y  a lg o ry tm  K U , k tó re g o  n a zw a  p o c h o d z i o d  słów  k o lo ro w a n ie  u porządkow ane. 

A lg o ry tm  te n  k o lo ru je  w ie rzch o łk i g ra fu  w  sp o só b  u p o rz ąd k o w an y , n ie  g w a ra n tu ją c  jednak 

u ż y c ia  m in im a ln e j m ożliw ej liczby  ko lorów , 

p r o c e d u r ę  I< U (G ); 

b e g i n

w s ta w  w ie rzch o łk i n a  l is tę  L ;
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p o so r tu j  n ie m a le ją c o  w g s to p n i  e le m en ty  l is ty  L\  

z a in ic ju j p u s te  z b io ry  S  o ra z  Q\ 

w h i l e  L  n ie p u s ta  d o  b e g i n  

w h i l e  (L  n ie p u s ta )  a n d  ( s to p ie ń (L [ l] )  <  1 ) d o  b e g i n  

v  : =  U s u ń P ie rw sz y (L ) ;

5 : =  5  U {u}; 

e n d ;

i f  L  n i e p u s ta  t h e n  b e g i n  

v  : =  U s u ń O s ta tn i ( L ) ;

Q ■= <3 u {u};
e n d ;

e n d ;

P o k o lo ru j g r a f  in d u k o w a n y  p rz e z  w ie rzch o łk i z S  a lg o ry tm e m  k o lo ru ją c y m  d rzew a ; 

w h i l e  Q  n ie p u s ty  d o  b e g i n  

v  : =  U su ń Z e Z b io ru (Q ) ;  

c (v )  :=  n o w y  k o lo r; 

e n d ;  

e n d ;

2.1. Objaśnienia

L is ta  L  j e s t  u ż y w a n a  w p o w y ż sz y m  a lg o ry tm ie  w y łą c z n ie  d o  celów  o p ty m a liz a c y jn y c h  -  

g w a ran tu je  z n a le z ie n ie  w ie rzc h o łk a  o  m a k s y m a ln y m  (o ra z  m in im a ln y m ) s to p n iu  w  s ta ły m  

czasie. In s t r u k c ja  i> := U s u ń O s ta tn i(L )  o z n a c z a  w y szu k a n ie  w ie rzc h o łk a  o  m a k s y m a ln y m  

s to p n iu  w  g ra fie  in d u k o w a n y m  p rz e z  w ie rzch o łk i ze  z b io ru  V ( G ) — ( S u Q ) ,  n a to m ia s t  

in s tru k c ja  n := U s u ń P ie rw s z y (L )  -  m in im a ln y m .

G łó w n a  p ę t l a  w h i l e  w  p se u d o k o d z ie  p o w y żej d o k o n u je  p o d z ia łu  e le m e n tó w  V (G ) n a  

dwa zb io ry : 5  o ra z  Q . Z b ió r  5  z a w ie ra  w ie rzch o łk i, k tó re  in d u k u ją  la s , w ięc  g d y  l i s ta  

L  je s t  p u s ta  ( tz n . k a ż d y  w ie rzc h o łe k  w  V ( G )  z o s ta ł  d o d a n y  d o  S  lu b  Q ), to  s ą  o n e  

kolorow ane p rz y  w y k o rz y s ta n iu  d o w o ln eg o  o p ty m a ln e g o  a lg o ry tm u  k o lo ru ją ce g o  d rzew a . 

W  sk ład  z b io ru  Q  n a to m ia s t  w c h o d z ą  w ie rzc h o łk i, k tó re  o s ta te c z n ie  o t r z y m u ją  d o d a tk o w e
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e ty k ie ty , tz n .  p a ra m i  ró ż n e  o ra z  n ie u ż y te  w cześn ie j, t j .

c (v ) >  rn aa ;{ c (u ) : u  €  S } , i  c (v )  ^  c ( v ' ) , v , v '  6  Q , v  ^  v ' ,

d la te g o  k o le jn o ść  k o lo ro w a n ia  g ra fó w  in d u k o w a n y ch  p rz e z  S  i Q  j e s t  i s to tn a .

F u n k c ja  s to p ie ń (u )  z w ra c a  w ie rzc h o łe k  są s ie d n i d o  v  w  g ra fie  in d u k o w a n y m  p rz e z  zb ió r 

V ( G )  — (S U Q ). P o d c z a s  w y k o n y w an ia  o p e ra c ji  S  :=  5 U { u } ,  Q  :=  Q U { u }  n a le ż y  zad b a ć  

o  to ,  a b y  l i s ta  L  b y ła  n a d a l  p o so r to w a n a  w zg lęd em  s to p n i  w ie rzch o łk ó w  w  ty m  grafie .

2 .2 . P o p ra w n o ś ć  i e fe k ty w n o ść  a lg o r y tm u

L e m a t  1 . G r a f  in d u k o w a n y  p r z e z  w ie r z c h o łk i ze z b io ru  S  n ie  z a w ie ra  c y k li.

D o w ó d .  P rz e z  5,- €  S  o z n ac zm y  p o d z b ió r  p ie rw szy c h  i  w ie rzch o łk ó w  p rzen ies io n y ch  

d o  z b io ru  S  w  w y n ik u  d z ia ła n ia  o m aw ia n eg o  a lg o ry tm u . U d o w o d n im y  p rz e z  in d u k c ję , że

Vi= i  |s | G [S i] n ie  z a w ie ra  cyk li.

D la  i  =  1 w ła sn o ść  j e s t  p ra w d z iw a , w ięc  za łó żm y , że  z a c h o d z i ró w n ież  d la  p e w n eg o  i  >

1. W  ( i  +  l ) - s z e j  o p e ra c ji  p rz e n o s im y  w ie rzch o łek  v  d o  z b io ru  S .  Z ałóżm y, że  lem a t 

n ie  z a c h o d z i, tz n .  w  g ra fie  S i+1 p o w s ta ł  cy k l z ło żo n y  z w ie rzc h o łk ó w  v , u i , . . . , u j t .  Aby 

p rz e n ie ść  d o w o ln y  w ie rzch o łek  p  d o  S ,  m u si b y ć  sp e łn io n y  w a ru n e k  d e g (p ) <  1 (w  grafie 

G \ V (G ) — ( S u Q ) ] ) ,  g d z ie  deg(-u) o z n a c z a  s to p ie ń  w ie rzc h o łk a  v .  W y n ik a  s tą d ,  że  o p e rac ja  

p rz e n o sz e n ia  d o w o ln eg o  sp o ś ró d  w ie rzch o łk ó w  w i , . . . p o wi ę k s z a ł a  z b ió r  jE (G [5 ;+ i]) co 

n a jw y ż e j o  je d e n . Z a te m  g ra f  ro z p ię ty  n a  w ie rzch o łk ach  u , u i , . . . ,  «*  z a w ie ra  n a jw y że j k 

k ra w ę d z i, co  p ro w a d z i d o  sp rz ec z n o śc i z z a ło że n iem , że tw o rz ą  o n e  cy k l. □

Z p o w y ższeg o  le m a tu  w y n ik a , że p ró b a  k o lo ro w a n ia  g ra fu  G [S ] a lg o ry tm em  

k o lo ru ją c y m  d rz e w a  d o p ro w a d z i d o  p o p ra w n e g o  w y n ik u . P rz y d z ie le n ie  n o w y ch  kolorów 

d la  e le m e n tó w  Q  n ie  p ro w a d z i d o  p o k o lo ro w a n ia  n ie p o p ra w n e g o .

C z a s  p o tr z e b n y  n a  w y k o n a n ie  części in ic ja liz a c y jn e j j e s t  z d o m in a w a n y  p rz ez  operację  

so r to w a n ia ,  k tó r ą  m o ż n a  p rz e p ro w a d z ić  w  czasie  0 ( m  +  n ) .  C z y n n o ść  u su w a n ia  kraw ędzi 

z  g ra fu  w y m a g a  u a k tu a ln ie n ia  p o rz ą d k u  w ie rzch o łk ó w  n a  liśc ie  L , co  m o ż n a  zrealizow ać 

w  s ta ły m  czasie . P rz e n ie s ie n ie  w ie rzc h o łk a  d o  z b io ró w  Q  lu b  S  w y m a g a  w ięc  c z a su  pro­

p o rc jo n a ln e g o  d o  je g o  s to p n ia  (w  z red u k o w a n y m  g ra fie  G ). P ie rw sz a  p ę t l a  w h i l e  wykona 

w ięc  0 ( m  +  n )  o p e ra c ji .  P o k o lo ro w a n ie  G [S ] m o że  o d b y ć  sie  w  czas ie  lin io w y m . D latego 

z ło ż o n o ść  c a łe g o  a lg o ry tm u  m o ż n a  o szaco w ać  p rz e z  0 ( m  +  n ) .
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3. Najmniejsze grafy trudne dla KU

P o n iże j z o s ta ły  p rz e d s ta w io n e  p rz y k ła d y  g ra fó w , d la  k tó ry c h  o p isa n y  a lg o ry tm  n ie  

generuje o p ty m a ln e g o  p o k o lo ro w a n ia .

P ie w sz y m  p rz y k ła d e m  j e s t  g r a f  d o ść  t ru d n y  d o  k o lo ro w a n ia , d la  k tó re g o  a lg o ry tm  m o że  

zużyć X u(G ) + 1  k o lo ró w . T a k i  p rz y p a d e k  p o k a z u je  ry su n e k  l ( a ) ,  ry su n e k  l ( b )  n a to m ia s t  

p rz ed s ta w ia  p o k o lo ro w a n ie  o p ty m a ln e .

(a)

• » 2

Rys. 1. Najmniejszy graf „dość trudny” do kolorowania dla KU: (a) pokolorowanie suboptymalne,
(b) pokolorowanie optymalne 

Fig. 1. The smallest SHC graph for algorithm  KU: (a) suboptimal coloring, (b) optimal coloring

K o le jn y  ry su n e k  p rz e d s ta w ia  g ra f  G 2 , d la  k tó re g o  a lg o ry tm  zaw sze  zw ró ci 

p okolorow anie  n ie o p ty m a ln e .  D z ie je  się  t a k  d la te g o , że  n a le ży  u s u n ą ć  3 w ie rzc h o łk i 

w celu w y e lim in o w a n ia  w szy s tk ic h  cy k li, co d a je  p o k o lo ro w a n ie  5 b a rw a m i, n a to m ia s t  

Xu( G 2) =  4.

(b)

Rys. 2. G raf „ trudny” do kolorowania dla KU: (a) pokolorowanie suboptym alne, (b) 
pokolorowanie optymalne 

Fig. 2. HC graph for algorithm  KU: (a) suboptimal coloring, (b) optimal coloring
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O s ta tn i  p rz y k ła d  d o w o d z i, że  fu n k c ja  d o b ro c i d la  ro z w aż a n eg o  a lg o ry tm u  je s t  lin iow a, 

p o n ie w a ż  K U  k o lo ru je  g ra f, p o k a z a n y  n a  ry s . 3 , k  +  3 b a rw a m i d la  k ażd eg o  k  >  3, 

n a to m ia s t  lic z b a  u p o rz ą d k o w a n a  w y n o s i 4. Z a te m  K U (G * ) =  A: +  3, X u (G k )  =  4, a 

p o n ie w a ż  lic z b a  w ie rzc h o łk ó w  n (G * )  =  3/c +  1, w ięc  fu n k c ja  d o b ro c i K U (n )  =  0 ( n ) .

Rys. 3. G raf Gfc, dla którego X u ( G k )  —  4  
Fig. 3. G raph Gfc for which X u (Gfc) =  4

4. Klasy grafów kolorowane optymalnie przez algorytm KU 

L e m a t  2 . x « (C „ )  =  X u ( P n - i)  +  1 =  i  lo g in ]  +  1

D o w ó d . K o r z y s ta ją c  z z a s a d y  in d u k c ji  m a te m a ty c z n e j  m o ż n a  w y k a za ć , że  k  ko loram i 

m o ż n a  p o k o lo ro w a ć  śc ieżk ę  o  d łu g o śc i co  n a jw y że j 2 k — 1 . N iech  v  b ę d z ie  d o w o ln y m  wierz­

c h o łk ie m  w  c y k lu  C n . W y s ta rc z y  p o k a z a ć , że  ż a d n e g o  o p ty m a ln e g o  p o k o lo ro w a n ia  grafu 

C n — v  n ie  m o ż n a  ro z sze rz y ć  n a  p o p ra w n e  p o k o lo ro w a n ie  g ra fu  C n p o p rz e z  p rzydzie len ie  

w ie rzch o łk o w i v  k o lo ru  ze  z b io ru  { 1 , . . . ,  X u(G n — u )} . O z n a c z y m y  k  =  X u { P n - i)  i dow odz­

im y  p o p rz e d n ie  z d a n ie  n ie  w p ro s t.  W  o p ty m a ln y m  p o k o lo ro w a n iu  P n- 1  k o lo r A: j e s t  użyty 

je d n o k ro tn ie .  R ó w n ie ż  k o lo ru  k  — 1 m o ż n a  uży ć  ty lk o  ra z , p o n iew aż  w  p rz ec iw n y m  przy­

p a d k u  w ie rz c h o łe k  v  m u s ia łb y  o trz y m a ć  b a rw ę  w ię k sz ą  n iż  k .  K o lo ry  A; i Ar — 1 z ą  zawsze

z a b ro n io n e  d la  w ie rz c h o łk a  v ,  a le  u ż y c ie  k  — 2 b y ło b y  m o żliw e, o  ile  te n  k o lo r zostałby

u ż y ty  d o  p o k o lo ro w a n ia  P n- 1  ty lk o  ra z  i w y s tę p o w a łb y  p o m ię d z y  e ty k ie ta m i k  o ra z  A - l -
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K o rz y s ta ją c  ze  s tw ie rd z e n ia  n a  p o c z ą tk u  teg o  d o w o d u  m o ż n a  o b liczy ć  d łu g o ść  śc ieżk i:

n  -  1 <  2(2fc_3 -  1 ) +  2 +  2*~2 -  1  =  2 k ~ l  -  1,

a śc ieżkę  o  ta k ie j  d łu g o śc i m o ż n a  p o k o lo ro w a ć  z a  p o m o c ą  k  — 1  b a rw , co  o z n a c z a , że 

sk o n s tru o w a n e  p o k o lo ro w a n ie  n ie  je s t  o p ty m a ln e .  N a leż y  je szcze  zau w a ż y ć , że  p ró b a  

u tw o rz en ia  p o k o lo ro w a n ia , w  k tó ry m  w ie rzch o łk o w i v  b ę d z ie  m o ż n a  p rz y d z ie lić  e ty k ie tę  

k -  s , s  >  2 , tw o rz y  śc ieżk ę  o d łu g o śc i:

n -  1 =  2 k ~ * ~ l  -  1 +  2 k ~ 2 -  1 +  2*-3 -  1 +  • • • +  2 k ~ s ~ 1 -  1 +  s =  2*-1 -  1, 

co p ro w a d z i d o  sp rz ec z n o śc i.

W  ce lu  w y k a z a n ia  d ru g ie j ró w n o śc i n a le ż y  p o k a z a ć , że X u {P n )  =  \log2(n +  1 )] . J e ś li  

k  o z n a c z a  lic z b ę  k o lo ró w  w o p ty m a ln y m  p o k o lo ro w a n iu , to

2 k ~ l  - 1 < n < 2fc - 1.

Po w y k o n a n iu  p rz e k sz ta łc e ń  o trz y m u je m y :

lo g 2 (n  +  1 ) <  k  <  lo g 2 (n  +  1 ) +  1 

k  =  \ lo g 2 { n +  I ) ] . □

T w i e r d z e n i e  1. A lg o r y tm  K U  k o lo r u je  o p ty m a ln ie  cyk le .

D o w ó d .  A lg o ry tm  K U , o trz y m u ją c  n a  w e jśc iu  cy k l, u m ie śc i je d e n  w ie rzc h o łe k  w 

zb io rze  Q , a  n a s tę p n ie  ta k  p o w s ta ły  p o d g ra f  (śc ieżka) p o k o lo ru je  o p ty m a ln ie  i o s ta te c z n ie  

w ie rzch o łek  v  6  Q  o t r z y m a  d o d a tk o w ą  b a rw ę . Z p o p rz e d n ie g o  le m a tu  w y n ik a , że  lic z b a  

u ży ty ch  k o lo ró w  n ie  m o że  b y ć  n iż sza . □

L e m a t  3 .  x u (W „) =  \ lo g 2 { n  -  1 )] +  2

D o w ó d .  W ie rz c h o łe k  o s to p n iu  n - 1 ,  k tó ry  o z n ac zy m y  p rzez  u , w  k a żd y m  p o k o lo ro w a ­

n iu  o trz y m u je  d o d a tk o w y  k o lo r. Z a te m  o p ty m a ln e  p o k o lo ro w a n ie  k o la  W n o trz y m u je m y  

k o lo ru jąc  o p ty m a ln ie  cy k l W n -  v ,  co w y m a g a  u ż y c ia  \ lo g 2 (n  -  1)] +  1 b a rw . □
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T w i e r d z e n i e  2 . A lg o r y t m  K U  k o lo r u je  o p t y m a ln ie  k o ła .

D o w ó d .  Z b ió r  Q  p o  z ak o ń c ze n iu  o b liczeń  w  g łó w n e j p ę tl i  b ę d z ie  z a w ie ra ł d w a  ele­

m e n ty : w ie rzc h o łe k  o  s to p n iu  n  — 1  o ra z  d o w o ln y  sp o ś ró d  p o z o s ta ły c h . P o w y ższe  d w a  

w ie rzc h o łk i o t r z y m a ją  d o d a tk o w e  e ty k ie ty  i j e s t  to  ro z w iąz an ie  o p ty m a ln e ,  co w y n ik a  z 

w cześn ie jszeg o  le m a tu .  □

L e m a t  4 .  N ie c h  G  =  K S ir..t3lt b ę d z ie  g ra fe m  p e łn y m  k -d z ie ln y m . W ó w cz a s X u (G )  =  

n —  m a a ; { s i , . . . ,  s*} +  1 .

D o w ó d .  T e z a  w y n ik a  s tą d ,  że  je ś li  w  je d n y m  z p o d z b io ró w  z a w ie ra ją c y c h  w ie rz ­

c h o łk i n ie s ą s ie d n ie  w  G  d w a  w ie rzc h o łk i m a ją  p rz y d z ie lo n y  je d n a k o w y  k o lo r, to  w szy s tk ie  

w ie rzc h o łk i z n im i są s ie d n ie  m u sz ą  m ieć  e ty k ie ty  w y ższe  i p a ra m i ró ż n e . □

T w i e r d z e n i e  3 . A lg o r y t m  K U  k o lo r u je  o p ty m a ln ie  g ra fy  p e łn e  k -d z ie ln e .

D o w ó d .  W  g ra fie  K $ u .„Sk j e s t  s; w ie rzch o łk ó w  (o z n ac zm y  ich  z b ió r  p rz e z  D )  o  m a k sy ­

m a ln y m  s to p n iu ,  g d z ie  Si <  S j  d la  j  =  1 , . . . ,  k . A lg o ry tm  w  p ie rw szy m  k ro k u  zd ec y d u je  

p rz e n ie ść  w ie rzc h o łe k  ze  z b io ru  D  d o  z b io ru  Q , c o  sp o w o d u je  z m n ie jsze n ie  s to p n i  w ie rz ­

c h o łk ó w , k tó re  n ie  n a le ż ą  d o  D ,  n ie  z m ie n ia ją c  je d n o c z e śn ie  s to p n i  ty c h  z  D .  P o  Si 

i te ra c ja c h  g łó w n e j p ę tl i  g ra f  w ejściow y z o s ta n ie  z red u k o w a n y  d o  K Su...t, i_ uSi+u...t, k . A lgo­

r y tm  b ę d z ie  p rz e n o s ić  k o le jn e  w ie rzch o łk i d o  z b io ru  Q , a ż  ro z p a try w a n y  g r a f  z re d u k u je  

s ię  d o  A 'i)max{si,...,3t }- W ó w cz a s  liśc ie  o t r z y m a ją  n a jn iż sz y  k o lo r. D la  w ie rzc h o łk a  c e n tra l­

n eg o  n a le ż y  w p ro w a d z ić  n o w y  k o lo r, p o  czy m  w szy s tk ie  p o z o s ta łe  (u s u n ię te  w cześn ie j) 

w ie rzc h o łk i o t r z y m a ją  o d d z ie ln e  e ty k ie ty , co  je s t  ro z w ią z a n ie m  o p ty m a ln y m  n a  m ocy  

p o p rz e d n ie g o  le m a tu .  O

T w i e r d z e n i e  4 .  A lg o r y tm  K U  k o lo r u je  o p ty m a ln ie  d rz ew a  o ra z  g r a fy  p e łn e .

D o w ó d .  K U  o tr z y m u ją c  n a  w e jśc iu  d rzew o  u m ie śc i w szy s tk ie  w ie rzch o łk i w  z b io rz e  5 , 

k tó re  n a s tę p n ie  z o s ta n ą  z a e ty k ie to w a n e  o p ty m a ln ie  w  p o d p ro g ra m ie  k o lo ru ją c y m  drzew a. 

Z p o p ra w n o śc i a lg o ry tm u  w y n ik a , że  k o lo ru je  o p ty m a ln ie  g ra fy  p e łn e , p o n iew aż  X u (K n )  — 

n . □
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5. Doświadczenia komputerowe

W  n in ie jsz y m  p u n k c ie  p o d a je m y  w y n ik i d o św ia d c z e ń  k o m p u te ro w y c h  z e b ra n y c h  p o d ­

czas te s to w a n ia  a lg o ry tm u  K U . M ie rzo n y m i w ie lk o śc iam i b y ły : lic z b a  z u ży w a n y c h  k o lo ró w  

oraz  czas o b lic z eń . P o je d y n c z a  p ró b a  p o le g a ła  n a  w y g e n e ro w an iu  10 g ra fó w  lo sow ych , 

k tó re  p o d a n o  n a  w ejśc ie  a lg o ry tm u , a  n a s tę p n ie  u ś re d n ia n o  o tr z y m a n e  n a  w y jśc iu  w y n ik i. 

O bliczone  liczb y  k o lo ró w  z o s ta ły  z a o k rą g lo n e  d o  lic zb  ca łk o w ity ch . T a b e la  1  z a w ie ra  t a k  

ob liczone w a r to śc i  d la  ró ż n y ch  ro z m ia ró w  n  =  10 0 , 200 , . . . ,  1000  o ra z  g ę s to śc i g ra fó w  

g — 0 .0 5 ,0 .1 ,0 .1 2 5 ,0 .2 5 ,0 .3 7 5 ,0 .5 .  L ite ra  l o z n a c z a  lic zb ę  k o lo ró w  u ż y ty c h  p rz ez  a lg o ­

ry tm  K U .

D o  o p ty m a ln e g o  k o lo ro w a n ia  d rzew  u ż y to  a lg o ry tm u  o p isa n eg o  w  p ra c y  [2], o 

złożoności 0 ( n l o g n ) .

O b lic z e n ia  b y ły  w y k o n y w an e  n a  k o m p u te rz e  w y p o saż o n y m  w  p ro c e so r  In te l  C e le ro n  

700 M H z. A lg o ry tm  z ak o d o w a n o  w  ję z y k u  C + + .  S t r u k tu r ą  d a n y c h  p rz e c h o w u ją c ą  g ra fy  

w p am ięc i b y ła  m a c ie rz  są s ie d z tw a , co  im p lik u je  k w a d ra to w ą  z ło żo n o ść  a lg o ry tm u .

T a b e la  1

W y n ik i  d o św ia d c ze ń  k o m p u te ro w y c h

g ę sto ść  g

0.05 0 .1 0 .125 0.25 0.375 0.5

n l czas l czas l czas l czas l czas l czas

100 36 0.001 57 0.002 63 0.002 80 0 .003 8 7 0 .005 91 0.005

200 108 O.OOo 145 0.008 154 0.010 175 0 .015 184 0.028 189 0.045

300 192 0 .015 237 0.020 247 0 .023 273 0 .048 283 0.091 288 0.154

400 281 0 .0 2 7 331 0.036 344 0 .047 370 0 . 1 1 1 3S2 0.223 388 0 .390

500 371 0 .0 4 4 427 0.065 441 0 .080 471 0.213 482 0.448 487 0 .782

600 465 0.065 523 0 .103 539 0 .132 570 0.374 581 0 .796 587 1.383

700 559 0.091 623 0 .156 637 0 .204 669 0.599 681 1.280 687 2 .199

800 654 0 .12 2 720 0.217 736 0.289 768 0.891 781 1.898 787 3 .2 7 0

900 751 0 .163 818 0 .304 834 0 .407 869 1.238 880 2.702 887 4 .6 8 0

1000 848 0 .2 0 7 917 0 .399 934 0.544 968 1.734 979 3 .693 987 6 .368
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6. Uwagi końcowe

T a b e la  2 z a w ie ra  in fo rm a c je  n a  t e m a t  u p o rz ą d k o w a n e g o  k o lo ro w a n ia  ró ż n y ch  klas 

g ra fó w , w  szczeg ó ln o śc i o sz a co w a n ia  lic zb y  u p o rz ą d k o w a n e j X u {G )  o ra z  złożoności 

d o k ła d n y c h  a lg o ry tm ó w  k o lo ro w a n ia , o  ile  s ą  z n a n e . D a n e  z o s ta ły  z e b ra n e  n a  p o d staw ie  

in fo rm a c ji  d o s tę p n y c h  w  l i te r a tu r z e  o ra z  w  n in ie jsz e j p racy .

N a  z ak o ń c ze n ie  o d n o tu je m y , że  p ro b le m  u p o rz ą d k o w a n e g o  k o lo ro w a n ia  k ra w ę d z i jest 

ró w n ie ż  N P - tr u d n y  [11] i p o z o s ta je  ta k im  n a w e t d la  g ra fó w  d w u d z ie ln y ch .

T ab e la  2

Z ło żo n o ść  o b liczen io w a  k o lo ro w a n ia  u p o rz ą d k o w a n e g o

T y p y  g ra fó w złożo n o ść X u (G ) L ite ra tu ra

d w u d z ie ln e N P C ? [1 ]

d o p e łn ie n ia  d w u d z ie ln y c h N P C ? [1 ]

k ra w ęd z io w e N P C ? [U ]

p la n a r n e ? C s/n  <  X u (G )  <  3 ( s / 6  +  2 ) y / n [2]

P n 0 ( n ) [lo g 2(n  +  1 )]

d rz e w a O (n ) X u {T )  <  1 +  [lo g 2 nJ [2, 4]

c n 0 { n ) flo g2 n )  + 1

w n 0 { n ) [lo g 2(n  - 1 ) 1 + 2

K s\,...,sk 0 ( n  +  m ) n  -  m a x { s \ , . . .  ,s j t}  +  1

’’s ta r l ik e ” 0 ( n  +  m ) ? [9]

g ra fy  cZ -trapezo ida lne 0 ( n 3Xu(G )3d+3) ? [3]

g ra fy  p rz ed z ia ło w e 0 ( n 3) ? [3]

g ra fy  lu k ó w 0 ( n 3) ? [3]

p e rm u ta c y jn e 0 { v P ) ? [8]

d rz e w a  - kol. k ra w ęd z i 0 ( m ) ? [7]
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A b s t r a c t

T h e re  a re  a b o u t  a  d o z e n  o f  g ra p h  c o lo rin g  m o d e ls  w h ich  h a v e  p ra c t ic a l  a p p lic a t io n s .  
O ne o f  th e m  is a n  o rd e re d  ( ra n k )  co lo rin g  o f  th e  v e r tic e s  o f  G .  A  leg a l c o lo r in g  o f  v e r tic e s  
is c a lled  o rd e re d  i f  a n y  p a th  jo in in g  th e  v e r tic e s  o f  th e  s a m e  c o lo r g o es v ia  a  v e r te x  o f  
h ig h er co lo r. T h e  p ro b le m  o f  o rd e re d  g ra p h  c o lo r in g  c a n  b e  a p p lie d  in  d e s ig n in g  V L S I 
c ircu its  a n d  in  c o m p u tin g  C h o lesk y  fa c to r iz a tio n s  o f  m a tr ic e s  in  p a ra lle l .

T h is  p ro b le m  is N P - h a r d  ev en  if  th e  in p u t  g ra p h  is  b ip a r t i te ,  th o u g h  i t  h a s  n u m e ro u s  
easy in s ta n c e s .  I t  is  in te re s t in g  t h a t  th e  p ro b le m  re m a in s  p o ly n o m ia lly  so lv a b le  in  th e  case  
of c irc u la r -a rc  g ra p h s  ( th e  c la ss ica l c o lo rin g  o f  su ch  g ra p h s  is in t r a c ta b le ) .  In  th e  p a p e r  
we p re se n t  a  l in e a r- t im e  a lg o r i th m  fo r a p p ro x im a te  c o lo rin g  o f  g e n e ra l g ra p h s .  W e g ive 
g rap h  c la sse s  t h a t  o u r  a lg o r i th m  co lo rs  o p tim a lly  a n d  g ra p h  c la sses  t h a t  c a n  b e  c o lo re d  
a rb itra r i ly  b a d . F in a lly , we g ive  r e s u l ts  o f c o m p u ta t io n a l  e x p e r im e n ts  g a in e d  w h ile  te s t in g  
our a lg o r i th m  o n  r a n d o m  g ra p h s .


