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ALGORYTMY RADIOWEGO KOLOROWANIA GRAFÓW

S tre sz c z e n ie .  W  p racy  o p isan e  s ą  p o d staw o w e  zasad y  i w ła śc iw o śc i rad io w eg o  
k o lo ro w a n ia  g ra fó w . P o d a n e  s ą  o sza co w a n ia  rad iow ej liczb y  ch ro m aty czn ej g ra fu  w  
p rz y p ad k u  o g ó ln y m  d la  śc ieżek  i cyk li o ra z  d o k ład n e  w arto śc i rad io w ej liczb y  
c h ro m a ty czn e j d la  g ra fó w  p e łn y ch  ^ -d z ie ln y ch , kó ł i d w u g w iazd . Z am ieszczo n o  tak że  
p rz y k ła d o w e  w y n ik i p o ró w n a n ia  d o b ro c i su b o p ty m aln y ch , sek w en cy jn y ch  
a lg o ry tm ó w  ra d io k o lo ro w a n ia  g rafów .

ALGORITHMS FOR RADIOCOLORING OF GRAPHS

S u m m a r y .  T h e  b as ic  p rin c ip le s  an d  fea tu res  o f  g rap h  rad io c o lo rin g  a re  p re sen te d  in  
th is  p ap er. L o w er an d  u p p e r b o u n d s  fo r th e  ra d io ch ro m a tic  n u m b er o f  g rap h s a re  
g iv en , in  th e  g en era l c ase  as w e ll as fo r  p a th s and  cycles . E x ac t v a lu es o f  th e  
ra d io c h ro m a tic  n u m b er a re  g iv en  fo r co m p le te  L p a r i te  g rap h s, w h e e ls  a n d  d o u b le  
sta rs. T h e  p a p e r  a lso  co n ta in s a  co m p ariso n  o f  th e  q u a lity  o f  su b o p tim a l, seq u en tia l 
ra d io c o lo rin g  a lg o rith m s h a v in g  p o ly n o m ia l-tim e  co m p lex ity .

1. Wprowadzenie

P rzy d z ia ł c zę s to tliw o śc i ro b o czy ch  w  s iec iach  te le fo n ii k o m ó rk o w ej je s t  p ro c ese m  

dyskretnym , p o leg a jąc y m  n a  o p tym alnej g o sp o d a rce  o g ran iczo n eg o  p a sm a  c zęs to tliw o śc i. 

O bszar d z ia łan ia  s ie c i k o m ó rk o w e j d z ie li się  n a  p o jed y n cze  k o m ó rk i, k tó re  p o s ia d a ją  b a z o w ą  

stację n ad aw czą . S ta c je  b a zo w e  p o łąc zo n e  s ą  z a  p o m o c ą  sieci o  w ysok ie j p rz ep u sto w o śc i. W  

celu n a w iąz an ia  p o łą c z e n ia  te le fo n ic zn e g o  u ży tk o w n ik  sieci m u si w y s łać  zg ło sze n ie  do  stacji 

bazowej sw o je j k o m ó rk i. Ż ąd an ie  m o że  zo stać  o b słu żo n e , je ś li  s ta c ja  je s t  w  sta n ie  p rzy d z ie lić  

uży tkow nikow i w o ln y  k a n a ł k o m u n ik ac ji b ezp rzew o d o w ej o ok reślo n ej c zę s to tliw o śc i 

sygnału. K an a ły  o tej sam ej czę s to tliw o śc i ze  w z g lęd u  n a  in te rfe ren c ję  n ie  m o g ą  być  u ży w an e  

w k o m ó rk ach  zn a jd u jąc y ch  się  b lisk o  s ieb ie , d o p u szcza ln e  s ą  n a to m ias t w  o d leg ły ch
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k o m ó rk ach . P ró b ą  z am o d e lo w a n ia  tej sy tuacji j e s t  tzw . rad io w e  k o lo ro w an ie  w ie rzch o łk ó w  

g ra fu  [ 1 , 2 ,  3].

R a d io w e  k o lo ro w a n ie  (rad io k o lo ro w an ie ) w ie rzch o łk o w e  g ra fu  sp ó jn eg o  jest 

sz c ze g ó ln y m  p rzy p ad k iem  k lasy czn eg o  k o lo ro w a n ia  w ie rzch o łk o w eg o  g rafu , p o w sta ły m  na 

sk u te k  w z m o c n ie n ia  w a ru n k u  na  m in im aln e  o d leg ło śc i k o lo ró w  p o m ięd zy  w ie rzch o łk am i. 

P rzy  rad io k o lo ro w a n iu  w y m ag an a  je s t  n ie  ty lko  ró ż n ic a  k o lo ró w  d la  w ie rzch o łk ó w  

b e zp o ś re d n io  są s iad u jący ch , a le  d la  w szy s tk ich  p a r w ie rzc h o łk ó w  sp ó jn eg o  grafu . N arzucona  

ró ż n ic a  k o lo ró w  je s t  ty m  w ięk sza , im  b liże j sieb ie  w ie rzch o łk i z n a jd u ją  s ię  w  ko lo row anym  

g ra fie . P ie rw o tn ie  p o staw io n y  p ro b lem  rad io k o lo ro w an ia  p o leg a ł na  m in im alizac ji szerokości 

p a sm a  n ad aw c z eg o  p rzy  p rzy d z ie lan iu  c zęs to tliw o śc i ro b o czy ch  d la  stacji 

rad io te le fo n ic zn y c h . S tac je  z n a jd u jące  s ię  b lisk o  s ieb ie  p o w in n y  n ad aw ać  n a  odpow iedn io  

d a lek ich  czę s to tliw o śc iac h ; in te rfe ren c ja  p o m ięd zy  stac jam i s ła b n ie  ze  w z ro stem  odległości 

m ięd zy  n im i.

2. Radiowe kolorowanie grafu

N ie ch  G  b ęd z ie  g rafem  sp ó jn y m  o n >  2  w ie rzch o łk ach , z ło żo n y m  ze  zbioru 

w ie rz c h o łk ó w  V  =  {vl ,...,v „}  i zb io ru  k raw ęd z i E .  D la  każdej p a ry  ró ż n y ch  w ie rzcho łków  

v , , V j e  V  sy m b o lem  £f(v,.,v; ) o z n aczam y  o d le g ło ś ć  w ie rzc h o łk ó w  v( i y,- w  g ra fie  G , czyli 

liczb ę  k ra w ęd z i n a jk ró tsze j d ro g i łączącej v , i vy . D la  g ra fu  G  d e fin iu jem y  n iez m ie n n ik  zwa­

ny ś r e d n ic ą  g r a fu  d ia m ( G ) , o k re ślo n y  w zorem : d iam (G ) =  m a x j J {if(v ,.,vJ. ) : l < / <  j  <  n ) .

D e f in ic ja  1. R a d io p o k o lo r o w a n ie m  (w ie rzch o łk o w y m ) g ra fu  G  n azy w am y  każdą 

fu n k c ję  c :  V  - > { l , . . . , r } ,  k tó ra  d la  k o le jn y ch  a rg u m en tó w  ze z b io ru  V  p rz y jm u je  wartości 

c , s c ( v , c „  = c ( v j  tak ie , że:

^  1 śi<j£n { d { v i , v J ) + \ c l - C j  |> d ia m ( G ) ) .

W arto ść  Cj m o żn a  in te rp re to w ać  ja k o  b a rw ę  (k o lo r), c zę s to tliw o ść , czy  in n ą  w ielkość 

f izy c zn ą  o p isu ją c ą  o b iek t o d p o w iad a jący  w ie rzch o łk o w i v,.

L iczb ę  s  =  m a x { c , : 1 <  i  <  n }  n azy w ać  b ęd z iem y  ro z p ię to ś c ią  ra d io p o k o lo ro w a n ia  c  g rafu  G. 

W ó w cz a s  o  g ra fie  G  p o w iem y , że  je s t  r a d io k o lo r o w a ln y  s  ko lo ram i.
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D e fin ic ja  2 . N ajm nie jszą  liczbę s, tak ą  że s  je s t rozp ię tością  pew nego 

radiopokolorow ania grafu G, nazyw am y ra d io w ą  liczbą  chrom atyczną  (albo liczb ą  ra d io w ą )  

grafu G  i oznaczam y Xr(G ). R adiopokolorow anie grafu G  nazw iem y optym alne, jeże li jeg o  

rozpiętość w ynosi X r{G ) .

L ic zb ę  ra d io w ą  g ra fu  m o żn a  in te rp re to w ać  n ie  ty lk o  ja k o  g ó rn e  o g ra n ic ze n ie  d la  

p rzy d zie lan eg o  s ta c jo m  rad io w y m  p asm a  n ad aw czeg o . L iczb a  ra d io w a  g ra fu  je s t  

jed n o c ze śn ie  p o sz u k iw a n ą  m in im a ln ą  sz e ro k o śc ią  p asm a.

D e fin ic je  1 i 2  p ro w a d z ą  b ezp o śred n io  do  d w ó ch  w ażn y ch  w n io sk ó w .

W n io s e k  1. Ż a d n e  le g a ln e  r a d io p o k o lo r o w a n ie  c  n ie  m oże z a w ie r a ć  d w ó c h  

id en tyczn ych  w y ra z ó w  w  c ią g u  k o lo ró w .

R z ec zy w iśc ie , z d e fm ic j i  1 w yn ik a : V  l£l<JS„ [ d ( v l , v J ) +  \ c,  - C j  |>  d ia m (G )]  =>

= > V [ d i a m ( G ) + 1 c ,  - c ,  |> d i a m ( G ) ] o V ISI<JSK \ c , - C j \ > Q .

W n io s e k  2 . K a ż d e  r a d io p o k o lo r o w a n ie  g r a fu  j e s t  ró w n ie ż  k la sy czn ym  leg a ln y m  

p o k o lo ro w a n ie m  w ie rz c h o łk o w y m  teg o  g ra fu .

R z ec zy w iśc ie , n a  m o cy  w n io sk u  1 w szy s tk ie  w ie rzch o łk i m a ją  ró żn e  k o lo ry , a  w ięc  

rów nież  k a żd a  p a ra  są s ied n ich  w ie rzc h o łk ó w  m a  ró ż n e  ko lory .

3. Oszacowania radiowej liczby chromatycznej grafów

Z n a jd o w a n ie  lic zb y  rad io w ej g ra fó w  je s t  p rzy p u szcza ln ie  p ro b lem em  n iew ie lo - 

m ianow ym .

T w ie rd z e n ie  1 [5]. D la  g r a fó w  o  ś r e d n ic y  2  p r o b le m  z n a jd o w a n ia  lic z b y  r a d io w e j  j e s t  

N P -tru dn y.

D la  g ra fó w  o  w ięk sze j śred n icy  p ro b lem  ten  m o że  o k azać  s ię  n ie  m nie j tru d n y . C o  

gorsza, w  o g ó ln y m  p rz y p ad k u  n ie  s ą  zn an e  żad n e  siln e  o sza co w a n ia  d la  lic zb y  rad io w ej. 

Jedno z  m o ż liw y c h  o sz a co w a ń  %r (G )  zaw arte  je s t  w  n as tęp u jący m  tw ie rd zen iu .

T w ie rd z e n ie  2. R a d io w a  lic z b a  ch ro m a ty cz n a  g r a fu  G  s p e łn ia  z a le ż n o ś c i: 

n  ^ X r (G ) -  (n  ~  1)' d ia m (G ) + 1
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Dowód. (m < x r (G )). Na mocy wniosku 1 wszystkie kolory przydzielane 

wierzchołkom muszą być różne. Ponieważ pokolorowanie składa się z  ciągu n dodatnich liczb 

naturalnych, przynajmniej jedna z nich jest nie mniejsza od n, a więc również Xr jest nie 

mniejsze od n.

(X ,t ¿ (n  -1) ■ diam(G) + 1 ). Przydzielając kolejnym wierzchołkom grafu kolory: 

c| = 1, c2 = diam(G) +1, c3 = 2 • diam(G) +1,..., cn = (n -1 )  • diam(G) +1 otrzymamy radiopo- 

kolorowanie grafu (n - 1 )  • diam(G) +1 kolorami. ■

Bezpośrednią konsekwencją twierdzenia 2 jest wniosek 3.

W niosek 3. Jeżeli G ł G3, G^...,G„ jest ciągiem grafów o stałej średnicy, C2yli 

diam(G„) = 0 (1), to x R (G„) = 0 (n ).

Twierdzenie 3. Jeżeli dla pewnej klasy grafów G i G3, G ą  G„ średnica kolejnych

grafów ciągu rośnie liniowo wraz z rządem grafu n, czyli diam(G„) = 0 (« ), to

X R ( G „ )  =  e(nJ ).

Dowód. Obierzmy taki ciąg wierzchołków u ,,u 2 ,...,udi2m(G)tl grafu G, że 

v iSiSdi1»(0 ) ¿ ( w,>Mw )  =  1 oraz ^ (ui > “diimfCłi) = diam(G). Nietrudno zauważyć, że w  każdym 

legalnym pokolorowaniu grafu G musi zachodzić następująca nierówność: 

v iSl<;srdian,(6 )/jl Ic(" i)" c(“ ,) 1  ̂d iam (G )/2. Stąd wynika

(G) S maxls,s|-diiro(0 ) /2l c ( ! 0  > rd ia m (G )/2 l-(fd ia m (G )/2 l- l)  + l = 0(n2) .

Z drugiej strony, górne oszacowanie z twierdzenia 2 prowadzi do wniosku:

X R ( G )  = 0 ( n 2) .  Otrzymujemy więc: x R(G) = 0(n2) .  ■

Twierdzenie 4 [2]. Niech G będzie grafem o średnicy diam(G)=2 Zachodzi 

następujące ograniczenie na radiową liczbę chromatyczną grafu G: n <x R(G) < 2n-2,

przy czym równość x R (G) = n zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dopełnienie grafu G 

jest półhamiłtonowskie. Ponadto, dla każdej liczby naturalnej k: n < k< 2 n -2  istnieje taki 

grafspójny H o n  wierzchołkach i średnicy diam(//)=2, że x r  (H )~k

Twierdzenie 4 poprawia o 1 góme oszacowanie liczby radiowej grafów o średnicy 2.
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4. Radiowe liczby chromatyczne wybranych klas grafów

Obecnie znane są wzory określające radiową liczbę chromatyczną dla pewnych klas 

grafów, np. dla grafów pełnych ¿-dzielnych i kół.

Twierdzenie 5 [2], Graf pełny k-dzielny K  ^  rzędu n, gdzie k<n, ma radiową 

liczbę chromatyczną y R ) = n + k - 1 .

W szczególności dla gwiazd rzędu n (tj. grafów A Rll_,) zachodzi: y R ) = n + 2-1 = n + 1.

Twierdzenie 6  [2], Przez Wn oznaczmy koło o n wierzchołkach. Radiowa liczba 

chromatyczna grafu Wn wynosi:

'4, gdy n -  4 

X A K )=  7, gdy « = 5 
n +1, gdy n > 5

Dwugwiazdą D  nazywamy dowolne drzewo z n-1 liśćmi i dwoma wierzchołkami vi i 

V2 nie będącymi liśćmi. Przez odpowiednio Ai(D) i A2(£>) oznaczmy liczbę sąsiadów 

wierzchołków V] i V2, a przez A(D ) stopień dwugwiazdy D.

Twierdzenie 7. Radiowa liczba chromatyczna dla dwugwiazdy D wynosi:

Xr(D) = 2A (D ) + 2 .

Dowód. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że Ai(D) > A2(D ), a więc A(D ) = A i(D). 

Minimalna różnica radiokolorów pomiędzy wierzchołkiem vi i każdym z jego sąsiadów 

wynosi 3, a minimalna różnica radiokolorów pomiędzy parą sąsiadów wierzchołka vi wynosi

2. Stąd wynika, że do pokolorowania samego wierzchołka vi i jego sąsiadów potrzeba co 

najmniej 2A (D ) + 2 radiokolorów. Na rys. 1 przedstawiono optymalne radiopokolorowanie 

całej dwugwiazdy 2  A(D) + 2  kolorami.

R ys. 1. O ptym alne rad iopok olorow an ie  d w ugw iazdy  

Fig. 1. O ptim al rad iocoloring o f  a dou ble  star
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Twierdzenie 8 . Przez Cn oznaczmy cykl o n wierzchołkach, n> 5. Radiowa liczba 

chromatyczna cyklu C„ spełnia zależność:

11« / 2 J/2~1 • (j~|_n / 2 J / 2"] — 1) + 1 S x R (C „) < [(«  -  1)/2_| - [n / 2 j  +  (3 + (— 1)") /  2 

Dowód. Oszacowanie dolne na x R (C„) jest prostym wnioskiem z twierdzenia 3. 

Wystarczy bowiem zauważyć, że diam(C„) = [_n/2_|. Oszacowanie górne udowodnili 

Chartrand i in. [2], którzy pokazali ponadto algorytm, kolorujący radiowo dowolny cykl z 

wykorzystaniem |_(n - l) /2 j- |_ n /2 j+  (3 + (-l)" )/2k o lorów . ■

Z twierdzenia 8 wnioskujemy, że: n2 / ló - a n S ^ R C ^ , , ) - ” 2 nź.5  dla pewnej 

stałej a .

Twierdzenie 9. Przez P „ oznaczmy ścieżką o n wierzchołkach, n> 3. Radiowa liczba 

chromatyczna dla P „ spełnia zależność:

r ( n - l ) / 2 l - ( r ( n - l ) / 2 l - l )  + l < x R( /,„)<L(« + l ) / 2 j - ( « - l )  + l

Dowód. Oszacowanie dolne na %r wynika bezpośrednio z twierdzenia 3; wystarczy 

zauważyć, że diam(P„) = n - 1 .  Oszacowanie górne można otrzymać jako liczbę kolorów 

użytych przez pokolorowania przedstawione na rys. 2 a i 2 b (odpowiednio dla n parzystych i 

nieparzystych). Dla n > 3 są to radiopokolorowania legalne. ■

a)
I (2A--0+1 2(2A-I)+1 A(2A-1)+I k

1 2 3 k+\ k+2

b)
1 (2A-D+I 2(2A-1)+1 (A+1)(2A-1)+1 * (2*-l)+* (A-3) (2A-1)+* (A-2)(2A-1)+A
•--------------- •--------------•— —  «------------ •--------+■ —  •------------------------ •
1 2 3 • k+2 k+3 k+4 2k 2k+\

Rys. 2. R adiop okolorow ania  ścieżek  rzędu n: a) n = 2k , b) n = 2 k + l  

Fig. 2. R ad ioco loring  o f  paths P„: a) n= 2k , b) n = 2 k + l

Z twierdzenia 9 wnioskujemy, że: n2 /4  -  an (P,,) ^ ^2, n t  3 dla pewnej

stałej a .

Na podstawie wyników badań przeprowadzonych za pomocą algorytmu 

komputerowego sformułowano następujące hipotezy.

(2A-1)+A (A-3) (2A-1J+A (*-2)(2*-l)+*
 0 -     0 ------------------------------------ 0

k+2 2k-\ 2 k
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Hipoteza 1. Radiowa liczba chromatyczna dla ścieżki P „ wynosi

j n 2 1 2 - n +  2,  gdy n = 2k

1  r (  h) |̂ 2 / 2  -  n + 112,  gdy n = 2k + \

Prawdziwość hipotezy 1 sprawdzono dla ścieżek P2 ,...,PU .

Hipoteza 2. Radiowa liczba chromatyczna dla cyklu C„ wynosi

h 2 / 8  + 3 « /4 , gdy n = Ak 

n2 / 8  + n /4  + 5 /8 , gdy n = 4k + l
X (C  ) =

R " n2 /& + n / 2  + 1 / 2 , gdy n-A k + 2 

n2 / 8  + « /2  + 3 /8 , gdy n = 4k + 3

Prawdziwość hipotezy 2 sprawdzono dla cykli C3,...,C 18.

5. Radiokolorowanie grafów algorytmami sekwencyjnymi

Algorytmy sekwencyjne radiokolorowania grafów to algorytmy o wielomianowej 

złożoności obliczeniowej, które dla zadanego grafu G zwracają pewne (niekoniecznie 

optymalne) radiopokolorowanie tego grafu zgodnie z następującym schematem:

1. Odczytaj graf G  rzędu n o zbiorze wierzchołków V (zapisany np. w postaci macierzy 

sąsiedztwa G,lx„).

2. Utwórz tablicę odległości D,lx„ : D [i,j] = d (y ,,V j).

3. Na podstawie macierzy £>„x„ i/lub G,„„utwórz sekwencję q{  q„wierzchołków do

kolorowania w sposób specyficzny dla algorytmu.

4. Koloruj graf G  zachłannie według tej sekwencji, tj. kolejno wierzchołkom q[,...,qn 

przydzielaj najmniejszy możliwy w tym radiopokolorowaniu kolor.

5. Zwróć uzyskane pokolorowanie oraz wartość A(G) największego użytego koloru, gdzie 

A -  nazwa algorytmu.

Przeprowadzono badania dla trzech różnych algorytmów sekwencyjnych:

1. Algorytm S -  sekwencja wierzchołków jest dowolną permutacją zbioru V, np. ciągiem

2. Algorytm SL -  sekwencja wierzchołków tworzona jest dokładnie w ten sam sposób, jak w  

zwyczajnym algorytmie SL kolorowania wierzchołkowego (patrz [8 ]).
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3. Algorytm SF -  na początek, sekwencji wstawiany jest za każdym razem taki wierzchołek

vy, który nie jest jeszcze pokolorowany i dla którego wyrażenie D[i, j ]  przybiera
w

wartość minimalną. Algorytm ten jest naturalną z punktu widzenia radiokolorowania 

modyfikacją algorytmu LF przy zwyczajnym kolorowaniu wierzchołkowym.

Wszystkie algorytmy charakteryzują się taką samą złożonością obliczeniową 

(narzuconą przez punkty 2 i 4 algorytmu) rzędu 0(n3) zarówno w  przypadku 

pesymistycznym, jak i optymistycznym. Złożoność pamięciowa wszystkich algorytmów 

wynosi 0(zi2) .  Dlatego też jedynym kryterium porównywania algorytmów sekwencyjnych 

jest rozpiętość generowanych przez nie radiopokolorowań. Jest oczywiste, że dla każdego z 

algorytmów S, SL, SF istnieją grafy dość trudne do radiokolorowania (grafy SHC). 

Algorytmy SL i SF mają dodatkowo grafy trudne do radiokolorowania (grafy HC), natomiast 

algorytm S takich grafów nie posiada. W tabl. 1 zawarto najmniejsze grafy SHC dla 

algorytmów S, SL, SF oraz najmniejsze grafy HC dla algorytmów SL, SF. Definicje tych 

pojęć Czytelnik znajdzie w [8 ].

Tablica 1
Najmniejsze grafy SHC i HC dla sekwencyjnych algorytmów S, SF i SL radiokolorowania.

Przez qi, q2 oznaczono sekwencje prowadzące do pokolorowań suboptymalnych

Algorytm; SL .

Graf SHC:

1 .' 5 u l  4 7 1 3 5

<li= 1 2 3 qi= 4 1 2 3 qi= i 2 3

Graf HC:
BRAK •----•--- * ■

q,= 4 1 2 3 
qi= 3 1 2 4

C H Z L >
q, “  I 2 3 4 
q,= 1 2 4 3

Twierdzenie 10. Dla algorytmu S  nie ma grafu HC.

Dowód. Niech będzie dane optymalne radiopokolorowanie c grafu G  kolorami 

C | , . . . , c „ .  Oczywiście, zachodzi m in(c,) = l;  max(c,.) = X r(^ ) • Algorytm S pokoloruje ten 

graf optymalnie pod warunkiem przygotowania odpowiedniej sekwencji wierzchołków 

(¡\ (wierzchołek q, kolorowany jako i-ty w kolejności) ustalonej według następującego 

algorytmu:

1. Jako obieramy wierzchołek, który w pokolorowaniu c otrzymał kolor nr 1.
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2. Dla kolejnych wartości naturalnych k -  1 n -  1 przyjmując dane qv ..qk,

k 6  {l,...,n - 1} znajdujemy qkti według następującej metody:

(a) kolorujemy kolejno wierzchołki qx,...,qk algorytmem S;

(b) dla każdego wierzchołka v,. i  {q     obliczamy, jaki kolor s,- nadałby mu

algorytm S, gdyby wierzchołek ten był kolorowany jako następny, tj. (&+l)-szy w 

sekwencji;

(c) jeżeli istnieje taki wierzchołek v, i  {<7 ,,...,qk) ,  że to przypisujemy v, qM  i

wykonujemy podpunkt (g);

(d) w przeciwnym przypadku zastępujemy pokolorowanie c przez pokolorowanie c’ takie, że:

(e) c/  = S j , dla j : cy = min,    (c ,);

(f) Cj'= c, , dla wszystkich pozostałych wierzchołków v( ( /  *■ j ).

(g) Pokolorowanie c’ jest legalnym, optymalnym radiopokolorowaniem. Zauważmy, że 

dla wierzchołka vy zachodzi Sj <Cj (nie może być cy <sJt  bo Sj jest najmniejszym 

dozwolonym kolorem dla v] ; nie może też być cy = Sj ze względu na niespełnienie 

warunku w podpunkcie c), czyli pokolorowanie ć  wykorzystuje nie więcej barw niż 

pokolorowanie c. Na skutek zmniejszenia numeru barwy wierzchołka v , w 

pokolorowaniu c' w stosunku do pokolorowania c nie może on wchodzić w  konflikt 

barw z żadnym innym wierzchołkiem v( e  {q    <7, } ,  albowiem cy' = st <Cj < ci

(odległość kolorów dla vy i v, wzrosła). Zgodnie z założeniem barwa cy' = 5y nie 

wchodzi też w konflikt z żadnym wierzchołkiem v, e {<?, ,---,qk}, a więc wierzchołek 

Vj jest pokolorowany legalnie. Ponieważ pokolorowanie c jest legalne i optymalne, to 

również pokolorowanie c' jest legalne i optymalne.

(h) przypisujemy vy -> qM  ;

(i) przypisujemy c ' -» c ;  warto zauważyć, że pokolorowanie c nigdy nie ulega zmianie 

dla wierzchołków v, e  {qv —,qk}\

(j) kończymy krok 2 wiedząc, że pokolorowanie wierzchołków <7, algorytmem S

da te same wartości kolorów, co w optymalnym radiopokolorowaniu c.

3. Kończymy algorytm z sekwencją qi ,—,q„ prowadzącą do pewnego optymalnego 

radiopokolorowania grafu G.
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Ponieważ przedstawiony algorytm można zastosować do dowolnego grafu, oznacza 

to, że nie istnieje graf HC dla algorytmu S. ■

Z kroku 4 dowodu twierdzenia 10 wynika, że zawsze istnieje przynajmniej jedna 

sekwencja q , prowadząca do optymalnego pokolorowania grafu. Fakt ten został przez 

autorów wykorzystany przy tworzeniu niewielomianowego algorytmu kolorowania 

optymalnego.

Algorytmy S, SF, SL zaimplementowano w języku programowania C dla kompilatora 

gcc i przetestowano na komputerze PC wyposażonym w  procesor AMD Athlon 1533 MHz.

Tablica 2
Porównanie rozpiętości radiokolorowania dla różnych algorytmów sekwencyjnych

WA K(G) 1 0 % 2 0 % 5 0 %

n(G) m d ia m  (G) S ( G ) S F ( C ) d ia m  ( G ) S ( G ) S F  ( O S L (G ) d ia m  ( G ) S  (G ) S F ( G ) S L ( 0

2 0 min 7 6 9 6 9 7 3 3 2 8 2 7 2 9 2 2 0 2 0 2 0

max 1 4 1 7 6 1 7 1 1 7 3 8 1 1 7 1 1 4 1 2 5 3 5 5 5 3 5 6

ave 1 0 ,0 0 1 1 5 , 8 9 1 1 2 ,7 8 1 1 6 , 9 8 4 , 6 7 6 0 , 5 3 5 8 , 7 7 6 2 , 1 6 2 , 5 8 3 7 , 1 5 3 6 , 0 1 3 8 , 8 4

4 0 min 5 9 8 9 1 9 1 3 5 3 5 2 5 3 2 4 0 4 0 4 0

tnax 8 2 4 2 2 3 9 2 5 8 5 1 6 1 1 6 0 1 7 5 3 1 0 9 1 0 6 1 1 3

ave 6 , 1 8 1 5 9 , 4 0 1 5 6 ,7 5 1 6 3 ,0 7 3 , 8 6 1 0 1 ,1 3 9 8 , 8 0 1 0 1 ,4 2 2 , 0 9 4 6 ,3 1 4 5 , 5 6 4 6 , 9 8

6 0 min 4 1 1 2 1 0 5 1 0 5 3 8 7 8 6 8 7 2 6 0 6 0 6 0

max 7 3 3 0 3 2 3 3 5 3 5 2 4 8 2 4 0 2 6 2 3 1 5 9 1 5 6 1 7 1

ave 5 , 1 9 2 0 2 . 3 5 1 9 8 , 7 6 2 0 8 , 0 6 3 , 2 6 1 1 8 ,3 1 1 1 4 ,9 6 1 1 9 ,7 7 2 , 0 2 6 2 , 2 4 6 1 , 7 3 6 2 , 4 2

8 0 min 4 1 6 1 1 5 6 1 5 1 3 1 2 8 1 2 6 1 3 2 2 8 0 8 0 8 0

max 7 4 4 5 4 4 3 4 7 3 4 2 5 5 2 4 8 2 6 8 2 8 4 8 4 8 5

av e 4 , 5 9 2 3 4 , 9 3 2 3 0 , 5 8 2 3 8 , 9 7 3 , 0 3 1 4 5 , 1 0 1 4 1 ,2 8 1 4 8 ,2 2 2 , 0 0 8 0 , 8 4 8 0 , 4 5 8 0 , 9 0

1 0 0 min 4 2 1 7 2 1 6 2 0 0 3 1 7 5 1 7 1 1 8 0 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0

max 6 4 7 0 4 6 5 5 1 8 4 3 1 1 3 0 2 3 2 7 3 2 6 2 2 5 6 2 8 2

av e 4 , 1 9 2 5 7 , 7 9 2 5 5 , 0 4 2 4 7 , 0 3 3 , 0 0 1 8 8 ,9 5 1 8 4 ,7 3 1 9 4 ,8 4 2 , 0 0 1 0 1 ,0 2 1 0 0 ,5 7 1 0 1 ,0 2

2 0 0 min 3 2 3 0 2 2 4 2 2 4 3 4 2 2 4 1 4 4 5 9 2 2 0 0 2 0 0 2 0 0

max 4 5 4 1 5 4 2 4 9 9 3 4 5 3 4 4 3 4 9 8 2 2 0 4 2 0 3 2 0 3

ave 3 ,5 1 3 8 5 , 4 5 3 8 2 , 3 6 3 5 9 , 0 3 3 , 0 0 4 3 6 , 6 0 4 2 8 , 4 1 4 7 6 , 8 1 2 , 0 0 2 0 0 , 7 1 2 0 0 , 4 6 2 0 0 , 8 3

400 min 3 6 1 1 5 9 2 5 9 1 3 9 0 1 8 9 0 1 0 4 2 2 4 0 0 4 0 0 4 0 0

max 3 6 4 6 6 3 0 6 3 1 3 9 4 4 9 3 3 1 0 9 1 2 4 0 3 4 0 3 4 0 3

avc 3 , 0 0 6 2 6 , 4 2 6 1 2 , 0 5 6 0 8 , 7 2 3 , 0 0 9 2 1 , 0 7 9 1 0 , 4 0 1 0 6 8 ,7 5 2 , 0 0 4 0 0 , 8 7 4 0 0 , 5 7 4 0 0 , 8 3

600 min 3 1 0 5 4 1 0 3 7 1 0 5 1 2 6 0 0 6 0 0 6 0 C 2 6 0 0 6 0 0 6 0 0

m ax 3 1 1 1 9 1 0 8 4 1 1 0 2 3 1 4 1 2 1 3 9 8 1 6 4 1 2 6 0 3 6 0 3 6 0 3

(IV c 3 , 0 0 1 0 8 3 , 5 8 1 0 6 4 , 8 9 1 0 7 0 ,5 0 2 , 4 4 9 4 6 , 6 8 9 4 0 , 3 9 1 0 4 9 ,7 8 2 , 0 0 6 0 0 , 8 2 6 0 0 , 6 4 6 0 0 , 8 1

8 0 0 min 3 1 5 3 4 1 5 1 8 1 5 5 7 2 8 0 0 8 0 0 8 0 C 2 8 0 0 8 0 0 8 0 0

maa 3 1 5 8 8 1 5 7 1 1 6 0 8 3 1 8 5 8 1 8 4 7 2 1 8 4 2 8 0 4 8 0 2
8 0 3 I

avc 3 , 0 0 1 5 6 6 ,6 7 1 5 4 7 , 8 8 1 5 8 5 ,7 8 2 , 0 9 8 9 4 , 3 0 8 9 2 , 9 9 9 2 2 , 9 8 2 , 0 0 8 0 0 , 9 0 8 0 0 , 6 0 8 0 0 ,7 9 0

1 0 0 0 min 3 2 0 2 6 1 9 9 6 2 1 0 7 2 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 C 2 1 0 0 0 1 0 0 0 1000II
max 3 2 0 7 2 2 0 7 4 2 1 6 5 2 1 0 0 2 1 0 0 1 1 0 0 2 2 1 0 0 4 1 0 0 3 1 0 0 4

ave 3 , 0 0 2 0 5 0 , 5 1 2 0 2 9 , 5 4 2 1 4 0 , 1 C 2 , 0 0 1 0 0 0 , 1 7 1 0 0 0 ,0 8 1 0 0 0 ,1 2 2 , 0 0 1 0 0 0 , 8 5 o o o £ 1 0 0 0 , 8 1 1
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Zbadano jakość uzyskiwanych pokolorowań wyrażoną poprzez wartości S(G), SF(G) i 

SL(G) dla odpowiednio dużej statystycznej próbki grafów losowych o zadanym rzędzie n(G) i 

gęstości g(G ) (tj. liczbie krawędzi grafu w  stosunku do liczby krawędzi grafu pełnego tego 

samego rzędu). Badania wykonano dla grafów o rzędach n(G) e (10,...,1000} i gęstościach 

g(G) e  {5%,...,50%). W tabl.2 zawarto wyniki obliczeń dla grafów o rzędzie 

n(G) e  {20,40,60,80,100,200,400,600,800,1000} i gęstości g(G) e  {10%,20%,50%}. W 

każdym przypadku podano minimalne, średnie (średnia arytmetyczna) oraz maksymalne 

wartości parametrów diam(G), S(G), SF(G) i SL(G) dla próbki 500 losowych grafów 

spójnych.

Na podstawie wyników badań wyciągnięto następujące wnioski:

1. Najgorsze wyniki daje algorytm S.

2. Dla większości grafów pokolorowanie o najmniejszej rozpiętości daje algorytm SF, 

jednak różnice wyników pomiędzy poszczególnymi algorytmami są niewielkie.

3. W przypadku grafów rzadkich (g (G )< 1 0 % ) o średnicy 4 zdecydowanie najmniejszą 

rozpiętość pokolorowania uzyskuje się algorytmem SL.

Algorytmy sekwencyjne zwracają wartość bliską rzeczywistej radiowej liczbie 

chromatycznej. Przykładowo, dla grafów gęstych o średnicy 2 w zakresie rzędów 80,...,1000 

wszystkie algorytmy sekwencyjne zwracają wartość różniącą się o co najwyżej 4 od dolnego 

oszacowania na liczbę radiową a więc odchylenie wyniku od liczby radiowej nie przekracza 4.
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Abstract

Radiocoloring o f a connected graph G  is a special case o f  the classical model of 

coloring the vertices o f G. In contrast to the classical method, the difference in colors 

assigned to vertices u, v is inversely proportional to the distance between u and v. The aim is 

to find such a radiocoloring o f  G, that the maximal color used is as small as possible. In the 

paper we study basic principles and properties o f the graph radiocoloring problem. Since the 

general problem is.NP-hard, we give lower and upper bounds for the radiochromatic number. 

Exact values o f  the radiochromatic number are given for complete multiparite graphs, wheels 

and double stars. Finally, we give computational results-obtained while testing the 

performance o f  suboptimal coloring algorithms on pseudorandom graphs.


