ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 2002
Seria: AUTOMATYKA z. 136 Nr kol. 1556

tukasz KUSZNER
Politechnika Gdanska

ROZPROSZONE KOLOROWANIE GRAFOW

Streszczenie. W pracy zaprezentowano nowy rozproszony algorytm kolorowania
grafow. Przeprowadzone eksperymenty pokazuja, ze daje on lepsze wyniki niz
znany wczeéniej algorytm trywialny.

DISTRIBUTED GRAPH COLORING

Summary. Inthe paper we present a new distributed algorithm for graph coloring.
A practical simulation shows that the algorithm performs much better then a naive
distributed algorithm.

1. W step

Grafem G nazwiemy pare G = (V,E), w ktérej V jest skonczonym zbiorem wierz-
chotkbw, a E rodzing krawedzi. Rodzina E sklada sie z nieuporzadkowanych par
e= {u,u} € E, gdzieu,v S V. O wierzchotkach u,v takich, ze {u, u} € E powiemy, ze sg
sgsiednie, a 0 wierzchotku u i krawedzi {u, v}, ze sg incydentne. Przez stopiert wierzchotka
v rozumiemy liczbe krawedzi z nim incydentnych i oznaczamy deg(v). Najwiekszy stopien
wierzchotka w grafie oznaczamy przez A.

Przyporzadkowanie koloréow lub elementow innego zbioru wierzchotkom grafu G
nazwiemy kolorowaniem, jesli sasiednim wierzchotkom przydzielono rézne Kolory.
Kolorowanie przy uzyciu k koloréw nazwiemy k-kolorowaniem. Jesli dla grafu istnieje
fc-kolorowanie, to powiemy, ze jest on k-kolorowalny, a jesli dodatkowo nie jest on (k—1)-
kolorowalny, to powiemy, ze jego liczba chromatyczna wynosi k, co oznaczamy x(G) = k.

Znamy wiele algorytméw kolorowania. Mozna je znalezé w popularnych ksigzkach, np.
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Przez graf losowy Gnp rozumiemy graf o liczbie wierzchotkéw n, ktéry powstat przez
potaczenie kazdej pary wierzchotkéw krawedzig z prawdopodobienstwem p; losowania
odbywajga sie w sposdb niezalezny. W ten sposdb otrzymujemy rodzine graféw nadajaca sie
do testowania heurystycznych algorytméw grafowych. Byly one uzywane miedzy innymi
w pracach [5], [9], [10]. Na grafach losowych mozna tez bada¢ zachowanie algorytmow

w przypadku $rednim.

2. Przyznawanie koddw w sieciach bezprzewodowych

Zajmiemy sie teraz polem mozliwych zastosowan dla kolorowania rozproszonego.
Wezmy pod uwage bezprzewodowg sie¢ radiowa. Zastosowanie sieci radiowych

umozliwia [11]:
¢ komunikacje pomiedzy stacjami bedacymi w ruchu;

« wymiane informacji pomiedzy stacjami rozproszonymi na duzym obszarze

niezaleznie od sieci przewodowych;

« latwg rozbudowe i rekonfiguracje sieci w zaleznosci od potrzeb.

Poszczeg6lne stacje sg wyposazone w nadajnik i odbiornik. Gtéwnym zasobem sieci
bezprzewodowej jest kanat komunikacyjny. Korzysta z niego wielu uzytkownikéw sieci.
Swobodne nadawanie pakietow danych prowadzi do naktadania sie ich na siebie i pow-
stawania kolizji. Zaistnienie kolizji powoduje utrate danych i konieczno$¢ retransmisji.

Kolizje mozna podzieli¢ na: bezposrednie, kiedy zaktdcajgce stacje styszg sie lub ukryte,
kiedy nieslyszace sig¢ stacje nadajg do tego samego odbiorcy.

Konieczne jest zastosowanie protokotow umozliwiajgcych wspotdzielenie pasma. W
szczeg6lnosci mamy do dyspozycji protokot wykorzystujacy algorytm losowego przydziatu
zasobow: wielodostep z podziatem kodowo-adresowym (Code Division Multiple Access).

W protokole CDMA mozliwe jest wyeliminowanie kolizji dzieki uzyciu catego spek-
trum technik oraz dzieki wiasciwemu przydziatowi ortogonalnych kodéw. Zastosowanie
kolorowania graféw do przydziatu kodéw dla protokotu CDMA zostato omoéwione w [I].

Sie¢ jest modelowana przez nieskierowany graf Gwn — (VJE), w ktérym zbior

wierzchotkéw V oznacza stacje nadawczo-odbiorcze, a zbidr krawedzi kanaty komunika-
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cyjne pomiedzy parami stacji. Dokladniej dwa wierzchotki u, v sg potgczone krawedzig
[u,v) € E wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im stacje stysza si¢ wzajemnie. W
tym przypadku powiemy o wierzchotkach, ze sg fizycznie sasiednie. Graf Gwn reprezen-
tuje fizyczng topologie sieci. Wystapienie kolizji bezposredniej jest mozliwe pomiedzy
stacjami sasiednimi w grafie Gw nm Kolizja ukryta moze wystgpi¢ miedzy stacjami u i
v, jesli dtugos¢ najkroétszej Sciezki pomiedzy nimi wynosi 2. Stacje u i v unikna kolizji
uzywajac roznych kodow. Przyporzadkowujgac kodom kolory mamy problem kolorowania

grafu w dwéch wersjach:
¢ Unikanie ukrytych kolizji

Kolorowanie grafu Gh = (U Eh) stowarzyszonego z Gwn, w ktérym (u,u) € Eh,

jesli najkrotsza $ciezka z u do u wynosi 2.
e Unikanie kolizji ukrytych i bezposrednich

Kolorowanie grafu G hp — (V ,EHp) stowarzyszonego z G wn , gdzie (u,v) € Epp,

jesli najkroétsza sciezka z u do u nie przekracza 2.

W cytowanym wcze$niej artykule [1] autorzy proponuja do kolorowania tradycyjne
algorytmy sekwencyjne. Co jednak w przypadku, gdy stacje przemieszczajg sie wzgledem
siebie i topologia sieci szybko sie zmienia, albo jes$li sie¢ jest bardzo duza i gromadzenie

danych o aktualnej konfiguracji nastrecza powazne trudnosci?

3. Kolorowanie rozproszone

W dalszym ciggu pracy nie bedziemy koncentrowac si¢ na tym, czemu odpowiadaja
wierzchotki grafu. Nie bedzie dla nas roznicy, czy mamy do czynienia ze stacjami
nadawczo-odbiorczymi, czy tez z czym innym. Przyjmiemy, ze jest to co$, co potrafi
liczyé, zapamietywac¢ dane i komunikowac sie z innymi podobnymi jednostkami. W dal-

szej cze$ci bedziemy uzywali stowa procesor.

3.1. Model

Wygodnym narzedziem do analizy jest ponizszy model systemu wieloprocesorowego.

Sie¢ procesoréw jest reprezentowana przez graf nieskierowany.  Wierzchotki grafu



148 L. Kuszner

odpowiadajg procesorom, a krawedzie dwukierunkowym, niezawodnym kanatom komu-
nikacyjnym. Zwykle przez n oznacza sie liczbe wierzchotkéw w grafie, czyli tutaj liczbe
procesorow, przez m rozumiemy liczbe krawedzi - tutaj kanatdw komunikacyjnych.
Obliczenia wykonywane sg w rundach. Kazda runda sktada sie z dwoch faz: fazy
obliczen i fazy komunikacji (wysytania i odbierania komunikatéw).
Przez ztozonos$¢ czasowg algorytmu rozumiemy wytacznie liczbe rund potrzebnych do
wykonania zadania. Jest to uzasadnione wysokimi naktadami na przesianie komunikatu i

stosunkowo niskimi na wykonanie obliczen.

3.2. Oczekiwania

Po kolorowaniu rozproszonym nie nalezy sie zbyt wiele spodziewa¢ w stosunku do
zwyktych algorytmoéw sekwencyjnych. W szczegélnosci nie nalezy sadzi¢, ze prob-
lem niewielomianowy da sie rozwiaza¢ wielomianowo w nowym modelu. Wynika to
Z nastepujacego rozumowania: rozpatrzmy trudny problem niewielomianowy Il rozmi-
aru n. Gdyby mozna go byto rozwigza¢ wielomianowo w $rodowisku rozproszonym na n
procesorach, to réwniez mozna bytoby go rozwigza¢ wielomianowo na jednym procesorze
w czasie n razy diuzszym, czyli rowniez wielomianowym.

Wiasciwie nalezy spodziewac si¢ mniej niz po algorytmach réwnolegtych. Proste prze-
niesienie algorytméw réwnolegtych nie jest mozliwe gtownie z powodu braku pamiegci
wspoétdzielonej. Z tego wzgledu roéwniez przeniesienie algorytmow sekwencyjnych napo-

tyka na powazne trudnosci.

4. Algorytm trywialny

Najprostszy algorytm to (A + I)-kolorowanie wierzchotkowe (trivial algorithm) [2],
gdzie A jest najwiekszym stopniem wierzchotka w grafie. Takie pokolorowanie oczywiscie
istnieje, co wynika z nastepujacego algorytmu sekwencyjnego: kazdemu kolejnemu wierz-
chotkowi przypisz najmniejszy kolor nie przypisany jeszcze zadnemu sasiadowi.

W wersji rozproszonej algorytmu kazdy wierzchotek u przechowuje palete barw nie
przypisanych jeszcze przez zadnego z sgsiadow - inicjalnie rozmiaru deg (u) + 1. Kazdy

wierzchotek losuje kolor ze swojej palety i wysyta komunikat do swoich sasiadéw. Jesli
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zaden z nich nie wybrat tej barwy, wjest pokolorowany i informuje o tym swoich sgsiadow.
Jesli jakis$ sgsiad wylosowat taki sam kolor, u nie zatrzymuje go. Na poczatku nastepnej
rundy u usuwa ze swojej palety kolory uzyte przez jego sgsiadow. Johansson w [3] wykazat,
ze w algorytmie trywialnym kazdy wierzchotek w kazdej rundzie otrzyma kolor z praw-
dopodobieristwem p > 1/4. Stad, wykorzystujac wynik Karpa [6], zauwazymy, ze algo-
rytm skonczy sie prawie zawsze po O(logn) rundach. Bardziej precyzyjnie: czas wykona-

nia T(n) dla n wierzchotkowego grafu dla kazdego dodatniego t spetnia zaleznos$¢:

O

Podobny algorytm zostat podany przez Luby’ego w [8]. W tym algorytmie dodatkowo
w kazdej rundzie wierzchotek podejmuje prdobe kolorowania tylko z pewnym praw-

dopodobienstwem p.

5 Algorytm DLE

Opisany wczesniej algorytm trywialny ma istotng wade, a mianowicie nie ma zadnego
mechanizmu oszczedzania koloréw. Z tego wzgledu zaproponujemy teraz inny rozproszony
algorytm, ktory jest pod tym wzgledem duzo lepszy.

Jak wiemy z analiz, optaca sie najpierw kolorowa¢ wierzchotki o wiekszym stopniu.
Wykorzystuja to sekwencyjne algorytmy: largest-first(LF), smallest-last(SL), czy satura-
tion largest-first(SLF). Sprobujmy zastosowac te obserwacje w kolorowaniu rozproszonym.

Zaktadamy model opisany we wstepie. Kazdy wierzchotek zna porzadek koloréw,
liste swoich sasiadéw i potrafi wygenerowac losowa liczbe. Nie ma zadnych dodatkowych
zatozen o grafie, ani o jego liczbie chromatycznej.

Algorytm przebiega w rundach. W kazdej rundzie sg dwie fazy komunikacji. Pomiedzy
nimi wierzchotki wykonuja obliczenia.

Kazdy wierzchotek v posiada trzy parametry:
* swoj stopien: deg(v),

¢ losowy parametr: rndvalue(v),
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¢ inicjalnie pusta palete zabronionych koloréw, ktére zostaty juz zuzyte przez jego

sgsiadow: usedcolors(v).

Parametry deg(v) i rndvalue{v) decyduja o kolejnosci kolorowania. Niech Vi, v2 beda

wierzchotkami grafu. Mowimy, ze Vi ma wyzszy priorytet niz v2, jesli:
deg{vi) > deg(v2)

lub

(deg(vi) = deg(v2) A (rndvalue(vi) > rndvalue(v2)

Pojedyncza runda dla kazdego niepokolorowanego wierzchotka przebiega w pieciu krokach:

¢ Wylosuj parametr rndvalue{v).

Wyslij wszystkim sasiadom swoje parametry: deg(v), rndvalue(v) i pierwszy kolor,

ktérego nie ma na twojej liscie usedcolors.

Poréwnaj swoje parametry z otrzymanymi od sgsiaddw i sprawdz, czy masz naj-

wyzszy priorytet sposrdéd tych, ktorzy chcg otrzymaé ten sam kolor.

Jesli tak, przydziel sobie kolor, poinformuj o tym sasiadéw i zakoncz.

Jesli nie, zaktualizuj swojg liste usedcolors.

5.1. Przyktad dziatania

Dziatanie algorytmu przesledzimy na przykiadzie grafu znajdujgcego sie na rys. I(a).

Najwiekszy stopien - 4 ma wierzchotek ve. Zostanie on pomalowany w pierwszej kole-
jnosci. Roéwnoczes$nie mogtby otrzymac kolor wierzchotek ig (tylko W nie jest potaczony
z v6), ale jego sgsiad v2 ma wiegkszy stopien. Sytuacja po pierwszej rundzie jest przed-
stawiona na rys. I(b).

Teraz  jako jedyny ma jeszcze wolny kolor o numerze 1, bez przeszkéd otrzyma go
w rundzie drugiej. Pierwszym wolnym kolorem dla pozostatych wierzchotkéw (poza W,
ktéry juz otrzymat kolor) jest barwa o numerze 2. Wystepuja konflikty pomiedzy v2i @
oraz v3i Va. Wierzchotek v4 musi przegraé, gdyz deg{v4) < deg(v3). Natomiast stopnie
wierzchotkow v2iv3sg réwne, w tym przypadku decyduje losowy parametr rndualue. Jak

widzimy na rys. I(c), wiecej szczeScia miat v2i ten wiasnie wierzchotek zostat pomalowany.
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Rys. 1. Przyktad kolorowania algorytmem DLF
Fig. 1. Example of coloring with the DLF algorithm

Pozostaty wierzchotki t3 i Nie ma pomiedzy nimi konfliktu, gdyz W ma jeszcze
wolny kolor o numerze 2, a v3 juz nie. Konieczne jest uzycie kolejnej barwy.

Na rysunku I(d) widzimy ostateczny przydziat barw po trzeciej rundzie dziatania al-
gorytmu. W tym przypadku otrzymaliSmy optymalne pokolorowanie. Co najmniej trzy

barwy musiaty by¢ uzyte, bo graf zawiera tréjkaty: v3, Va, v3 oraz V2, v3, vq.

5.2. Analiza

Fakt 1. W kazdej rundzie prawie zawsze co najmniej jeden wierzchotek zostanie

pokolorowany
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Dow6d. Zaden wierzchotek nie otrzyma koloru tylko w sytuacji, gdy nie ma wierz-
chotka o lokalnie najwyzszym priorytecie, czyli sasiednie wierzchotki maksymalne maja
réwny priorytet. Mozna jednak tak dobra¢ rozdzielczo$¢ parametru rndvalue(v), aby
prawdopodobienstwo tego zdarzenia byto znikome. W dalszej czesci analizy bede zaktadat,

ze tak witasnie jest. O
Fakt 2. Algorytm D LF nigdy nie uzyje wiecej niz A + 1 koloréw.

Dowo6d. Wezmy pod uwage dowolny, niepokolorowany jeszcze wierzchotek u w tej
rundzie dziatania algorytmu, w ktérej ma otrzymaé¢ kolor. W najgorszym przypadku
wszyscy jego sasiedzi sg juz pokolorowani na rézne kolory. Wtedy u otrzymatby kolor

0 numerze deg{u) + 1< A -I-1. O

Fakt 3. W kazdej kolejnej rundzie, w calym grafie, zostanie przydzielony co najwyzej

jeden nowy kolor.

Dowdéd. Przypusémy, ze w poprzedniej rundzie kolorem, 0 najwyzszym numerze byt
kolor k. Wtedy sasiedzi wierzchotkéw pokolorowanych kolorem k by¢ moze uzyja koloru

k + 1. Zaden inny nowy kolor nie zostanie uzyty. O

5.3. Liczba uzytych barw

Moze sie zdazy¢, ze algorytm DLF, tak jak w poprzednim przyktadzie, da opty-
malne pokolorowanie. Nie jest to jednak regutg. Johnson w [4] podat rodzine grafow
*A» jz> -m, ky mmm>dla ktorych algorytm sekwencyjny LF dziata bardzo stabo. Graf Jk
jest grafem dwudzielnym z wierzchotkami: ui, u2 iig, t2,..., u* oraz wszystkimi
krawedziami {u;, u,-} dla ij~j. Przyktadowy graf Johnsona znajduje sie na rys. 2. Niestety,
moze si¢ zdarzy¢, ze algorytm DLF uzyje k koloréw do pokolorowania dwudzielnego grafu
J k. Bedzie tak na przyktad wtedy, gdy w czasie i-tej rundy wierzchotki u- oraz vi} majac
wyzszy priorytet niz pozostate, otrzymajg kolor i. Stad funkcja dobroci algorytmu jest
o(n).

Lepiej przedstawia sie sytuacja dla sredniej liczby koloréw. Przeprowadzone ekspery-
menty w przestrzeni graféw losowych wskazuja, ze jest ona podobnajak dla sekwencyjnego

algorytmu LF. Odpowiednie zestawienie wynikow znajduje sie w tabl. 1.
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Tablica 1
Poréwnanie $redniej liczby kolo-

row dla graféw losowych <jn,i/2

n triuial DLF LF
10 6,2 4,02 4,04
20 11,6 6,33 6,35
30 16,9 m8,38 8,32

50 27,0 12,01 11,95
70 37,2 15,24 15,18
100 52,2 19,85 19,79
120 61,8 22,82 22,75
150 78,3 27,08 26,98
170 86,9 29,71 29,78
200 101,3 33,72 33,73

5.4. Szybkosé
Wezmy pod uwage graf petny K n. Do pokolorowania tego grafu potrzeba n kolordw.
To oznacza, ze do pokolorowania grafu K n potrzeba n rund (patrz fakt 3.).

Z powyzszego wida¢, ze nie mozemy oczekiwac logarytmicznego czasu dziatania w
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kazdym wypadku. Jednak w przypadku graféw regularnych mozemy sformutowac co
nastepuje:
Fakt 4. Algorytm DLF prawie zawsze dziata w czasie O(logn) rund na grafach regu-

larnych.

Dowdd. Niech G bedzie grafem d-regularnym, a u — niepokolorowanym wierz-
chotkiem na poczatku pewnej rundy k. Przypusémy, ze v dla parametru mdualut
wylosowat warto$¢ x. Prawdopodobieinstwo Pr(v), ze v otrzyma kolor w czasie tej
rundy zalezy od x oraz UN(v) - liczby niepokolorowanych sgsiadéw v. Mozemy zapisac

Pr(v) = xUNsv) > xd. Sumujgc po wszystkich x mamy:

Korzystajac z twierdzenia 1.1 z pracy [6] otrzymujemy:

PriT{n) > [logjji(n)d + t+1 < (~vy) D

6. Warianty kolorowania

Algorytm DLF moze by¢ tatwo dostosowany do innych modeli kolorowania wierz-

chotkowego.

6.1. T-kolorowanie

Majac T - zbior liczb nieujemnych, T-kolorowaniem grafu G nazywamy przyporzadko-
wanie liczb dodatnich c(v) kazdemu wierzchotkowi v z G w taki sposéb, ze jesli {u, u} € E,
to |c(u) - c(u)| $ T [7].

W algorytmie DLF dla T-kolorowania kazdy wierzchotek v zna T, a lista usedcolors za-
wiera wszystkie kolory zabronione dla v uwzgledniajgc T i kolory wybrane przez sasiadow.

Na przyktad, jesli T = {0,2}, a wierzchotek v ma dwdch sagsiadéw pokolorowanych

kolorami 1 i 3 odpowiednio, to lista usedcolors dla v zawiera kolory {1,3,5}.

6.2. Multikolorowanie
Dla grafu G (/, /c)-kolorowaniem, 1 < / < k, nazwiemy takie przyporzadkowanie /
barw ze zbioru k kazdemu wierzchotkowi v, ze zadne dwa sgsiednie wierzchotki nie majg

ani jednego wspdlnego koloru.
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Modyfikacja algorytmu DLF polega na tym, ze kazdy wierzchotek zna / i kohczy

dziatanie dopiero po znalezieniu wszystkich potrzebnych barw.
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Abstract

We discuss the vertex coloring problem in a distributed network. Such a network
consists of processors and bidirectional communication links between pairs of them. It
can be modeled by a graph G = (V,E). Set V denotes processors and E models links
between them. To color the vertices of a graph G means to give each vertex a color in
such a way that no two adjacent vertices get the same color. If at most k colors are used,
the result is called a A;-coloring.

We assume that there is no shared memory. Each processor knows its own links and
its unique identifier. We want these units to compute a coloring of the associated graph
without any other information about the structure of G. We will assume that the system
is synchronized in rounds. The number of rounds will be our measure of efficiency.

Such a model of coloring can be used in a distributed multihop wireless networks to
eliminate packet collisions by assigning orthogonal codes to radio stations [1].

In the paper we present a new distributed algorithm for graph coloring. A practi-
cal simulation shows that the algorithm performs much better then a naive distributed
algorithm.



