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CYRKULARNY INDEKS CHROMATYCZNY GRAFOW
KUBICZNYCH

Streszczenie. W referacie omowimy wiasnosci cyrkularnego kolorowania krawedzi
graféw oraz cyrkularnego indeksu chromatycznego. Po zdefiniowaniu tego rodzaju
kolorowania zbadamy, ktore ze znanych wynikéw dla klasycznego kolorowania
krawedzi graféw kubicznych mozna przenie$¢ na rozwazany model kolorowania.
Dodatkowo podamy nietrywialne oszacowanie na cyrkularny indeks chromatyczny
dla nieskonczonej rodziny graféw kubicznych klasy 2.

CIRCULAR CHROMATIC INDEX OF CUBIC GRAPHS

Summary. In this contribution we consider the properties of circular edge coloring
of a graph and the circular chromatic index. After giving a definition of this kind
of graph coloring, we study, which of the known results for classical edge coloring
for cubic graphs can be applied to the considered model of coloring. Moreover, we
bound the circular chromatic index for an infinite family of Class 2 cubic graphs.

1 Wprowadzenie

Rozwazmy system produkcyjny, w ktérym praca jest wykonywana w ruchu ciggtym,
tzn. po zakonczeniu wykonywania jednego cyklu produkcyjnego od razu rozpoczynany
jest kolejny. Jesli wszystkie zadania w tym systemie majg jednakowy czas wykonania i
kazde z nich w trakcie wykonywania zajmuje dwie przypisane temu zadaniu maszyny, to
mamy do czynienia z systemem zadah 2-procesorowych. Te sytuacje mozna wygodnie
modelowac za pomocg grafu, ktérego wierzchotki odpowiadajg maszynom, za$ krawedzie
zadaniom. Wtedy uktadanie cyklicznego harmonogramu staje sie réwnowazne cyrku-
larnemu kolorowaniu krawedzi tego grafu.

Cyrkularny indeks chromatyczny jest uogélnieniem klasycznego indeksu chromaty-

cznego, uzyskanym poprzez przeniesienie definicji cyrkularnej liczby chromatycznej,
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wprowadzonej przez A. Vince’a [5], z wersji wierzchotkowej na krawedziowa. Niech
k > 2d bedg liczbami naturalnymi. Wéwczas przez (k,d)-pokolorowanie krawedzi grafu
G — (V,E) rozumiemy przyporzadkowanie ¢ : E -4 {0,1,..., k —1} takie, ze dla dowol-
nych dwdch krawedzi sgsiednich ei,e2 zachodzi d < |c(ei) —c(e2)] < k —d. Cyrku-
larny indeks chromatyczny x¢(G) grafu G definiujemy jako kres dolny ilorazéw k/d, dla
ktérych istnieje (k,d)-pokolorowanie krawedzi grafu G. Okazuje sie (patrz [1]), ze kres
dolny wystepujacy w definicji jest zawsze osiggany, a zatem moze by¢ zastagpiony przez
minimum. Ponadto k moze by¢ ograniczone przez liczbe krawedzi G, za$ d przez rozmiar
maksymalnego skojarzenia c/(G).

W rozwazaniach bedziemy sie postugiwali takze nastepujgacg réwnowazng definicjg
cyrkularnego indeksu chromatycznego podang w [1], Dla liczby rzeczywistej r > 1 ozna-
czmy przez Cr okrag o obwodzie r. Wtedy r-cyrkularne pokolorowanie krawedzi definiu-
jemy jako dowolne przyporzadkowanie krawedziom G lukéw jednostkowych na Cr, tak ze
dla dowolnych krawedzi sgsiednich przyporzadkowane im luki sa roztgczne. Cyrkularny
indeks chromatyczny definiujemy jako najmniejszg liczbe rzeczywistg r, dla ktorej taka
konstrukcja jest jeszcze mozliwa.

Poniewaz (k, I)-pokolorowanie krawedzi jest klasycznym ~-pokolorowaniem krawedzi,
wiec zachodzi M"(G) < x{G)> gdzie xf(G) oznacza indeks chromatyczny grafu G. Z
drugiej strony w [1] wykazana jest nieréwno$¢ x{G) —1 < XC(G) oraz bezposrednio
z definicji wynika, ze A(G) < XC(G), gdzie A(G) oznacza maksymalny stopiefi grafu
G. Wyniki te w potaczeniu z twierdzeniem Vizinga [6] prowadza do wniosku, ze dla
graféw klasy 1 (spelniajcych x'{G) = A(G)) zachodzi A(G) = XC(®) = ~(G), za$ dla
graféw klasy 2 (spetniajacych x¥(G) = A(G) + 1) zachodzi A(G) < XC(G) < xHG)-
Ostatnia nieréwnos$¢ daje nam podziat graféw klasy 2 na dwie podklasy: grafy klasy 2,
dla ktoérych x¢(£) < x'(G) bedziemy okresla¢ jako grafy klasy 1.5, za$ te, dla ktérych

= X'(G) - jako grafy klasy 2.5.

W pracy [1] wykazano takze, ze cyrkularny indeks chromatyczny grafu Petersena
wynosi 3 + 2/3. W tej pracy zajmiemy sie wiasnosciami cyrkularnego indeksu chro-
matycznego innych graféw kubicznych. Zbadamy, ktére ze znanych wynikéw dotyczacych

klasycznego kolorowania krawedzi tej klasy graféw daja sie przenies¢ na wersje cyrkularna.
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Rys. 1. Przyktady graféw kubicznych z mostem
Fig. 1. An example of cubic graphs with a bridge

2. Zmirfacze i redukcje graféw kubicznych

W rozwazaniach nad indeksem chromatycznym graféw kubicznych zostato odkrytych
kilka redukcji, pozwalajacych w pewnych przypadkach zredukowaé graf kubiczny klasy
2 do mniejszego grafu o tych wiasnosciach. Zmirlaczami (ang. snarks) nazywamy nie-
trywialne grafy kubiczne klasy 2, to znaczy bez mostéw i takie, ktére nie moga zostac
zredukowane. W tym punkcie zbadamy, jak te redukcje wptywajg na cyrkularny indeks
chromatyczny.

Grafy posiadajgce most wszystkie sg klasy 2, co wykazano w [2], Jednakze sam fakt
istnienia mostu w grafie nie determinuje, czy jest to graf klasy 1.5 czy tez klasy 2.5.
Na rysunku 1 przedstawiono przyktady dwoch graféw z mostem. Poniewaz, jak mozna
tatwo sprawdzi¢, potéwka grafu 1(a) nie posiada (7,2)-pokolorowania, graf ten jest klasy
2.5. Natomiast dla grafu 1(b) przedstawiono takze jego (7,2)-pokolorowanie krawedziowe,
ktore jak sie okazuje, jest optymalne, a zatem cyrkularny indeks chromatyczny tego grafu
wynosi 3.5 i jest to graf klasy 1.5. Ponizsze twierdzenie charakteryzuje klase grafu ku-

bicznego z mostem za pomoca klasy jego sktadowych po usunieciu mostu.

Twierdzenie 1. Niech G bedzie kubicznym grafem prostym z mostem e, ktérego
usuniecie daje graf o skladowych G\ i G2. Wobwczas yfc{G) < 4 wtedy i tylko wtedy,

9dyx'c(Gi) < 4 ix'{G2 <4.

Dowdd. Zatézmy, ze XC(Gi) < 4 i XC(G2) < 4. Wtedy istnieje liczba naturalna q

taka, ze x¢(¢?i) < 4- 1/g ix¢(G2) < 4- 1l/g. Niech C bedzie okregiem diugosci 4 - /g,
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Rys. 2. llustracja do dowodu twierdzenia 1

Fig. 2. lllustration for the proofof Theorem 1

za$ G i ci beda cyrkularnymi pokolorowaniami odpowiednio Gi i G2, pochodzgcymi od
pewnych (4q —I.e)-pokolorowan krawedziowych. Wtedy dla dowolnej krawedzi e grafu
Git ci(S) jest lukiem okregu G, ktérego poczatek i koniec sg wielokrotnosciami 1/q.

Wprowadzmy oznaczenia jak na rys. 2 i rozwazmy zbiér C \ (ci(uiai) U Ci(ui6i)).
Mozliwe sg dwa przypadki: jest to suma dwoéch tukéw Ix i 12 o tacznej diugosci
(4 —Il/g) —2 = 2—I/q badz pojedynczy luk o dtugosci 2 —I/q. W pierwszym przy-
padku dtugosci kazdego z lukoéw ¢1 i ¢2 sg wielokrotnosSciami 1/g, a zatem jes$li dtugosé h
jest mniejsza niz 1, to dtugo$é 12 wynosi co najmniej 1. Zatem w obu przypadkach mozna
znalez¢ na okregu C jednostkowy luk Si roztgczny z ~(uiai) i Ci(mi&i). Analogicznie
postepujac mamy luk S2 dtugosci 1 roztgczny z Cifaa?) * Teraz, ewentualnie
wykonujac ,,obroét” pokolorowania <@, mozemy zatozy¢, ze Si = S2 —s.

Ostatecznie konstruujemy pokolorowanie grafu G: krawedzie wspolne z Gi kolorujemy
zgodnie z c,, za$ krawedz «1U2 kolorem c. Poniewaz c jest roztgczny z c/ajUj) i c/8;«,-),
i = 1,2, skonstruowane pokolorowanie jest legalne.

Implikacja przeciwna wynika stad, ze zaréwno Gi, jak i G2 sg podgrafami grafu G, a

zatem x'¢{Gi) < x'c(G) dlai —1,2. O

(@ (b)

G G G G

Rys. 3. Usuniecie elementu grafu: (a) tréjkata; (b) kwadratu z przekatng

Fig. 3. Removal of a fragment of a graph: (a) a triangle; (b) a square with a diagonal
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Rys. 4. Przyktad grafu G klasy 2.5, dla ktérego G * jest klasy 1.5
Fig. 4. An example of Class 2.5 graph G for which G* is of Class 1.5

Najprostszg ze wspomnianych redukcji graféw kubicznych jest usuniecie tréjkata badz
kwadratu z przekatng, przedstawione narys. 3. W pracy [2] wykazano, ze graf zawierajacy
tréjkat badz kwadrat z przekatng jest klasy 2 wtedy i tylko wtedy, gdy graf powstaty przez
usuniecie tego elementu jest klasy 2.

Zauwazmy, ze jes$li dla pewnej liczby rzeczywistej r graf G jest r-cyrkularnie
kolorowalny, to graf G' powstaly poprzez wstawienie w miejsce jednego z wierz-
chotkéw tréjkata badz kwadratu z przekatng w miejsce krawedzi takze jest r-cyrkularnie
kolorowalny. Z przedstawionych rozwazan wynika, ze jesli graf G jest klasy 1.5, to G" tez
jest klasy 1.5. Przeciwna implikacja nie jest jednak prawdziwa. Rozwazmy bowiem grafy
G i G* przedstawione na rys. 4. Podobnie jak miato to miejsce dla graféw na rys. 1, graf

G jest klasy 2.5, podczas gdy graf G* klasy 1.5.

(@) (b)

Rys. 5. Redukcja cyklu dtugosci 4: (a) graf G; (b) graf GD
Fig. 5. Reduction of a cycle of length 4: (a) graph G\ (b) graph G °

Nastepna redukcja umozliwia usuwanie z grafu cykli dtugosci 4. Rozwazmy fragmenty
grafow G i GD na rys. 5. Wiadomo, ze jesli G jest klasy 1, to takze GD jest 3-barwny.
Ponizsze twierdzenie, udowodnione w [4], pozwala na wysunigecie wniosku, ze jesli G ° jest

klasy 2.5, to takze G jest tej samej klasy.

Twierdzenie 2. Jezeli qjest liczba naturalng, a graf G spetia XC(G) < 4 —1/g, to
NGO)< 4- lg.
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() (b)

Rys. 6. (a) GrafPetersena P; (b) graf P a ijego pokolorowanie trzema kolorami

Fig. 6. (a) Petersen graph P\ (b) graph P a and its 3-coloring

Zauwazmy, ze nie jest prawdziwa implikacja: G jest klasy 1.5, to Ga jest klasy 1.5. Za
przyktad moze postuzy¢ graf Petersena P, dla ktérego x¢(-P) —3 + 2/3, za$§ xic{Pa) =3
(patrz rys. 6).

Kolejna redukcja dotyczy graféw o malej spdjnosci. Zatézmy, ze graf kubiczny G ma
rozciecie ztozone z dwdch niezaleznych krawedzi. Wtedy, po usunigciu tego rozcigcia i
potaczeniu w kazdej z powstatych sktadowych krawedziami dwdch wierzchotkéw stopnia
2, otrzymujemy dwa grafy kubiczne GIt Gi. Jak sie okazuje [2], G jest klasy 2 wtedy i
tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z grafow jest klasy 2. Zaldézmy teraz, ze oba grafy
G\ i Gi maja r-cyrkularnie pokolorowania c\ i c2 dla pewnego r < 4. Wtedy bez straty
ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze kolory na dodanych krawedziach sg identyczne, co pozwala
nam tatwo skonstruowaé r-pokolorowanie cyrkularne krawedzi grafu G. Wynika stad, ze
jesli G jest klasy 2.5, to takze ktorys$ z grafow Gi badz ¢é?2 jest klasy 2.5.

Podobnie, jesli graf kubiczny klasy 2 posiada rozciecie ztozone z trzech krawedzi
niezaleznych, to mozna go roztozy¢ na dwa grafy kubiczne, z ktérych co najmniej jeden
nie jest 3-barwny. Tego typu redukcji nie potrafimy jednak przeprowadzi¢ dla kolorowania
cyrkularnego.

Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami za zmirtacze powszechnie uwaza sie grafy o
obwodzie nie mniejszym niz 5, o spojnosci cyklicznej co najmniej 4. Najmniejszym
zmirtaczem jest graf Petersena, dla ktérego warto$¢ indeksu cyrkularnego wynosi 3 + 2/3,
a wiec jest to graf klasy 1.5. W dalszej czesci pracy wykazemy, ze dwie nieskoriczone

rodziny zmirlaczy takze sag klasy 1.5.
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3. Zmirfacze kwiaty

Zmirtacze kwiaty stanowig historycznie jedng z pierwszych nieskoriczonych rodzin
zmirlaczy i oznaczane sg symbolem Jn [2]. Pierwszy z nich, trywialny J3, powstaje w
wyniku zastapienia w grafie Petersena P jednego z wierzchotkéw przez tréjkat. Przedstaw-
iony jest on na rys. 7(b). Kolejne grafy tej rodziny powstajg przez dodawanie kolejnych

wierzchotkéw w cyklu i kolejnych platkéw. Rysunek 7(c) prezentuje graf J5. Formalnie

@) (b) ©

Rys. 7. Konstrukcja grafow kwiatéw: (a) grafPetersena; (b) GrafJ3s (c) grafJs

Fig. 7. Construction offlower snarks: (a) Petersen graph; (b) graph J 3; (c) graph J$
graf Jn mozemy zdefiniowac¢ podajgc zbior jego wierzchotkow i krawedzi:

P(T) — Nitnid, .z—1,2,..., 71}

Ry~ { t i f 1 j , ,cfdi+1diCi+i.i —1,2,...n},

gdzie ctn+i = Ui, Gi+ —C oraz dn+1 —ad\.
Dla kazdego k graf Jk jest klasy 2 (patrz [2]). Za pomocg algorytméw opisanych w
[4 udato sie komputerowo obliczy¢, ze y(.(J3) = 3.5. Dla pozostatych graféw tej rodziny

mamy nastepujace nietrywialne oszacowanie:
Twierdzenie 3. Dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi ~ (Jik+i) < 3.5.

Dowdd. Dowdd opiera sie na wskazaniu cyrkularnego pokolorowania /2G1 7/2
kolorami. Jak juz zostato wspomniane = 3.5. Zajmijmy sie zatem k> 1.

WprowadZzmy nastepujgce oznaczenia: a = [0,0.5), 6 = [0.5,1), ¢ = [1,1.5),d
[1.5,2), e = [2,2.5), / = [2.5,3) oraz g - [3,3.5). Krawedzie wychodzgce z wierzchotkéw
ai. bi, Ci, di oraz a2, 62, c2 i d2 kolorujemy tak, jak jest to przedstawione na rys. 8(a).

Nastepnie kolorujemy krawedzie incydentne z wierzchotkami azi+i, 62+i dla ¢ = 1, 2,...,
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k zgodnie z rys. 8(b), za$ krawedzie incydentne z €2;, &>Cu i ¢2;dlai = 2,..., k zgodnie
z rys. 8(c). Teraz wystarczy sprawdzi¢, ze tak zdefiniowane pokolorowanie jest poprawnie
okreslone i legalne, to znaczy, ze kazda z krawedzi ma przydzielony kolor i zadne dwie

krawedzie sgsiednie nie majg przydzielonych koloréw kolidujacych. O

Rys. 8. 3.5-cyrkularne pokolorowanie grafu Jik + 1|

Fig. 8. 3.5-coloring of graph Jzk+1

W pracy [4] w podobny spos6b oszacowano przez 3.5 cyrkularny indeks chromatyczny

innej nieskonczonej rodziny zmirlaczy, skonstruowanej przez Goldberga w [3].

4. Istnienie zmirtaczy o indeksie cyrkularnym réwnym 4

Zarowno dla grafu Petersena jak i dla zmirlaczy kwiatéow okazato sig, ze sq one klasy
15. Rodzi sie zatem pytanie, czy istnieje zmirtacz klasy 2.5. Zauwazmy, ze opisane
wczesniej redukcje graféw kubicznych, poza przypadkiem rozktadu graféw cyklicznie
3-spéjnych krawedziowo, zachowywaty wiasnos$¢ nalezenia do klasy 2.5, co sprawia, ze

pytanie staje sie jeszcze bardziej interesujace.
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Dla graféw o mniej niz 18 wierzchotkach jedynym zmirtaczem jest graf Petersena, dla
ktorego, jak wiadomo, = 3+2/3. Przeprowadzajac obliczenia komputerowe za pomocga
algorytmow opisanych w [4] dla dwéch zmirlaczy 18-wierzcholkowych stwierdziliSmy, ze
ich cyrkularny indeks chromatyczny, wynosi 3 + 1/3. Natomiast dla zmirlaczy o liczbie
wierzchotkow pomiedzy 20 a 22 udato sie oszacowa¢ badany parametr z géry przez 3.5.
Zestawienie tych wynikoéw zawiera tabl. 1. Tak wiec problem istnienia zmirlacza klasy 2.5
pozostaje nie rozstrzygniety. Wiemy jednak, ze jesli taki graf istnieje, to ma przynajmniej
24 wierzchotki.

Cze$¢ obliczen, ktérych wyniki zaprezentowano w punkcie 4., wykonano na kompute-

rach Centrum Informatycznego Trojmiejskiej Akademickiej Sieci Komputerowej.

Tablica 1
Szacowania na indeks cyr-

kularny zmirlaczy rzedu nie

wiekszego niz 22

n liczba ¢
zmirlaczy

10 1 =3+ 2/3
12 0 -

14 0 -

16 0 -

18 2 =3+ 1/3
20 6 <35
22 20 <35
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Abstract

In this paper we consider circular edge coloring of a graph, whose definition is obtained
by transfering the model of graph coloring introduced by Vince, form vertex to edge
version. This type of coloring is an assignment of unit arcs of a circle to the edges
of a graph in such a way that for each adjacent edges, their arcs do not intersect. A
circumference of the smallest circle, for which this construction is still possible, is called
the circular chromatic index.

In the paper, after defining this variation of coloring we study its properties for cubic
graphs. It turns out, that many of the well known results for classical edge coloring for
this class of graphs may be transferred to the circular version. Moreover, we prove that
the circular chromatic index of flower snarks is less then or equal to 3.5. Finally, we check
computationally that each snark of order at most 22 has the circular chromatic index less
then 4.



