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NUMERYCZNA A NA II ZA STATECZNOŚCI OSIOWCHSYMETRYCZNEGO PRZEPŁYWU 
W PIERŚCIENIOWYM KANALE PRZY TRÓJWYMIAROWYCH ZABURZENIACH

Streszczenie; W pracy przedstawiono zastosowanie metody ele
mentów skończonych do numerycznej analizy stateczności przepływu 
w kanale ograniczonym dwiema współosiowymi ściankami walcowymi. 
Przyjęto zaburzenia ustalonego przepływu w postaci trójwymiarowych 
fal biegnących wzdłuż kanału. Problem rozpatrzono rozwiązując zaga
dnienie na wartości własne w postaci jednorodnego układu różnicz
kowych równań liniowych otrzymanych z równania ciągłości i równań 
Navlera-Stokesa dla małych zaburzeń przepływu ustalonego.

Ze względu na ograniczone możliwości metod numerycznych 1 elektro
nicznych maszyn cyfrowych stosowanych w ubiegłych latach rozpatrywane za
gadnienia stateczności dotyc: ' " "  rCh przepływów i to głównie

Jedną ze stosowanych ostatnio metod numerycznych jest metoda elemen
tów skończonych [4] , której ortogonalizacyjną odmianę opartą na metodzie 
Galerkina [1] wykorzystano w niniejszym opracowaniu do badania liniowej 
stateczności osiowo-symetrycznego przepływu.

2. Sformułowanie problemu

Analizę stateczności przeprowadzimy posługując się wielkościami bez
wymiarowymi, które są związane z odpowiednimi parametrami przepływu za 
pomocą następujących zależności;

t. »atcp

dla zaburzeń dwuwymiarowych

v - u*T
/2.1/



it (tgd2ie: UQ « L - prędkość i długość odniesieniowa,
V, p, t - wielkości wymiarowe /prędkość, ciśnienie, czas/,
T, p, t - wielkości bezwymiarowe /Jak wyżej/,

§  - gęstość płynu.
V związku z tym bezwymiarowe równania Naviera-Stokesa /przy pominięciu 
sił masowych/ i równanie ciągłości napiszemy w postaci!

J g -  /Ł2/

V v - o,

gdzie R * --2.—  » liczba Reynoldsa, w której V Jest współczynnikiem 
lepkości kinematycznej.

Dalej będziemy posługiwać się wielkościami bezwymiarowymi,nie ozna
czając ich kreskami.

Przyjmiemy, że parametry przepływu nieustalonego są sumą stacjonar
nych rozwiązali układu /2.2/ i małych zaburzeń;

"v - VQ ♦ T' V’ <£ vo

p - pQ + p' P' <  P0
Zajmiemy się statecznością osiowo-teymetryczr.ągo przepływu między dwo- 

ma współosiowymi walcami wywołanego różnicą ciśnień. V walcowym układzie 
współrzędnych x , r , 0  mamy:

To « V 0 [uo(r). O, o]

V  - T* [u‘ (x,r, 0,t) , v (x,r, 0 ,t) , w'(x,r, 0 ,tjj /2,4/

po “ po (x'r) 
p' - p ’ (x,r, 0,t)

Zaburzenia składowych prędkości i ciśnienia przyjmiemy w postaci:

u* ( x,r, 0 ,t) . u(r) exp [lO(. (x-ct) + imS]
v' (x,r, 0,t) « v(r) exp [lot fx-ct) + im 0J
w 1 (x,r, 0,t) « w(r) exp [ioC (x-ct) + im 0j
P* (x.r, 0,t) « - - g -  q (r) exp £iOl(x-ct) + im 8j 

gdzie: oC - rzeczywista liczba falowa,
0 * cr + ici - zespolona prędkość fazowa,
ra «0, 1, 2,...-liczba fal w kierunku obwodowym /azymutalns liczba falowa /.

Uwzględniając zależności /2.3/, /2.A/ 1 /2.5/w równaniach /2.2/ , 
korzystając z faktu, te parametry przepływu też spełniają zależności /2.2/ 
oraz pomijając człony małe rzędu drugiego 1 wyższych otrzymamy układ zwy
czajnych różniczkowych równań jednorodnych na amplitudy zaburzeń Q, V, w,p
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o postaci:

* lc^(c-Uo) ” +
dU0
dr

a  1
7  - 3  - (-? *“ •’) ®]

- ; - i  - £  * t [ t . (t  ( ?

- ‘« - K I  4 ■ £  s • ~ ( p  *ct2) i  • 1 -p -  «J
. ^  A 1 ^ / A\ j O1 CC u + --   (rv) ♦ i — -r dr \ / r

Na sztywnych ściankach

w ■ O

v - w
dv
dr

/2.7/

/2.8/

Ostatni z powyższych warunków wynika z równania ciągłości.
Po wyeliminowaniu z zależności /2.6/ funkcji u , q otrzymamy 

układ równań:
F1 [v(r), w(r)J - O

F2 [v(r), w(r)] - O  
na funkcje v , w spełniające warunki brzegowe na sztywnych ściankach

v » '■ » w » O /2.9/
dr

Równania /2.8/ z warunkami /2.9/ stanowią zagadnienie na wartości 
własne CC , R , cr , c^ , s dla określonego rozkładu prędkości UQ ( r) 
ustalonego przepływu.

3. Macierzowe równanie problemu

W celu zastosowania metody eleiaentów skończonych podzielimy poprze
czny przekrój przepływu na pierścieniowe elementy i skorzystamy z warun
ków ortogonalności lewych stron równań /2.8/ względem odpowiednich waria
cji pulsacji ¿v i S w .

Jeśli k-ty element ma promień wewnętrzny rk_1 i zewnętrzny r^ , 
a różniczka powierzchni przekroju poprzecznego każdego elementu równa Jest 
dS « 27[rdr , to korzystając z metody Galerkina [i] wewnątrz każdego ele
mentu otrzymamy:

J S v  r F.dr w O j S w  r F-dr » O
\  2 ' /3.1/
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gdzie: “ rk “ rk-1 ” długość Jednowymiarowego elementu,
F1 • F2 - lewe strony pierwszego i drugiego równania /2.8/,

Zmianę składowych prędkości wewnątrz elementu przyjmiemy w następu
jącej postaci:

v - W  {v}e / X 2 /

:r - [mJ {;]e ,
stąd

6v - [n] 5{v]e
5w - [m] 6 fw]e ,

gdzie: |v}e » {w3e - wektory węzłowych wartości v , w w elemencie,
[Nj, [fi] _ Jednowierszowe macierze funkcji kształtu składowych

prędkości v , w ,
Ć^le ’ 5jwJe - wariacje wektorów parametrów węzłowych.

Jako funkcje kształtu w macierzy [n ] przyjmiemy rodzinę funkcji 
Hermiłe’a rzędu drugiego, a Jako wyrazy macierzy [m] rodzinę funkcji 
Hermile’a rzędu pierwszego. W związku z tym przyjmiemy następujący wektor 
parametrów węzłowych :

\  — l ~ )dr / k-1 k l dr /k
T

/3.4/

Po uwzględnieniu zależności /3.2/ -  /3.4/ w równaniach /3.1/ otrzy. 
mamy dla każdego elementu liniowy układ równań algebraicznych z niewia
domymi parametrami węzłowymi "ĵ pje .

W . {f}. /3.5/
Po odpowiednim zsumowaniu współczynników równań i uwzględnieniu Jed

norodnych warunków brzegowych

vo
dv \ a a / ..(Jv  ̂  ,
T J o ’ w° ' v« * ( ^ r j n ’ w* -° /3-6/

/indeksy o , n są numerami krańcowych węzłów/ otrzymamy układ Jednorod
nych równań algebraicznych /macierzowe równania problemu/

/3.7/°»
gdzie >>p Jest wektorem wszystkich niewiadomych parametrów węzłowych.

W związku z powyższym problem na wartości własne sprowadzimy do pos- 
taci algebraicznego równania charakterystycznego o zespolonych współczyn
nikach

A  - det [k ( R, OC , cr, Ci , m)] . 0 /3.8/
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4. Analiza numeryczna

Wyprowadzone powyżej zależności posłużyły do ułożenia programów na 
EMC, za pomocą których badano neutralną stateczność /  » 0  / lamlnarnego
przepływu między dwoma współosiowymi walcami /rys. 1/, spowodowanego osio
wym gradientem ciśnienia.

Rys.1. Laminarny przepływ w kanale pierścieniowym 
wywołany osiowym gradientem ciśnienia

Ustalone rozwiązanie równań /2.2/ dla tego przepływu ma postać;
U0 (r) - A r 2 - Blnr ♦ C, /4.1/

przy czym stałe A , B , C dobrano tak,by dla jednostkowej szerokości 
szczeliny / L - 1 / średnia prędkość przepływu też była jednostkowa 
|jo gr - 1 ) przy zerowej prędkości na sztywnych ściankach.

Przeprowadzając dyskretyzację poprzecznego przekroju pola przepływu 
zagęszczano podział w pobliżu ścianek, zaś liczbę elementów dobierano w 
zależności od iloczynu OCR , od którego zależy zmienność parametrów.

W programie, za pomocą którego określono wartości własne /dla CjO/. 
przyjmowano wielkość u i skok >wo zmieniano wartość cr- Poszukiwano na
tomiast takiej liczby R, dla ktcrej część rzeczywista lub urojona wyz
nacznika charakterystycznego była równa zeru. Następnie metodą graficzną 
wyznaczano takie wartości cr - c oraz R « R^ , dla których równanie 
t i . 8/ Jest spełnione. A ADrugi program służył do obliczenia rozkładu funkcji własnych u, v, 
w dla zestawu wartości własnych m , (X , c^ , crjł , R #  .

Wybrane wyniki obliczeń wartości własnych 1 funkcji własnych zos
taną przedstawione na konferencji.
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iiiCUIEHHAH AHAJM3A Jlum ttHnU ycTO0TOBOOIH fflM lH H a 
B KAHAJffi OrPAJBMEHBOM RESfm  COOGBHKH BJUnCmPmECKHMH C5EHKAMK 
nPH TPEXMEPHKX BO3My®EH0SX

P e 3 c m e
B paSoie npeflCTaBJieHO npHjroKeime Meioaa KOHe^Hax sxeMeHtoB x HBcaeaHOMy 

aBaaH3y jiHHe&Hofi ycToihiHBociB TeneHHH b xaHa.ie orpaaaneHHOM ^syMH cooohhme 
UHJiKiwpH'tecKHMH OTeHKaMH. IIpeBnoaoEeHO, hto B03MymeHaa HMem xapaaiep ipex- 
Mepaax BoaH SeryniHX zaoxx KaaaJia. PaocMoipeao npoOjieMy oo6oiBesEHX SHaae- 
hh2 oflaopoAHoii oaoieiib! AH$$epeHmiajii>BHX aHHe&HHx ypaBHeHnfl noayaeaaHx 2 3  

ypaBHeHHa Kepa3pHBHooiH a ypaBHeaHg aaBe-CTOKCa npa m&jihx B03MyneHHijx cia- 
KHOHapaoro Teaeaaa.

NUMERICAL ANALYSIS OF LINEAR STABILITY OF FLOW 
IN THE CHANNEL BOUNDED BY TWO CO-AXIAL CYLINDRICAL WALLS 
ON THE ASSUMPTION THAT THE DISTURBANCES ARE 
THREE-DIMENSIONAL WAVES TRAVELING ALONG THE CHANNAL

S u ■ a a r y
In this paper is presented the finite elements method application to 

the numerical analysis of linear stability of flow in the channel bounded 
by two co-axial cylindrical walls on the assumption that the disturban
ces are three-dimensional waves traveling along the channel.

The problem has been studied making use of a set of equations obtained 
from the Nsvier-Stokes equations, and the equations of continuity in the 
case of small non-axisymmetrical disturbances of the steady flow.


