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SIATECZNOSC LAMINARNEGO PRZEPLYWU CIECZY NIENEWTONOW3KICH
W PRZEWODACH

Streszczenie: Przedmiotem referatu jest analiza statecznosci lamlnar-
nego ruchu cieczy nienewtonowskiej - o zmiennych z temperaturag whas-
nosciach Teologicznych - w przewodzie koktowym. Praca zawiera oméwie-
nie uogélnienia réwnania propagacji zaburzedé dla cleczv fizykalnie

nieli-niowych oraz przyk#ady numerycznego rozwigzywania tych réwnali.

1. Wstep

W pracy rozwazany bedzie problem badania statecznosci laminamego ru-
chu nienewtonowskiej cieczy potegowej opiBanej empirycznym prawem potego-
wym /model Ostwalda-De Waele/ w prostoosiowej rurze kotowej, przy uwzgled-
nieniu zmiennosci z temperaturg wspétczynnika konsystencji oraz uwzglednie-
niu dysypacjl wiskotycznej. Zagadnienie badania statecznosci ruchu cieczy
nienewtonowskich nie doczekato sie jeszcze bogatej literatury przedmiotu.
Pierwsze znaczace prace na ten temat opublikowane zostaly przez Ryana i
Johnsona D3- G#6wna idea metody zaproponowanej przez tych autoréw polega-
+a na wprowadzeniu tzw. "liczby stabilnosci’, o wartosciach identycznych
dla; cieczy nienewtonowskich i newtonowskich. Rozszerzenie tej metody na cie-
cze opisane modelami Teologicznymi Prandtla-Eyringa oraz Binghama podali
Hanks i Christiansen [2], £33« Nalezy wyraznie podkresli¢, ze nie ma do-
tychczas wiarygodnej i eksperymentalnie potwierdzonej teorii statecznosci
ruchu cieczy nienewtonowskich. Uzyskane na drodze teoretycznej czy tez
doswiadczalnej krytyczne wartosci zmodyfikowanych liczb Reynoldsa wykazuja
bardzo duzy rozrzut £43* za$ sama liczba Reynoldsa - jako kryterium przejs-
cia ruchu laminamego w turbulentny dla cieczy nienewtonowskich - jest co-

raz czesciej krytykowana.

2. Sformutowanie zagadnienia

2.1. ._Zatozenia

Rozwaza¢ bedziemy ustalony, laminamy, osiowo-symetryczny 1 uformowany

przepdyw w rurze kotowej niescisliwej cieczy nienewtonowskiej opisanejpraws
potegowym, tzn. dla ktorej zwigzek pomiedzy skkadowymi wiskotycznego
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e ma postact5]:
L.

gdzie K=K(T)jest wspoétczynnikiem konsystencji zmiennym z temperaturg, zai
n=const jest tzw. wskaznikiem ptyniecia.

Ponadto zatozymy, ze pozostate wkasnosci fizyczne i termiczne cieczy sa
niezalezne od temperatury i cisnienia.

Wyzej sformutowany problem, przy zatozeniu statej temperatury Scianki
rury /warunek brzegowy na temperature l-go rodzaju/, zostat szczegotowo
oméwiony we wczesniejszej pracy Autoréw £63» gdzie podano jego Sciste ana-
lityczne rozwiazanie. Rozktady temperatury bezwymiarowej /jako stosunku
temperatury bezwzglednej do temperatury S$cianki/ oraz bezwymiarowej pred-
kosci osiowej /jako stosunku predkosci lokalnej do predkosci $redniej/

wyrazaja sie wzorami [6]:

/2.2
natomiast

/2.
W powyzszych wzorach oznaczono przez:
r - bezwymiarowa /jednostkowa/ wspétrzedng promieniowa,
JO - funkcje Bessela pierwszego rodzaju, rzedu zerowego,
¥ - bezwymiarowg stata zalezng od rodzaju ptynu /determinujaca zmiane £

z temperaturag/,
Br - zmodyfikowang liczbe Brinkmana
* /2.4/

gdzie: A jest wspodczynnikiem przewodzenia ciepta, R - promieniem rury,
za$ indeksy "w" i "m" oznaczaja odpowiednio wartos¢ dla warunkéw Scianki i
wartos¢ Srednia.

2,2 ._Roéwnanie propagacji zaburzen

W celu wyprowadzenia réwnania propagacji zaburzeh natozymy na rozwig-
zanie stacjonarne U0 i T0 - dane wzorami /2.2/ i /2.3/ - niestacjonarne
zaburzenie, o ktdérym zaktada¢ bedziemy, ze jest "make™ i "osiowo-symetrycz-;
ne'. Postepujac nastepnie analogicznie jak w przypadku wyprowadzania kla-
sycznego réwnania propagacji zaburzeh, otrzymamy w koncu liniowe, jedno-

rodne roéwnanie rézniczkowe czwartego rzedu o postaci:
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+ 2q" "+ |q"- 4*q"+ -?q - 2C2g/_ 2Lq}. +
r r

+ iptt{# '+ pl'- + 02q } , /2.5/
r

gdzie q jest amplituda zaburzenia promieniowej sktadowej predkosci,

CL - liczbg falowg, o - predkosciag propagacji zaburzenia, natomiast »

dane wzorem!

wystepujacy w réwnaniu /2.5/ oznacza zmodyfikowang liczbe Reynoldsa dla
cieczy potegowej /wprowadzong przez Metznera i Reeda/:

? N 2_n(2”n
/2.7/

Réwnanie /2.5/ moze by6é uwazane jako uogélnienie znanego réwnania Orra i
Sommerfelda dla potegowych cieczy nienewtonowskich o zmiennym z temperaturag
wspotczynniku konsystencji.

Warunki brzegowe towarzyszgce temu réwnaniu maja postac:

q(r=1) = gq"(r=1) = q"(r=0) = q""(r=0) = 0 . /2.8/

6. Metoda rozwigzania zagadnienia oraz analiza otrzymanych wynikoéw

Analiza postaci réwnania /2.5/ z warunkami /2.8/ prowadzi do wniosku,
ze problem badania stateczno$¢, ruchu cieczy nienewtonowskiej zostat spro-
wadzony /podobnie jak czyni sie ;o0 dla cieczy newtonowskiej/ do zagadnie-
nia wartosci wkasnych tego réwnwnia, a wiec poszukiwania takich wartosci
c /przy ustalonych: ot, RN, p, Br, t , n/,dla ktérych istnieje nletrywialne

rozwigzanie réwnwnia /2.5/, spedniajace jednorodne warunki brzegowe /2.8/.
£.1. toda rozwigzania

W celu rozwigzania wyzej sformutowanego zagadnienia brzegowego zasto-
sowano metode: zamiany tego zagadnienia na zagadnienie poczatkowe, ktore
nastepnie rozwigzano metoda Adamsa-Moultona, z wykorzystaniem wielocelowej
metody strzatdéw. Szczegdtowy opis zastosowanej procedury numerycznej poda-

no w £7] 1 £8].
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2*2 ._Analiza_o;trzyma’Yeh_rezullfcat;ow

W wyniku przeprowadzonych obliczen numerycznych uzyskano zbidér war-
tosci wkasnych i funkcji whasnych sformutowanego w punkcie 2.2 zagadnienia
brzegowego dla réznych wartosci parametréw: n, Br, T, ReK_ R ~ * Wha™Mza
przebiegéw i zmian funkcji wkasnych powyzszego zagadnienia nie bedzie w
tej pracy dyskutowana ze wzgledu na mata jej przydatnos¢ w praktycznych
zastosowaniach. Ha rys.1 pokazano wybrane krzywe statecznosci obojetnej
dla cieczy potegowej /n=0,5/ o statych i zmiennych z temperaturag wkasnos-
ciach reologicznych. linia przerywana zaznaczono natomiast krzywag statecz-
nosci obojetnej dla ptynu newtonowskiego przy ”~ = oonst. Najnizsza war-

tos¢ liczby Re odpowiadajaca statecznosci obojetnej dla kazdej wartosci

R
liczby falowej 05 . okresla krytyczng wartos¢ liczby Reynoldsa. Tablica 1
zawiera pordéwnanie wybranych krytycznych wartosci liczby Reynoldsa zdefi-

niowanej wzorem /2.7/ dla réznych wartosci n, Br, T .

Tablica 1

n f Br  ReM-R
1,0 0,0 0,00 3724
0,7 0,0 0,00 4062
0,6 0,0 0,00 4122
0,5 0,0 0,00 4237
0,4 0,0 0,00 4228
0,3 0,0 0,00 4117
0,5 0,0 0,00 4237
0,5 10000,0 0,00 3888
0,5 25000,0 0,00 3369
0,5 50000,0 0,00 2320
0,5 1,0 0,00 4237
0,5 1,0 0,01 3888
0,5 1,0 0,02 3542
0,5 1,0 0,04 2777

Rys.1 Krzywe réwnowagi obojetnej

Pekniejsza ilustracje zmian (Re"M)” w zaleznosci od wartosci paramet-
réow n, Br, T pokazano na rys. 2, 3 i 4.

W szczeg6lnym przypadku dla cieczy wykazujacych mate zdolnosci do rozpra-
szania energii /Br« 0/ oraz gdy wspétczynnik konsystencji nie zalezy od
temperatury /'Czo/, najwieksza krytyczna wartosé¢ ReM—K wynosi 4237 dla
n«0,5 1 maleje ze wzrostem i zmniejszaniem sie wartosci wskaznika pty-
niecia n. Wzrost krytycznej liczby Reynoldsa dla n<l1, moze by¢ wyjasnio-
ny przez "sptaszczenie” profilu predkosci przy zmniejszaniu sie n od 1

do 0. W granicznym przypadku: n—-»0, (ReM R) ~ powinno zmierza¢ do nies-
konczonosci. Otrzymane rezultaty zgodne sg z ta fizycznie "uzasadniong"

tendencjg tylko dla 0,5<n<1. Natomiast w przedziale 0<n<0,5
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obserwowane jest zjawisko odwrotne. Jednakze p#yny, dla ktérych n <(0,5,

nie wystepuja praktycznie w przyrodzie; stad tez wyniki odpowiadajace

n «0,5 zaznaczono na rys. 2 linig przerywang.
Natomiast zaleznos¢ (Re® R) ™ od zmo-
dyfikowanej liczby Brinkmana /bedacej
miarg zdolnosci"cieczy do rozprasza-
nia energii/ i wspotczynnika t jest
funkcja malejaca, bez wzgledu na war-
tos¢ wskaznika ptyniecian; rys .3 i 4.
Zwigzane jest to przede wszystkim z
“"wydtuzeniem"” profilu predkosci cie-
czy przy wzrastajacych wartosciach
Br i "f w stosunku do tzw. profilu
"izowiskotycznego'. Zauwazalne zmniej-
szenie sie krytycznych wartosci zmody-

Rys.2 Zmiana Qej, w funkcji fikowanych liczb Reynoldsa w omawia-

wskaznika ptyniecia nych przypadkach prowadzi do znaczne-

go ograniczenia laminarnego obszaru

ruchu cieczy nienewtonowskich nawet do wartosci ReM—H kr < 1000.
Rys.3 Zmiana (ReK-R>kr W Funkcji Rys.4 Zmiana (Ra®, R) ~ w funkcji
uog6lnionej liczby Br parametru

Przeprowadzone obliczenia wykazaty dos¢ duzy rozrzut krytycznych wartosci
(Re.. D). , cho¢ w zasadzie miescity sie one w przewidywanym przedziale
od 1000 do 4000. Rys.5 zawiera pordwnanie wartosci . otrzymanych

na drodze numerycznej z wynikami badari innych autoréw CO*
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an n+2
M=R" Kr 885 r* (n+2)n+l
@Gn+l)*
W=
|—F? kr G+l

Rys.5 Poréwnanie wartosci (Re™ R)™ w funkcji wskaznika ptyniecia!

1 - rozwigzanie autoroéw
2 — formuda Ryana i Johnsona [13
3 — formuta Kishry i Tripatie®go [93
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Stetecznofed laninernego przaptywu..

yCIOMHHBOCIb JIAMHHAPHOrO gEHRHHfi
HEHHJTOHQBCKHX XSiRKOOT”A B HPOBOIUX

PesnMe

iTenoM pefepara hbjhctch aaaim ycTotEHBcCcTE JiaMzmapHoro TBMeHEH
,HeHBXJTOHOBCKKX aETJKOCTeli ¢ nepeMeHHiIM ¢ TewnepaTypoi peojiorsrBec-
ke cboHctbsmh - 3 KOJiecHoi® npoBOne npz npennoioseHEdIL eoctohhhoK
TewnesaType ctbhkh. JETeflo BJiKHHKe BuccKOTEEecKOE ~ccmiamns.
"PaccyiiieHiiH orpaHHaeHH 1 npoOneMe TeaeHiiH xzhkocth b KOHegHOM
ceEeHsz Tera.iKHecKoro BnycKHoro OTceKa, ra;e ksk npociuiH TesmepaTyp,
T2K Z CKOpOCTH pa3B6pHyTH H He Z3MeHHBTCH HO HanpaBJlieHED TSTCIEH.
BHBeseHHHe b  padore eypaBHemie  HBJiae-rcH :pacsHpeffiieK m
n3BecTHoro ypaBHeBZs Oppa-CoM”"i&ejiBza,"a Ha ehukocth nojBepra-
SEiefiCH 3aKOHy cTeneim c nepeneHHnr«i ¢ TeMnepaiypoS B03g$zuaeHTy
KOHCHCTeznzz. iteToa eohckob codcTBeHHHX 3HaneHzfi 3Toro ypaBHeHEH
coctoht b 3aMeHeHiiz KpaesoH 3ajaHH, 3anaHeii HcaajiBHOH, peaeaol
w tojiom Aaawca-MyjiBTOHa. nonyaeHHHe pe3y.n>TaTH yK333HH rpaizaec-
.kh Ha b azarpaifflcax.

LAMINAR FLOW STABILITY OF NON-NEWTONIAN
FLUIDS IN CONDUITS

Summery

In the present paper a small-disturbance stability of a steady, non-
isothermal, laminar flow of non-Newtonian fluids in tubes with
assumed constant wall temperature has been considered. The effects
of both viscous dissipation and dependence of.Theological properties
On temperature have been also included. The considerations are
restricted to the flow just at the end of thermal entrance region
where the temperature and velocity profiles are fully developed

and do not change in flow direction. The equation fio be derived in
this paper is an extension of the well-known Orr-Sommerfeld equation
on power law Ffluids- with-temperature dependent fluid consistency.
Hie method of searching for eigenvalues generated by the respective
eigensolutions consists - in case of the Orr-Sommerfeld equation
extended - in replacing the boundary-value problem by an equivalent
.initial-value problem. The last one has been attacked by means of
Adams-Moulton. method. The results obtained in this paper are
graphically illustrated on 5 figures.
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