
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SL&SKIEJ 
Seria: ENERGETYKA z.87

1984 
¡Nr kol. 806

Piotr GRYGLASZEWSKI
Zbigniew NOWAK
Jolanta STACHARSKA-TARGOSZ
Politechnika Krakowska

SIATECZNOSC LAMINARNEGO PRZEPŁYWU CIECZY NIENEWTON0W3KICH 
W PRZEWODACH

Streszczenie: Przedmiotem referatu jest analiza stateczności lamlnar- 
nego ruchu cieczy nienewtonowskiej - o zmiennych z temperaturą włas
nościach Teologicznych - w przewodzie kołowym. Praca zawiera omówie
nie uogólnienia równania propagacji zaburzeó dla cieczv fizykalnie 
nieli-niowych oraz przykłady numerycznego rozwiązywania tych równali.

1. Wstęp

W pracy rozważany będzie problem badania stateczności laminamego ru
chu nienewtonowskiej cieczy potęgowej opiBanej empirycznym prawem potęgo
wym /model Ostwalda-De Waele/ w prostoosiowej rurze kołowej, przy uwzględ
nieniu zmienności z temperaturą współczynnika konsystencji oraz uwzględnie
niu dysypacjl wiskotycznej. Zagadnienie badania stateczności ruchu cieczy 
nienewtonowskich nie doczekało się jeszcze bogatej literatury przedmiotu. 
Pierwsze znaczące prace na ten temat opublikowane zostały przez Ryana i 
Johnsona D 3 -  Główna idea metody zaproponowanej przez tych autorów polega
ła na wprowadzeniu tzw. "liczby stabilności", o wartościach identycznych 
dla; cieczy nienewtonowskich i newtonowskich. Rozszerzenie tej metody na cie
cze opisane modelami Teologicznymi Prandtla-Eyringa oraz Binghama podali 
Hanks i Christiansen [2], £33« Należy wyraźnie podkreślić, że nie ma do
tychczas wiarygodnej i eksperymentalnie potwierdzonej teorii stateczności 
ruchu cieczy nienewtonowskich. Uzyskane na drodze teoretycznej czy też 
doświadczalnej krytyczne wartości zmodyfikowanych liczb Reynoldsa wykazują 
bardzo duży rozrzut £43* zaś sama liczba Reynoldsa - jako kryterium przejś
cia ruchu laminamego w turbulentny dla cieczy nienewtonowskich - jest co
raz częściej krytykowana.

2. Sformułowanie zagadnienia
2.1. ._Założęnia

Rozważać będziemy ustalony, laminamy, osiowo-symetryczny i uformowany
przepływ w rurze kołowej nieściśliwej cieczy nienewtonowskiej opisanejpraws 
potęgowym, tzn. dla której związek pomiędzy składowymi wiskotycznego
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e ma postaćt5]:

/2.1/
gdzie K=K(T)jest współczynnikiem konsystencji zmiennym z temperaturą, za i 
n=const jest tzw. wskaźnikiem płynięcia.
Ponadto założymy, że pozostałe własności fizyczne i termiczne cieczy są 
niezależne od temperatury i ciśnienia.

Wyżej sformułowany problem, przy założeniu stałej temperatury ścianki 
rury /warunek brzegowy na temperaturę I-go rodzaju/, został szczegółowo 
omówiony we wcześniejszej pracy Autorów £63» gdzie podano jego ścisłe ana
lityczne rozwiązanie. Rozkłady temperatury bezwymiarowej /jako stosunku 
temperatury bezwzględnej do temperatury ścianki/ oraz bezwymiarowej pręd
kości osiowej /jako stosunku prędkości lokalnej do prędkości średniej/ 
wyrażają się wzorami [6]:

W powyższych wzorach oznaczono przez:
r - bezwymiarową /jednostkową/ współrzędną promieniową,
J0 - funkcję Bessela pierwszego rodzaju, rzędu zerowego,
¥  -  bezwymiarową stałą zależną od rodzaju płynu /determinującą zmianę £ 

z temperaturą/,
Br - zmodyfikowaną liczbę Brinkmana

zaś indeksy "w" i "m" oznaczają odpowiednio wartość dla warunków ścianki i 
wartość średnią.

2., 2 ._Równanię propagacji zaburzeń

W celu wyprowadzenia równania propagacji zaburzeń nałożymy na rozwią
zanie stacjonarne U i T - dane wzorami /2.2/ i /2.3/ - niestacjonarne o o
zaburzenie, o którym zakładać będziemy, że jest "małe" i "osiowo-symetrycz-; 
ne". Postępując następnie analogicznie jak w przypadku wyprowadzania kla
sycznego równania propagacji zaburzeń, otrzymamy w końcu liniowe, jedno
rodne równanie różniczkowe czwartego rzędu o postaci:

/2.2/

natomiast

/2.3/

* /2.4 /

gdzie: ź\. jest współczynnikiem przewodzenia ciepła, R - promieniem rury,
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r /2.5/

gdzie q jest amplitudą zaburzenia promieniowej składowej prędkości, 
CL -  liczbą falową, o - prędkością propagacji zaburzenia, natomiast  ̂
dane wzorem!

występujący w równaniu /2.5/ oznacza zmodyfikowaną liczbę Reynoldsa dla 
cieczy potęgowej /wprowadzoną przez Metznera i Reeda/:

Równanie /2.5/ może byó uważane jako uogólnienie znanego równania Orra i 
Sommerfelda dla potęgowych cieczy nienewtonowskich o zmiennym z temperaturą
współczynniku konsystencji.
Warunki brzegowe towarzyszące temu równaniu mają postać:

ó. Metoda rozwiązania zagadnienia oraz analiza otrzymanych wyników

Analiza postaci równania /2.5/ z warunkami /2.8/ prowadzi do wniosku, 
że problem badania stateczność, ruchu cieczy nienewtonowskiej został spro
wadzony /podobnie jak czyni się ;o dla cieczy newtonowskiej/ do zagadnie
nia wartości własnych tego równwnia, a więc poszukiwania takich wartości 
c /przy ustalonych: ot, Rê , p, Br, t , n/,dla których istnieje nletrywialne 
rozwiązanie równwnia /2.5/, spełniające jednorodne warunki brzegowe /2.8/.

£ ._1. t o d a  rozwiązania

W celu rozwiązania wyżej sformułowanego zagadnienia brzegowego zasto
sowano metodę: zamiany tego zagadnienia na zagadnienie początkowe, które 
następnie rozwiązano metodą Adamsa-Moultona, z wykorzystaniem wielocelowej 
metody strzałów. Szczegółowy opis zastosowanej procedury numerycznej poda-

? ^ 2_n(2^n
/2.7/

q(r=l) = q'(r=l) = q'(r=0) = q'"(r=0) = 0 . /2.8/

n o w £7] i £8].
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2 *2 ._Analiza_o;trzyma^Yęh_rezul1fcat;ów
W wyniku przeprowadzonych obliczeń numerycznych uzyskano zbiór war

tości własnych i funkcji własnych sformułowanego w punkcie 2.2 zagadnienia 
brzegowego dla różnych wartości parametrów: n, Br, T , ReK_R ^ * ■̂na^^za
przebiegów i zmian funkcji własnych powyższego zagadnienia nie będzie w 
tej pracy dyskutowana ze względu na małą jej przydatność w praktycznych 
zastosowaniach. Ha rys.1 pokazano wybrane krzywe stateczności obojętnej 
dla cieczy potęgowej /n=0,5/ o stałych i zmiennych z temperaturą własnoś
ciach reologicznych. linią przerywaną zaznaczono natomiast krzywą statecz
ności obojętnej dla płynu newtonowskiego przy ^ = oonst. Najniższa war
tość liczby Re„ _ odpowiadająca stateczności obojętnej dla każdej wartości M—R
liczby falowej Oś . określa krytyczną wartość liczby Reynoldsa. Tablica 1 
zawiera porównanie wybranych krytycznych wartości liczby Reynoldsa zdefi
niowanej wzorem /2.7/ dla różnych wartości n, Br, T  .

Tablica 1

Rys.1 Krzywe równowagi obojętnej

n f Br ReM-R
1,0 0,0 0,00 3724
0,7 0,0 0,00 4062
0,6 0,0 0,00 4122
0,5 0,0 0,00 4237
0,4 0,0 0,00 4228
0,3 0,0 0,00 4117
0,5 0,0 0,00 4237
0,5 10000,0 0,00 3888
0,5 25000,0 0,00 3369
0,5 50000,0 0,00 2320
0,5 1,0 0,00 4237
0,5 1,0 0,01 3888
0,5 1,0 0,02 3542
0,5 1,0 0,04 2777

w zależności od wartości paramet-Pełniejszą ilustrację zmian (Re^ ^) ^  
rów n, Br, T  pokazano na rys. 2, 3 i 4.
W szczególnym przypadku dla cieczy wykazujących małe zdolności do rozpra
szania energii /Br« 0/ oraz gdy współczynnik konsystencji nie zależy od 
temperatury / ' C z o / ,  największa krytyczna wartość Re., _ wynosi 4237 dlaM—K
n«0,5 i maleje ze wzrostem i zmniejszaniem się wartości wskaźnika pły
nięcia n. Wzrost krytycznej liczby Reynoldsa dla n<1, może być wyjaśnio
ny przez "spłaszczenie" profilu prędkości przy zmniejszaniu się n od 1 
do 0. W granicznym przypadku: n — »0, (ReM R) ^  powinno zmierzać do nies
kończoności. Otrzymane rezultaty zgodne są z tą fizycznie "uzasadnioną" 
tendencją tylko dla 0,5<n<1. Natomiast w przedziale 0 < n < 0 , 5
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obserwowane jest zjawisko odwrotne. Jednakże płyny, dla których n <( 0,5, 
nie występują praktycznie w przyrodzie; stąd też wyniki odpowiadające 
n « 0 , 5  zaznaczono na rys. 2 linią przerywaną.

Natomiast zależność (Re^ R) ^  od zmo
dyfikowanej liczby Brinkmana /będącej 
miarą zdolności'cieczy do rozprasza
nia energii/ i współczynnika t  jest 
funkcją malejącą, bez względu na war
tość wskaźnika płynięcia n; rys .3 i 4. 
Związane jest to przede wszystkim z 
"wydłużeniem" profilu prędkości cie
czy przy wzrastających wartościach 
Br i " f w stosunku do tzw. profilu 
"izowiskotycznego". Zauważalne zmniej
szenie się krytycznych wartości zmody
fikowanych liczb Reynoldsa w omawia
nych przypadkach prowadzi do znaczne
go ograniczenia laminarnego obszaru

ruchu cieczy nienewtonowskich nawet do wartości Re„ „ . < 1000.M—n Kr

Rys.2 Zmiana (Rej, w funkcji
wskaźnika płynięcia

Rys.3 Zmiana (ReK-R>kr w funkcji Rys.4 Zmiana (Râ , R) ^  w funkcji 
uogólnionej liczby Br parametru

Przeprowadzone obliczenia wykazały dość duży rozrzut krytycznych wartości 
(Re.. D). , choć w zasadzie mieściły się one w przewidywanym przedziale
od 1000 do 4000. Rys.5 zawiera porównanie wartości ja. otrzymanych
na drodze numerycznej z wynikami badari innych autorów C O *
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M-R' kr
8n

885   r* (n+2)
n+2
n+1

(3n+l)‘

)W  =
(3n+l)i-R'kr

Rys.5 Porównanie wartości (Re^ R) ̂  w funkcji wskaźnika płynięcia!
1 —  rozwiązanie autorów
2 —  formuła Ryana i Johnsona [13
3 — formuła Kishry i Tripatie'go [93
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yCIO^HHBOCIb JlAMHHAPHOrO gEHRHHfi 
HEHHJTOHQBCKHX XSiRKOOT^ B HPOBOiUX

P e s n M e
iTenoM pefepara h b j h c t c h aaaim ycTotEHBccTE JiaMzmapHoro TBMeHEH 
,HeHBXJTOHOBCKKX aETjKOCTeli c  nepeMeHHiM c TewnepaTypoi peojiorsrBec- 
ke  cboH ctbsm h -  3 KOJiecHoi^ npoBOne npz npennoioseH EdiL eoctohhhoK 
TewnesaType c tb h k h . JETeflo BJiKHHKe BuccKOTEEecKOE ^ccm iam ns.

' PaccyiiieHiiH orpaHHaeHH 1: npoOneMe TeaeHiiH x z h k o c th  b KOHeqHOM 
ceEeH sz Tera.iKHecKoro BnycKHoro OTceKa, ra;e k sk  npociuiH TesmepaTyp, 
T2K Z CKOpOCTH pa3B6pHyTH H He Z3MeHHBTCH HO HanpaBJieHED TSTCiEH. 
BHBeseHHHe b p a d o re  • ypaBHemie HBJiae-rcH : pacsHpeffiieK ■: 
n3BecTHoro ypaBHeBZs O ppa-C oM ^i& ejiBza, "a  Ha eh u k o c th  no jB epra- 
SEiefiCH 3aKOHy cTeneim  c nepeneHHnr«i c TeM nepaiypoS B03g$zuaeHTy 
KOHCHCTeznzz. iteToa eohckob  codcTBeHHHX 3HaneHzfi 3Toro ypaBHeHEH 
c o c to h t  b  3aMeHeHiiz KpaesoH 3ajaH H , 3anaHeii HcaajiBHOH, peaeaol 
w t ojiom Aaawca-MyjiBTOHa.  nonyaeHHHe pe3y.n>TaTH yK333HH rp a iz a e c -  

. kh Ha b azarpaifflcax.

LAMINAR FLOW STABILITY OF NON-NEWTONIAN 
FLUIDS IN CONDUITS

S u ■ ■ e r y

I n  the present paper a small-disturbance stability of a steady, non- 
isothermal, laminar flow of non-Newtonian fluids in tubes with 
assumed constant wall temperature has been considered. The effects 
of both viscous dissipation and dependence of.Theological properties 
On temperature have been also included. The considerations are 
restricted to the flow just at the end of thermal entrance region 
where the temperature and velocity profiles are fully developed 
and do not change in flow direction. The equation fro be derived in 
this paper is an extension of the well-known Orr-Sommerfeld equation 
on power law fluids- with-temperature dependent fluid consistency.
Hie method of searching for eigenvalues generated by the respective 
eigensolutions consists - in case of the Orr-Sommerfeld equation 
extended - in replacing the boundary-value problem by an equivalent 
. initial-value problem. The last one has been attacked by means of 
Adams-Moulton. method. The results obtained in this paper are 
graphically illustrated on 5 figures.


