
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIE3 1984

Seria: ENERGETYKA 2 . 87 Nr kol_ 806

Janusz GRZĘDZIŃSKI
Zakład Mechaniki Cieczy i Gazów
Instytut Podstawowych Problemów Techniki PAN
Warszawa

NIESTACJONARNE TRÓJWYMIAROWE ZABURZENIE POTENCJALNEGO 
OPŁYWU PROFILU '2

Streszczeniet W pracy przedstawiono metodę obliczania 
niestacjonarnego rozkładu ciśnienia wywołanego na profilu 
harmonicznym wirowym zaburzeniem potencjalnego pola pręd
kości. Przykładowe obliczenia wykonano dla profilu Żukow
skiego porównując je z wynikami otrzymanymi w oparciu o 
teorię cienkiego profilu.

1. Wsten

Zainteresowanie problemem niestacjonarnych sił wywołanych na umiesz
czonym w przepływie ciele przez nałożone na ten przepływ zaburzenie 
prędkości rozpoczęło się we wczesnych latach czterdziestych, kiedy to 
ukazała się klasyczna już dzisiaj praca Searso, [1 ]. Dotyczyła ona pro
filu cienkiego umieszczonego w płaskim jednorodnym przepływie cieczy 
doskonałej i poddanego działaniu podmuchu w postaci harmonicznie zmien
nej w czasie składowej prędkości prostopadłej do kierunku przepływu nle- 
zaburzonego. Zagadnienie zlinearyzowano wokół przepływu Jednorodnego, co 
było bardzo istotnym uproszczeniem, ponieważ w tym przypadku wirowe za
burzenie przepływu jest transportowane wzdłuż linii prądu przepływu nie- 
zaburzonego, pozostając bezźródłowym w całym obszarze. Co więcej, jeżeli 
zaburzenie to początkowo nie generowało pola ciśnień, to również dawało 
zerowe ciśnienie zaburzeń w całym obszarze przepływu. W efekcie problem 
sprowadzał się do wyznaczenia spełniającego równanie Laplace/a poten
cjalnego pola, w którym obecność wirowego zaburzenia uzewnętrzniała się 
jedynie poprzez warunek brzegowy na powierzchni profilu. Z linearyzacji 
wokół przepływu równoległego trzeba jednak zrezygnować w przypadku opły
wu profilu grubego. Zastosowanie w zamian linearyzacji wokół opływu sta
cjonarnego profilu prowadzi do jakościowo innego obrazu przepływu. Nało
żone w minus nieskończoności małe zaburzenie wirowe prędkości jest teraz 
transportowane wzdłuż linii prądu przepływu stacjonarnego ze zmienną 
prędkością tego przepływu,zniekształcającą istotnie postać zaburzenia.

x Praca wykonana wspólnie z prof. H.Atassi w czasie pobytu w University 
of Notre Dame, USA.



Kie jest już ono bezźródłowe w całym obszarze przepływu. Dodatkowo, ist
nienie punktu spiętrzenia na profilu prowadzi w zastosowanym przybliże
niu liniowym do nieograniczoności pola rotacji prędkości na całej po
wierzchni profilu i śladu wirowego. Pakt ten ma istotne znaczenie przy 
wyborze metody rozwiązania problemu.

*38   3. Grzędzirtit:

2. Sformułowanie zagadnienia

W jednorodnym, nieściśliwym, nielepkim i nieprzewodzącym ciepła prze
pływie umieszczone jest trójwymiarowe ciało. Ha napływający strumień da
leko od ciała nałożone jest niestacjonarne zaburzenie prędkości . 

Prędkość przepływu V w każdym punkcie pola o wektorze wodzącym r można 
przedstawić w postaci susy

V(r*t) = u(r) + u(r,t), (2.1)
gdzie U jest polem prędkości stacjonarnego opływu ciała. Zakłada się, te 
prędkość zaburzeń u jest mała w porównaniu z prędkością V

I u | «  j ul (2.2)

Daleko od ciała w strumieniu napływającym prędkość zaburzeń u  musi dążyć 
do zadanego zaburzenia u«,

u — » dla r -» oo ( 2 . ) )

Pozostałe warunki brzegowe to nieprzenikalność powierzchni ciała oraz 
warunki dotyczące istniejącego za ciałem śladu wirowego, które zostaną 
sformułowane nieco później. Zachowując teraz w równaniach przepływu tyl
ko człony^łiniowe /na mocy założenia (2.2)/ oraz wykorzystując fakt, że 
prędkość U spełnia stacjonarne równania przepływu, otrzymuje się zlinea
ryzowany układ równań dla prędkości zaburzeń u:

div u = 0 (2,4)

D0u -* 1
■jję- + ( u- •W) U  ---—  grad p, (2 .5 )s

gdzie oznaczono

Do ? -*
W  = ŚE + u 'Brad fe.6)

W równaniu (2 .5 ) p oznacza ciśnienie zaburzeń a j gęstość ośrodka.
Atrakcyjny sposób rozwiązania równań ( 2 . 4 )  i (2.5) zaproponował Gold

stein [2 ]. Sposób ten polega na rozwiązaniu w pierwszej kolejności jed
norodnego równania pędu
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+ ('u1-v)u = 0. (2.7)

Znajomość rozwiązania znacznie upraszcza dalsze postępowanie. Jak ła
two pokazać, t£j spełnia zlinearyzowane równanie dla rotacji prędkości 
zaburzeń u. Jest zatem pełnym wirowym składnikiem pola prędkości, które 
teraz może być poszukiwane w postaciJ

u = tt, + grad4>, (2.8)

gdzie 4> jest nieznanym potencjałem. Wstawiając (2.8) do równania (2.5) 
otrzymuje się ciśnienie zaburzeń w postaci ‘

P = - f l T  •

Wyznaczenie potencjału <P rozwiązuje zatem całe zagadnienie. Wstawiając 
(2.8) do równania ciągłości (2.ń) otrzymuje się równanie Poissona dla 
potencjału

V 2</> = - dir it, , (2.10)

z warunkiem brzegowym na ciele

o4> -» -*
T T  " - a -*i • (2 .11)

gdzie n oznacza normalną zewnętrzną do powierzchni ciała. Do sprecyzowa
nia pozostają w dalszym ciągu warunki na śladzie wirowym. W nieskończo
ności

Q<t>
 ę 0 dla r -* oa (2.12)

i warunek (2.3) jest spełniony przez wirową część rozwiązania u!). Wynika 
to bezpośrednio z równania (2.7), które może być łatwo scałkowane wzdłuż 
¡Linii prądu stacjonarnego opływu ciała. Równanie to jest układem trzech 
Skalarnych równań różniczkowyc. cząstkowych pierwszego rzędu, dla któ
rych linie prądu są charakterysty 'ami. Jak wiadomo, warunek brzegowy mo
że być zadany w postaci u = u w na dowolnej linii nie będącej charakte
rystyką lub, z pewnymi ograniczeniami, w postaci asymptotycznej (2.3).

Przedstawiona metoda ma jednak poważną wadę uniemożliwiającą jej bez
pośrednio wyruszystanie. Okazuje się bowiem, że jeżeli na ciele istnieje 
punkt spiętrzenia, to składowa prędkości normalna do powierzchni cia
ła jest nieograniczona na całej jego powierzchni i zagadnienie dla po
tencjału jest postawione niepoprawnie.
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Regularyzacja problemu zostanie wykonana dla przypadku płaskiego opły
wu stacjonarnego ciała /np. opływ skrzydła ozy też łopatki turbiny o sta
łej cięciwie/» Jeżeli przez t, n i b oznaczone zostaną wersoiy odpowied
nio styczny, normalny i binormalny do linii prądu, to przekrój skrzydła 
musi być stały w kierunku b. Zakładając dodatkowo harmoniczną zmienność 
zaburzenia w czasie otrzymuje się wirowe pole prędkości w postaci;

3, . [ ♦ », fi) 2 * . , 7 ] . ^  - * b

gdzie:

A = (a^.aj.a^) - amplituda prędkości zaburzeń w strumieniu napływają
cym daleko od ciała, 

k = (kpkj.kj) - wektor falowy,
?  - jednostkowy wektor określający kierunek strumienia napływającego 

daleko od ciała /i oznacza jednostkę urojoną/.

Wektor

jest wyznaczony przez potencjał f i funkcję prądu ł  przepływu stacjo
narnego, współrzędną z w kierunku b oraz tzw. funkcję dryfu T:

T = ^ + M  
— oo

gdzie całkowanie odbywa się wzdłuż linii prądu. Różnica funkcji dryfu 
pomiędzy dwoma punktami tej samej linii prądu jest równa czasowi trans
portu zaburzenia pomiędzy nimi. W punkcie spiętrzenia U = O i funkcja 
dryfu ma osobliwość logarytmiczną, co jest matematycznym odzwierciedle
niem faktu, że zaburzenie nie może być przeniesione poza punkt spiętrze
nia na powierzchnię ciała.

Znając funkcję dryfu dla danego przepływu stacjonarnego można bez 
trudu wydzielić człon osobliwy z pochodnej 5 T / 9 n ,  a zatem i ze składo
wej normalnej prędkości u^. Ma on postać /z dokładnością do ograniczone
go mnożnika /;

ai ln | +  - 4-a 1

gdzie B oznacza wartość funkcji prądu na powierzchni ciała. Celem re- 
gularyzacji problemu wystarczy teraz znaleźć takie pole prędkości, któ
rego składowa normalna do powierzchni ciała ma taki sam co do modułu 
człon osobliwy, lecz z przeciwnym znakiem. Warunek ten może być spełnio
ny przez nieskończenie wiele pól. W związku z tym, dla wygody dalszych



obliczeń zażądano, aby było to pole potencjalne o potencjale 4>15 dają
cym zerowe ciśnienie w całym polu przepływu, ł wyniku otrzymano

+ ~ eik'X s ) * C3.3)
—* —*gdzie oî  i c*2 są odpowiednio dobranymi stałymi, a Xg jest wektorem X, 

w którym 4" = f s« Całkowitego pola prędkości zaburzeń u można teraz po
szukiwać w postaci;

• * - *  Zu = Uq + grad <p , (3 .4 )

gdzie:

Uq ̂  + gwdff, - . (3.3)

Wartość graniczną potencjału dla r-» °° odjęto dla zachowania wa
runku (2.12). Ponieważ przepływ stacjonarny jest płaski a zależność 
wszystkich funkcji od czasu założono harmoniczną., więc liczbę zmiennych 
niezależnych można ograniczyć do dwóch, poszukując potencjału <t> w pos
taci:

<f>(x,y,z,t) = <f>*(x,y) e ^ 2 e“1*'!0»0 t  ( } . b )

Stosując analogiczny sposób zapisu prędkości u^ otrzymuje się dla poten
cjału równanie typu Helmholtza
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= - div t *  - ikjU^z , ( 3 . 7

gdzie u j z oznacza składową prędkości U q  w  kierunku rozpiętości /osi z/, 
z warunkiem brzegowym na powierzchni ciała

G -ł»
ań" = - “ -uo * (5.8)

ślad wirowy za profilem modelowano za pomocą linii nieciągłości składo
wej stycznej prędkości. Założono, że ślad wirowy pokrywa się ze stacjo
narną linią prądu wychodzącą z krawędzi spływu. Warunkiem brzegowym na 
śladzie jest równość składowej normalnej prędkości po obu jego stronach, 
co odpowiada żądaniu ciągłego ciśnienia w całym polu przepływu.

4. Bównanie całkowe zagadnienia brzegowego

Dla zagadnienia (3.7) i (̂ 3.8) razem z warunkiem na śladzie wirowym 
można otrzymać równanie całkowe dla wartości potencjału $*’ na powierz
chni profilu i śladu korzystając ze wzoru całkowego Greena. Przy przy
jętych założeniach można z» ; pomocą równania pędu pokazać, 4e różnica 
wartości funkcji <ł>* po obu stronach śladu w dowolnym jego punkcie jest
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wyznaczona przez wartość tej różnicy a  jg aa krawędzi spiywu. Wyko
rzystując ten fakt otrzymuje się następujące równanie całkowe:

*  t ? ( B) - I  <t>'( 1) 11 = A  <i>*E ffs) + g(s) , (4.1)
B

w którym oprócz niewiadomej funkcji 4>* na powierzchni profilu /oznaczo
nej przez B/ występuje niewiadoma liczba d F u n k c j e  ffs) i gis) są 
znanymi funkcjami współrzędnej łukowej profilu s, natomiast Kq(s,1) oz
nacza rozwiązanie podstawowe (3-7) /zmodyfikowana funkcja Bessela/. Moż
na pokazać, że lewa strona (4.1) jest operatorem Fredholma, a zatem roz
wiązanie istnieje dla każdej prawej strony. Okazuje się jednak, że jest 
ono niejednoznaczne, ponieważ dla dowolnego zadanego ^  P° prawej 
stronie otrzymuje się taką samą wartość skoku w rozwiązaniu. W celu 
ujednoznacznienia zażądano ciągłości ciśnienia w punkcie spływu /warunek 
Kutty-Źukowskiego/.

Równanie (4.1) rozwiązano numerycznie dla profilu Żukowskiego dla 
przypadków porównywalnych z istniejącymi wynikami opartymi na teorii"pro- 
filu cienkiego [3,43,stwierdzając dobrą zgodność siły nośnej w zakresie 
małych /rzędu paru procent/ odchyleń grubości i wygięcia profilu od li
nii prostej. Zaobserwowano także znaczny efekt nieliniowy przy wzroście 
grubości, wygięcia i kąta napływu strumienia.

Wyniki obliczeń będą prezentowane w czasie referatu na konferencji.
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UNSTEADY THREE-DIMENSIONAL DISTURBANCE 
OF POTENTIAL FLOW ROUND AN AIRFOIL

S u a « a rijy-

The unsteady pressure distribution over a constant cross- 
section wing caused by three-dimensional harmonic velocity 
disturbance is calculated. The flow is assumed to be irrviscid 
and incompressible and a linearization procedure about two- 
dimensional steady flow is used. The velocity field is splitted 
into two parts: vortical and potential in such manner that both 
of them are regular and well-defined in the entire domain inclu
ding the airfoil surface. The vortical velocity is known and 
the potential function satisfies the Poisson's equation. Boun- 
dary-value problem for this equation leads to an integral equa
tion which is solved numercally hy collocation. The resulting 
unsteady lift is compared with those based on a thin airfoil 
theory. For thin, non-cambered Joukowski airfoil good agreement 
is found., however, significant nonlinear effect caused by thick 
airfoil geometry is observed.


