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METODY ANALITYC ZNO-NüfäERYC ZNE 
WYZNACZANIA PŁASKIEGO RUCHU CIECZY LEPKIEJ

Streszczenie: Zasadniczym celem pracy było poszukiwanie takich metod 
wyznaczania, płaskiego ruchu cieczy lepkiej, które zezwalałyby na zmi
nimalizowanie czasu obliczeń numerycznych.
Zbadano cztery metody oparte na całkowaniu ąuasi-liniowego równania 
czwartego rzędu dla funkcji prądu. Ewie z tych metod polegały na roz
wijaniu rozwiązania w szeregi (względem małego parametru wynikającego 
z uzmlennienia warunków brzegowych i Taylora względem przyrostu liczby 
Reynoldsa), dwie następne na utworzeniu odpowiednich ciągów kolejnych 
przybliżęń-przy wykorzystaniu uogólnionej metody Newtona i zmodyfiko
wanej metody Newtona z funkcjami relaksacyjnymi.

1. V/prowadzenia

Problem wyznaczjenia płaskiego, stacjonarnego ruchu cieczy lepkiej może 
być sprowadzony do zagadnienia Dirichleta dla ąuasi-liniowego równania 
czwartego rzędu dla funkcji prądu

gdzie Re jest liczbą Reynoldsa a(J(Ay,y) =! TyAyj, - y x A y y , z warunkami brze
gowymi sformułowanymi tak, by spełniony był warunek "przylepiania się" cie
czy do ścianek ciał stałych i warunek zgodności ze strumieniem opływanym 
w nieskończoności.

Płaski, stacjonarny iłach cieczy lepkiej stosunkowo rzadko wyznaczany 
jest poprzez rozwiązanie równania (1) ze względu na jego wysoki rząd pomi
mo faktu, że ściśle są określone warunki brzegowe dla funkcji y ,  Okazuje 
się jednak, że rozwiązanie równania O )  może być otrzymane po wykonaniu 
niewielkiej liczby iteracji, jeśli zastosujemy metodę iteracyjną ?icarda[ó] 
lub też klasyczną albo zmodyfikowaną metodę Newtona [1 , 7~J, Rozwiązanie mo
że być więc wyznaczone szybciej niż przy wykorzystaniu innych metod obli
czeniowych; zależy to głównie od zastosowanych algorytmów rozwiązywania za
gadnień brzegowych dla liniowych równań eliptycznych czwartego rzędu. Poza 
tym istotny jest tu fakt małego wpływu błędów obliczeń numerycznych na pos
tać ostatecznego rozwiązania w porównaniu z innymi metodami obliczeniowymi, 
gdzie zachodzi konieczność wykonania setek a nawet tysięcy iteracji.

Celowe wydaje się więc dalsze udoskonalanie metod rozwiązywania równa
nia (1 ) opartych na wykorzystaniu metod iteracyjnych Newtona; możemy rów
nież spodziewać się szybkiej zbieżności szeregu, w którym funkcja prądu roz
winięta jest względem małego parametru wynikającego z uzmiennienia warunków

( 1 ) A 2 y  -J Re J ( A y ,  y ) = O
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brzegowych i szeregu Taylora, w którym funkcja prą'du rozwinięta jest wzglę
dem przyrostu liczby Reynoldsa •- wskazują na to wyniki uzyskane dla przepły
wów samopodobnych [5] i wyniki uzyskane przy wykorzystaniu tylko jednego wy
razu szeregu Taylora [1, ?].
2. Rozwijanie rozwiązania w szereg

2.1. Metoda małego parametru

Iietoda opiera się na dwu zasadniczych elementach, jakimi są: -
1) stan podstawowy y t0' będący rozwiązaniem nie spełniającym, wszystkich 

warunków brzegowych,
2) mały parametr.Ee[0,l] wynikający, z -uzmiennienia warunków brzegowych

(2) % sl - 7l03iaa + £ ^lafl »

gdzie Vz]aa jest prędkością ścianek poruszających się lub też zada
ną prędkością na pozostałych granicach obszaru.
Rozwijając funkcję prądu w szereg potęgowy: 

oo
(3) y  m y  ■ ek y Łk  ̂ ,

k»0'
otrzymamy po podstawieniu do równani a (1) ciąg równań:

(4) A 2y W  - ReJ( A y rkl, y Co]) - R e J M y t «  , y W )  «

= Re fk-1,2,... } ,
p^l

których postać ulegnie uproszczeniu, gdy y io3 jest rozwiązaniem obowiązują
cym dla cieczy doskonałej (ziy^ =0) lub też po przyjęciu yt°J «o,

.'arunki brzegowe dla równań (4) muszą być tak dobrane, by funkcja ( 5) 
spełniała warunki zadania; można to osiągnąć w rożny sposób,np. nakładając 
odpowiednie warunki ty lico na pierwszy wyraz, a pozostałe spełniają wtedy 
jednorodne 'warunki brzegowe.

Omawiana metoda opiera się na założeniu, że promień zbieżności szeregu
( 3 )  jest wjifkjszy od jedności; ponieważ ograniczamy się zawsze do skoszo
nej 'liczby wyrazów,kwestia zbieżności nie jest istotna - ważne jest,by wy
razy tego szeregu malały dostatecznie szybko -..raz ze wzrostem k.
2.2.Szereg Taylora

Równanie fi) zastępujemy równaniem następującym;

( 5 )  A 2 y  -  [ r R e  + (1 - r )  R e  ] J = o,

gdzie re[0,lj , y  jest znanym rozwiązaniem dla'liczby Reynoldsa Re(r = 0),
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a interesujące nas rozwiązanie dla liczby iłeynoldsa Re(r«l) otrzymujemy 
jako %umę szeregu:

( 6 )  y  *  fi  4 - *  = Ć  - 1 -  y im ) .
m=0 rnlBY*“ li=0 m!«*

Zakładając dostateczną gładkość funkcji y  = y (  x,y,r), po ’.wykorzystaniu 
.wzoru Leibniza na pochodną iloczynu funkcji, wyznaczamy z równania (5) ko
lejne pochodne funkcji y  względem parametru X •

(7) A2y (ra) - ReJ(AYtm)ry) - R i j f A y  , y <m)) =

= R e S ( ” ) J (Ay<3) ( ę l m - f y  + :£ +  ( n-1j j( ^(n-1-jty
j=1 d • ■ j=0 J

( III—1 ,2,...).

Równania (7) spełniają jednorodne warunki brzegowe, gdyż warunki brze
gowe rozważanego, zadania spełnia funkcja y  ,

3. Metody kolejnych przybliżeń

3.1. Metoda BIR

Metodą BIR ( Biharmonic Relaxation Method) narwaliśmy metodę kolejnych 
przybliżeń rozwiązywania równania ( 1) , polegającą na wykorzystaniu uogól
nionej metody Newtona. Równania określające kolejne przybliżenia tej metody 
są następujące:

(3) A  V k+13 - Re K ^ A y ™  + *e * z y ™ A r f r n  + U  H  . +

- Rex/+A y £ * ^ = Re f J (& y Ck*> y ^ k]) -fe<1 +Jf ) y , CW A y ^  + 

y ^ A y ^ }  (k-0,1,2,...) ,

gdzie X^k+t.x.y) (i=1,2,3,4) są funkcjami relaksacyjnymi.
Szczególnymi przypadkami ciągu kolejnych przybliżeń (s) są:
1) metoda BIL' ( Biharmonic Lriver Method) fu] -x, - x  -X  - x  = 0;
2) metoda 30S (Biharmonic Osecn Method)[6] -x.|=x0= 1, x  . -X =0;
3) metoda FON (Fourth Order Newton Method) [1 ,  7 ]  -  Jt =X-=X-=X, = 1.
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3.2. Kctoda Split 3IR
.. -,/yniitu aastoeowonia metody Split SC.-: ( Split Biharmonic Relaxation 

xhod), będącej zmodyfikowaną metodą Newtona z dodatkowd wprowadzonymi funk
cjami 'relaksacyjnymi (i=1,2,3,ń), otrzymujemy nasxooujecy ciqg ko
lejnych przybliżeń:

o )  a V “+°  - S e 2 , % ^ . 0r+° + H e E ^ A ^ * 13 + R e ^ A ^ y ^ * 0 +

-  Rc-x.AyyA'*0 = Re{ J (iy Il0.rtl(!) - 5L,YyAyiM + *2YŚA*'yW  +

+ SLAy.y?^ - ( k=o, 1 ,2,...) ,

w którym ip 3est znanym rozwiązaniem - przyj::,ieray ip = y C0 .
Szczególnymi przypadkami metody Split 31,1 sat
1) metoda SIS - x -,=^=x-~^ = 0 »
2) metoda Split SOS ( Split Biharmonic Cseen Method) [fi]~

x^ = x ^ = 1, Sij=3t̂ = 0;
3) metoda Split POK (Split Fourth Order Newton Method) [ 1, 7] -

_*1=5e2=iL=5e. - 1.
3.3. Dobór funkcji relaksacyjnych

iietody iteracyjne Newtona są metodami zbieżnymi lokalnie, starannie na
leży więc obrać przybliżenie początkowe i funkcje relaksacyjne tak, by Y^' 
było możliwie bliskie rozv/iązaniu.

Jedna z możliwości wykorzystania metod BIR i Split BIR w ich ogólnej 
postaci może być następująca. Znając dwa rozwiązania y ™  i y *  odpowiadające 
liczbom Reynoldsa ReQ i Re^ obliczamy funkcje relaksacyjne, które wyko
rzystujemy następnie przy wyznaczaniu rozwiązania dla liczby Reynoldsa 
Re>Re > R e  przy niezmienionym przybliżeniu początkowym y [o:l . ” przypadku 
starannego doboru funkcji relaksacyjnych można spodziewać się zarówno roz
szerzenia zakresu zbieżności, jak i przyspieszenia zbieżności w porównaniu 
z metodami FOK i Split FON, w których przyjęto przybliżenie początkowe od
powiadające liczbie Reynoldsa Re .

Przy badaniu zbieżności i szybkości zbieżności metod BIR i Split sIH 
ograniczymy się do funkcji relaksacyjnych postaci:

=[£-1^ +(l-£1>Yy03]/rl:” ; ^2 =[£-2Yx +( l ' s2 ^ x 2y  Yx] '

* 3  =tf3Ary + (l-£3)A^,0]]/AYyM  ; Se4 = [E^AyS e d - f ^ A y f ]  / A y “  ,
(10).
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gdzie £^[0,1] (i=1,2,3,4) - przy założeniu, że

(11) aCi(1,x,y) = 7ti ( x , y )  ; ae^k^.y)» 1 (i=1,2,3,4; k>l) .

4• Omówienie wyników_orzyklądowych obliczeń numerycznych

Przedstawione cztery ąnalityczno-nuneryczne metody wyznaczania płaskie
go ruchu cieczy lepkiej testowano na dwu przykładach: przepływu w prosto
kątnym zagłębieniu i opływu walca, badając przede wszystkim zbieżność 
i szybkość zbieżności tych metod. Ze względu na dysponowanie głównie maszy
ną cyfrową ODRA-1325 i w ograniczonym zakresie maszyną CDRA-1 3 0 5, oblicze
nia wykonano na "grubych" siatkacjh dla liczb Reynoldsa Re ¿400 dla przepły
wu w prostokątnym zagłębieniu i Re ¿100 dla opływu walca.

Z braku miejsca ograniczymy się wyłącznie do omówienia najważniejszych 
wyników, natomiast dokładne przedstawienie zarówno samych algorytmów obli
czeń, jak i uzyskanych w yników 'wraz z porównaniami z wynikami cytowanymi 
w literaturze -zawiera praca [43.

4.1. Przepływ w prostokątnym zagłębieniu

Wyznaczenie przepływu w prostokątnym zagłębieniu polega na rozwiązaniu 
zagadnienia brzegowego określonego równaniem (1) i warunkami brzegowymi:

( 12)

y ( 0 , y )  = y  ( 0 , y )  = 0 ; y(a,yh = y xj(a,y) = 0 ;

y ( x , 0 )  = Yy(x,0) = 0 ; y(x,b) = 0 ; y y (x,b) « 1.

Równania (4), (7), ( 8 ) i (9) rozwiązywano metodą koliokacji przy wyko
rzystaniu przedstawienia funkcji sklejanej trzeciego stopnia przez znorma
lizowane B-spline’y [3j, aproksymując każdy wyraz szeregu lub każde przy
bliżenie y  funkcją

L+1
s(x,y) = 5 q.,(x)B(y).

1=-1 1 x

Po dołączeniu równań wynikających ze stosownych warunków brzegowych otrzy
mano układy równań różniczkowych zwyczajnych z jednorodnymi warunkami brze
gowymi, które rozwiązywano również przy wykorzystaniu funkcji sklejanych 
trzeciego stopnia [33.

Wykonane obliczenia dotyczyły:
- rozwijania rozwiązania w szereg (w) przy założeniu, że y 10 =0 a warun
ki brzegowe (12) spełnia pierwszy ’wyraz szeregu y 113;
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- rozwijania rozwiązania w szereg (6) dla Re = 0,1,10,100 ;
- badania metody 3IR cila funkcji relaksacyjnych obliczonych dla Re =1, 
ReK=100 i fieQ=100, 30^=200 przy przyjęciu £^=0.5 i 1 i

- badania metody Split BIR dla takich samych funkcji relaksacyjnych, 
jakie wykorzystano w metodzie BIR oraz dodatkowo dla funkcji relaksa
cyjnych obliczonych dla ReQ=1, Re^'200 przy przyjęciu również £.̂ =0,5 
i 1 f

- badania metod BIR i Split BIR dla szczególnych funkcji relaksacyjnych 
3e)=x,= ?'i = const, 9t j= X L=ro = const, ?e,.=3Ł,= t̂  = const,

4.2. Opływ walca

Zagadnienie wyznaczenia opływu walca jest trudnym przykładem obliczenio
wym ze względu zarówno na konieczność postawienia warunków brzegowych w du
żej odległości od walca, jak i na ich właściwe przyjęcie - szczególnie przy
dużych liczbach Reynoldsa [2j.

Oznaczając opływ walca równanie (1) rozwiązywano we współrzędnych bie
gunowych r,6, dla następujących warunków' brzegowych: 

dla r=1 y  =dy/d r = 0,
dla 3=0 i 3=jt y = a 2y/ae2= o,
dla r^u^j y-r^sin© oraz 3y/dr=sin3 lub 32y/dr-2 = 0.

Ograniczono się do wyznaczenia opływu walca dwiema metodami: metodą ma
łego parametru (przyjęte za. stan podstawowy rozwiązanie obowiązujące dla 
cieczy doskonałej - niejednorodne warunki brzegowe spełnia tylko pierwszy 
wyraz szeregu) i metodą BIft( W T ,  -  const, -  const) rozwijając
rozwiązania równań (4) i ( a ) w szereg Fouriera (r)sin9, otrzymując -fn)po dołączeniu dodatkowych rownan 'wynikających ze stosownych warunków brze
gowych - układy równań różniczkowych zwyczajnych.

4.5. Wnioski

Pomimo że wykonane obliczenia dotyczyły ’wyznaczania tylko dwu przypad
ków płaskiego ruchu cieczy lepkiej dla niezbyt dużego zakresu liczb Reynold
sa, to jednak można na ich podstawie wyciągnąć wnioski o charakterze ogól
nym. Są one następujące:

1) najbardziej efektywną metodą wyznaczania płaskiego ruchu cieczy wyda
je się być metoda Split BIR, głównie ze względu na niezależność le
wych stron równań (9) od numeru iteracji, a także ze względu na roz
szerzenie zakresu zbieżności i przyspieszenie zbieżności,w porówna
niu z metodą Split FOK,po wprowadzeniu funkcji relaksacyjnych;

Z) metoda BIR w najbardziej ogólnej postaci wydaje się być nieprzydatna 
praktycznie ze względu na zależność postaci lewych stron równań (8) 
od numeru iteracji oraz ze względu na fakt, że funkcje relaksacyjne
(11) nie zezwoliły ani na rozszerzenie zakresu zbieżności, ani na jej
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przyspieszenie w porównaniu z metodą FOK, a poszukiwanie funkcji re- 
* laksacyjnych nie podlegających założeniu (11) byłoby zbyt skompli
kowane;

3) metoda BIR może być wykorzystana w ograniczonym zakresie (szczegól
nie przy wyznaczaniu opływu) dla szczególnych funkcji relaksacyjnych 
5t^=*2=Ti= const, = const ze -względu na szybką zbieżność
oraz możliwość jej przyspieszenia po przyjęciu zaobserwowanych, opty
malnych wartości tych parametrów - bliskich = ̂ =1 }

4) rozwinięcie w szereg Taylora względem przyrostu liczby Reynoldsa da
je dobre rezultaty dla ARe $50, gdyż wtedy 'wystarczy ograniczyć się 
do Jkilku wyrazów szeregu (6 ) ;

5) rozwinięcie w szereg (3) daje - zgodnie z oczekiwaniami - dobre re
zultaty w przypadku starannie dobranego stanu podstawowego, na co 
wskazują wyniki uzyskane przy wyznaczaniu opływu 'walca,

5, Zakończenie

-Wykorzystanie omawianych metod analityczno-numerycznych qo wyznaczania 
płaskich ruchów Bieczy lepkiej w obszarach o dowolnych kształtach i w sze
rokim zakresie liczb Reynoldsa, wymaga opracowania szybkiej metody rozwią
zywania zagadnień brzegowych cjla eliptycznych równań liniowych czwartego 
rzędu.

Szybkie wyznaczanie rozwiązań takich zagadnień może być uzyskane po za
stosowaniu specjalnych nierównomiernych siatek i po zastąpieniu każdego 
z równań czwartego rzędu równoważnym układem dwu równań drugiego rzędu 
z funkcjami niewiadomymi y  i «f = Ay. Wyznaczając rozwiązania otrzymanych 
układów równań metodą ustalania, przy wykorzystaniu metody naprzemiennych 
kierunków i równań funkcji sklejanej trzeciego stopnia [5], otrzymany ciągi 
układów równań macierzowych z trójdiagonalną macierzą blokową, z podaacie- 
rzami stopnia szóstego. .
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AHAJIKTlWBCKO-BiiHHCJIHTEJIbHHE METOAU 
PACWfilA rUIOCKMX TMEHHii BH3KOM 3KHAK0CTH

P a a z> m e
TaaBHofl HexMo pafioru aBaaeTOH B3U0KaHHe tukkx MeroAos pacieia naoCKHx 

Teaemia b«3koS x h a k o c t b , npa nouoBH KoropKX h o x b o pemzii npoSjieMy npa orpa- 
ainteHZH BpeueHH pacieia ao taumuyu,

KccjieAyiDTca leiape iieioAH CaaHpyjonpse Ha HHierpHpoBaHHio HeAHseftBoro ypaB- 
HeHHH neiBepioro nopHAKa A ah (Jijthkahh TOKa. ilBa c bthx MeroAOS coCtodtoh b 
pa3AozeHHH peDeHza b paAu - nepBufi: othocktsabho Majioro napaMeTpa BHTeKa»- 
mero a3 h3m@h&hhh rpaatrvHUx ycAOBEft, siopofis b  jha Tefinopa othochtgabho 
npapaneHHa aaojia PefiHOABAca; b  xsyx cjiexyxmxx CTpoHica npoaeccn nocAeAOBa- 
TeaBHmc npaSaHxesHfi - wepea HcnoAB30BaHHe oOoOmeHKoro xeTOAa HBKioaa e uo- 
AK$HHHpoBaBHoro ueioAa HBjoioaa c «pyHKAHHiiH peAaxcaiiHH.

OBTAINING PLANAR MOTION OF VISCOUS FLUID 
BY ANALYTICAL-NUMERICAL METHODS

S u m m a r y
The main aim of this paper is determination of steady planar motion of 

viscous fluid. We look for the method which allows to minimize the compu
ter run time.

Four methods basing on integration of quasi-liDear fourth-order equa
tion for stream funotion have been investigated. Two of them oonsist in 
the application of expansion teohniques-first: with respect to a small 
parameter resulting from modification of the boundary oonditions, seoond: 
the Taylor series expansion with respect to an increase Reynolds number. 
Two of next methods are related to the building a sequences of sucoesive 
approximations, by means of a general Newton method and moderate Newton 
method with relaxation functions.


