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W RUCHU OGOLNYM

Streszczenie:¥ pracy wykazano, ze gestos¢ natezenia wirdéw war-
stwy wirowej nozna uzalezni¢ od skoku predkosci wzglednej na tej
warstwie. lo uzaleznienie oraz inne nowe zwiazki kinematyczne po-
zwalaja na proste wyprowadzenie zwigzkéw dynamicznych dla rozpatry-
wanej warstwy i wzordéw dla reakcji hydrodynamicznych dziatajacych
na warstwe Zlirowg. Ti pracy przedstawiono te zwiazki i wzory oraz
warunki brzegowe na warstwie. Sg one wazne dla dowolnego ruchu war-
stwy w dowolnie uksztattowanym zbiorniku wody przy zatozeniu, ze
przeptyw na zewnatrz warstwy wirowej jest przeptywem potencjalnym.

1. Wprowadzenie

Niezanknieta warstwa wirowa o powierzchniowym natezeniu wiréw T jest
stosowana w teorii plata nosnego. P#at nosny moze by¢ dowolnie uksztatto-
wany. . Moze on by¢ optywany strugg jednorodna a moze takze wykonywac¢ ruch
dowolny. Zaktada sie, ze poza warstwg wirowg przeptyw jest potencjalny,
ze ptyn jest barotropowy, ze sitami masowymi sg sity grawitacyjne oraz
ze na warstwie wirowej nie wystepuje odrywanie przeptywu.

Nie robimy zadnych ograniczen dotyczacych granic osrodka p#ynnego,

w ktoérym znajduje sie rozpatrywana warstwa wirowa ani tez ograniczen do-
tyczacych obecnosci innych ciat w tym osrodku.

Powyzsze uwagi* wskazuja na nader szerokie mozliwosci stosowania nizej
przedstawionych wynikoéw.

Dotychczas znane zwigzki kinematyczne dla warstwy wirowej, podane przez
Koczina w pracy [2], odnosza sie do przeptywu absolutnego piynu. I pracy
[4] dodatkowo zatozono, ze przeptyw absolutny jest przeptywem potencjal-
nym. Przy ruchu dowolnym p#ata nosnego korzystne:] jest jednak rozpatrywa-
nie zagadnien przeptywu w uktadzie odniesienia zwigzanym z piatem nosnym.
Stad celouje bedzie uzaleznienie tych zwigzkéw od predkosci wzglednej

w przeptywu:

Vw-V-~Ve» il->
gdzie:” pretjkoéd absolutna przeptywu,

IP- potencjat predkosci absolutnej przeptywu,

Ve- predkos¢ unoszenia plata, przy czym
Ve=VO0+ Wxr (&)

Potencjat predkosci 1 i jest wyrazony w ukdadzie odniesienia, zwigzany

z warstwg wirong.
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Dla dowolnego ruchu, ptata nosnego zwiazki dynamiczne przedstawione
w pracach fi , 3 i 4" wyprowadzone sa w spos6b dos$¢ zawity. Uwaga ta
odnosi sie szczeg6lnie do sposobu prezentowanego w pracy [i]- pracach
tycli nie podano wyraznie ograniczen dotyczacych zastosowania tych zwigz-
kéw. Okazuje sie, ze mozna je stosowa¢ rowniez w przypadku ptata nosnego
poruszajacego sie ruchem dowolnym pod sfalowang powierzchniag wody
w zbiorniku o ograniczonych wymiarach. Dla zastosowania tych zwigzkoéw
nalezy jednak zna¢ potencjat predkosci absolutnej 'f w kazdym konkretnym
przypadku.

2 . Zwiazki Kkinematyczne dla warstwy wirowej

Na elemencie dS warstwy wirowej o powierzchniowej gestosci nateze-

nia wiréw f wyrézniany dodatnig strone dS«. i strone ujemnag dS_ . Zew-
netrzng normalng do elementu dS+ oznaczymy przez n . Je$li oznaczymy
przez \ predko$é absolutng na dS+ a przez predkos¢ absolutng

ptynu na dS. ,to mamy znany zwiagzek [2, 3, 4j
r=nX(w-yv.) (©)

Poniewaz zgodnie z zatozeniem przeptyw poza warstwg jest przeptywem
potencjalnym, to:

V- V£, Y .«Vf-
Ale skok potencjatu predkosci jest roéowny cyrkulacji predkos$ciP < Zatem
zwigzek (3) mozna zapisaé, takze tak [4]:

f=nxV_(%~ V.)»nxVP (&)

Poniewaz po obu stronach warstwy wirowej predkosci unoszenia Sg takie
samo:

Vg - Vgt*oVg- (5)

to przy uwzglednieniu wzoru (i) zwigzek {2) bedzie:

t = nx (Vw-vw) te)
przy czym ze wzgledu na brak odrywania przeptywu:

vW.*n = vw.-n = Vwe-n =0, 1v)
gdzie:

Yoo = i 0 Vv + VE) <fi)

jest predkosciag wzgledna w Srodku warstwy wirowej .

Zwiagzki kinematyczne (4) do (8) maja podstawowe znaczenie przy wypro-
wadzaniu zaleznosci dynamicznych znanych pod uogélnionymi twierdzeniami
Zukowskiego. Oprécz nich okazuje sie przydatna izalezno$é dla iloczynu

Przy zastosowaniu do zwigazku 76) wzoru dla podwéjnego iloczynu
wektorowego mamy:
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rxh=r w+-v,,. - h[ (wdk-w-)"nl

Ale na mocy (7) ostatni wyraz jest réwny zeru.
Stad:

Txn » W-V,--VT 0)

<T?7 u <7m n

Wyrazenie (9a) stanowi jeden z warunkéw brzegowych na powierzchni wiro-
wej optywanej bez odrywania przeptywu.

3. Zwiazki dynamiczne dla warstwy wirowej

Poniewaz, zgodnie z zatozeniem, warstwa wirowa znajduje sie w przepty-
wie potencjalnym, a takze na dodatniej i ujemnej stronie tej warstwy»
przeptyw ptynu barotropowego jest przeptywem potencjalnym» to wazna jest
tu catka Cauchy’ego-Lagrange®a. Catka ta wyrazona za pomocg predkosci
wzglednej ma postac:

g* +4-vj--fvdtp« U-CW
Zastosujemy te”~atke do obu stron warstwy wirowej.

Biorac pod uwage zwigzek (5) oraz to, ze stata C(t) ma taka samg wartosc
dla dS+ i dS- a takze U+=U- mamy:

G> Cp ,i_fw2 _ w1 . s
~ ot 2 "
Ale: -
0"cn - AT
ot ot @o3)
= ( ~Ww) - d( +'on) o Vi —\iv ) (10bJ

Widzimy, ze pierwszy czynnik wyrazenia (I0b) jest roéwny predkosci wzgled-
nej w Srodku warstwy wirowej, a drugi czynnik jest okreslony wzorem (9).
Uwzgledniajac to mozemy wzdr (10} zapisa¢ w postaciach:

--Z -tk ~Mwec~Xn} (-Ha)
?2- - £ m FE- 4 n* (v.,xf ) (11 bj
jl -z - + vw.*7P m o

Wszystkie wzory (11) sa réwnowazne. Przedstawiajg one najbardziej ogdlnag
postaé¢ matego twierdzenia Zukowskiego dla warstwy wirowej utworzonej
z wiréw zamknietych; moga one zamyka¢ sie w nieskonczonosci. Za tg po-
wierzchnig nie ma wiréw swobodnych. Warstwa ta zastepuje ptat nosny
o skonczonej rozpietosci, nie wytwarzajacy sity nosnej.

ST przypadku cieczy niescisliwej funkcja cisnienia flg 1 wzory (ii)

3,:
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t -P. .e(£- .Y_.-wt?) «*e>
Ze wzorow (tlj 1 (12) wynika natychmiast dynamiczny warunek brzegowy na
Sladzie za ptatem nosnym. Na $ladzie wirowym powstajacym za platem cis-
nienia po obu stronach $ladu sag takie same. Wiec wtedy we wzorach (i)
i (12) nalezy podstawic:
% - ?- *ex_

Ifidad stad, ze warunek brzegowy na $ladzie lub na powierzchni wirowej
utworzonej z wiréw swobodnych, oznaczonych przez IL w odréznieniu od

wiréw zwigzanych, F+ , zastepujacych ptat nosny, jest taki sam dla phynu
Scisliwego i ptynu niescisliwego. Wyrazenia dla tego warunku sat

] f+Vw-Ve«O dza)
+ FT- (v«,xSL)=0 (13b)
Jesli przeptyw jest ustalony, to =0 i W«xf=0.

Uzyskalismy znany wynik: w ruchu ustalonym pd#ata wiry swobodne f_ sa
réwnolegte do predkosci wzglednej.
Jesli plat skonczonej rozpietosci wytwarza sidte nosng, to:

f=r++ t r-e*g. (Mi
Zgodnie z twierdzeniem Kelvina o pochodnej cyrkulacji predkosci,
~m*0 mamy :

Smm -§ m-(& *«*VC) --fi*e I*.»t)]

Z okres$lenia wiréw zwigzanych wynika, ze:

dH .
orT
Zatem wzér (15) mozna zapisac:
Si. .gt («)

Zwigzek (16) zastosujemy do wzoréw (li) i (12). Bardzo proste dziata-
nia daja nastepujace wyrazenia:

2-22% = R.(V.,x?H) w.)

?2.-% w W.-VPZ M7h

p--pt = fi. (w.x?+) usa)
p--p+t = ?v,,,-Vvrt (_iﬁb)

VTidzimy, ze roéznica cisnien po obu stronach p#ata nosnego uzalezniona
jest od natezenia wiréw zwigzanych. Wiry swobodne oddziataja na roéz-
nice cisnien na ptacie tylko przez ich wptyw na predkos¢ wzgledna.

Podstawowe zwigzki dynamiczne (@7) i (@8) dla warstwy wirowej ,zaste-
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pujacej ptat nosny, Jak wida¢, sa wazne tak dla ruchu ustalonego plata
Jak i dla nieustalonego ruchu tego ptata w dowolnym zbiorniku wody,

w ktorym przeptyw jest potenojalny z wyjatkiem obszaréw zajmowanych
przez warstwy wirowe.

Na podstawie wzoréw (17) i (.18) mozna wyrazié postulat Zukowskisgo-
—Czaptygina na krawedzi spiywu plata nosnego. Poniewaz na krawedzi spty-
wu? «S lub a W*0 , lo wtedy wzglednie ;fc=0 , gdzie * mie-
rzone jest wzdduz cieciwy plata.

4_ Sita hydrodynamiczna dziatajaca na powierzchnie nosna

Do wyznaczenia sity oddziatywania ptynu na warstwe wirowg zasto-
sujemy og6lny wzér dla reakcji hydrodynamicznej w przeptywie potencjal-
»ym: _ r
R= - jtp-fO)n

&
Na dodatniej stronie powierzchni wirowej £+ zewnetrzna normalna jest
n a cisnienie p» 6. . Na ujemnej stronie powierzchni wirowej zastepuja-
cej cienki ptat nosny mamy odpowiednio: A.=-n i p=R . Zak¥adamy
ptyn niescisliwy. Cisnienie ~ jest okreslane daleko przed ptatem.
Poniewaz £7N=£-"3 , to:

a moment tej sity wzgled%m bieguna O bedzie:

A=l 0)
gdzie: r jest promienieﬁ‘l wodzacym elementu powierzchni dS . Podsta-
wiajagc wzor (18a) do wyrazenia (19) mamy:

R = nen- (v,xyjds (-Aa)

Wyrazenie podcatkowe wzoru (21a) mozna doprowadzi¢ do prostej postaci

przez zastosowanie wzoru dla podwéjnego iloczynu wektorowego:
8(A-G) = Ax(8*C)+ C (A*B)

$ naszym przypadku B=rij A=nj C= y,,* Y+*

Wiec:

n[n(Vw,x t)] = (v, x)r+] + (n-n.)

tatwo wykazac¢, ze > ( »)=0.
Istotnie,stosujac do powyzszego wyrazenia wyzej podany wzér dla podwdj-
nego iloczynu wektorowego otrzymujemy:

nx(v,,,*?+)= V*. (Fi-*,) - T+ (v«.-n)
Ale normalna i jest prostopadta do powierzchni utworzonej z wektoréw
£ }zatera® fi. =0 . Dalej, na mocy warunku brzegowego (7)) VuoH=0.
Stad po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci wzér (2a) przybiera prosta
postac;
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R-8§J (Mic* }<JS (2%

&
Podobnie wzér (20 mozna zapisa¢ nastepujaco:

R=?jFx {flux%) dS @)

S
Wzory (2Ib) i (22) mozna takze uzyska¢ przez podstawienie wyrazenia
(16b) do wzoréw (19) i1 (20). X tak:

@_-pt)« =eMvu."Vi;)= + Vp*

Stad po uwzglednieniu zaleznosci (4) i1 (7) uzyskuje sie juz prosto
wzory (lb) i (22) .

Jesli piat nosny nie wytwarza sity nosnej, to“'podstawienie wyrazen
(12) do wzoréw (19) i1 (20) i wykonanie analogicznych dziatan do dziatan
wyzej wykonanych prowadzi do wzoréw:

++iV«.-pP)d& Q2ia)
+Yw.*VP)dS C23M
s
lub wzoréw w postaci:
R #en +WtXr ) d& (23e)
s
M +VuoX)f} ds (2sd)
-a

Wzory (23) moga by¢ zastosowane do wyznaczenia sit o charakterze bez-
wdadnosciowym dziatajgcych na pitat nosny.

tatwo jest stwierdzié¢, ze w przypadku przeptywu izentropowego gazéw
wzory (2D, @), (23) dla reakcji R i F nalezy pomnozy¢ przez (JIH)4TI
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K2H2¢ ATIHECK]dE H jtHHAMIWECKKE 3ABHCHMOCTH
SJK SHIPEBOrO ClJiOa B OBOHM jy&UEEHHH

Pe3 jdue

B paCoie oociaBseHo b saBHOHuocTi. hhtbbchbbosib Baxpesoro cxoa. o* escavxa

oiHocHieatBofi cxopociH Ha siou cace»
UpeaoTaBJieHbi KKHeuainaeckHe h XBB&MHVecKHe cbh3h, a xaxas $opMyan aks

raspoAHHasiHBecKHx peaxioiH, b kotophx Hcnoju>3oBaiai hhtbhchbhoctb BHxpesoro
GIOHH OTHOCHTej IBHaj1 CKOpOCIfc.

KINEMATIC AND DYNAMIC RELATIONS FOR VORTEX SHEET
IM GENERAL MOTION

Summary

There is shown that vortex density can be related to relative velocity
jump on the vortex sheet. This and other kinematic and dynamic relations,
based on the relative velocity and vortex density, as well as the expres-
sions for hydrodynamic forces acting on the vortex sheet are presented
in the paper.



