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BADANIA NAD METOD* DYSKRETNYCH WARSTW WIROWYCH

Stroszczenie: V pracy zbadano doswiadczalnie wpdyw wartosci pa-
rametrow numerycznych wystepujacych w metodzie warstw wirowych
na doktadnos¢ wynikéw. Otrzymane rozwigzania pordéwnano ze zna-
nymi rozwigzaniami doktadnymi. Zbadano wpd4yw zjawisko, oderwania
sie warstwy przysciennej na jakos¢ otrzymywanych wynikéw.

le Wstep

V pracy [3] Chorin podat numeryczna metode, zwang metoda kropel wiro-
wych /patrz [7]/y przeznaczona do modelowania przeptywoéw z duzymi liczba-
mi Reynoldsa /matymi wartosciami -wspétczynniki lepkosci/. Istotna wkasnos
cig metody jest brak w obliczeniach siatki numerycznej, ".."prowadza ona
zwykle do obliczen. tzw, lepko$¢ numeryczna, ktdra moze by¢ togo samego
rzedu co lepkos$¢ cieczy. Metoda kropel wirowych posiada jednak pewne wa-
dy, do ktérych nalezg diugie czasy obliczeniowe /liczba dziatan w jednym
kroku czasowym jest proporcjonalna do kwadratu liczby wiréw/ i powolna
zbieznos¢ rozwigzah w poblizu Sciany < Proba przezwyciezenia tycii wad
jest metoda warstw wirowych réwniez zaproponowana przez Chorina [/ .
Odbywa sie to jednak kosztem uproszczen réwnan ruchu cieczy. Metoda
warstw wirowych stuzy do rozwigzywania roéwnan warstwy przysciennej
Prantla. Celem obecnej pracy byto doswiadczalne zbadanie wpdywu wartos$-
ci parametrow numerycznych wystepujacych w metodzie warstw* wirowych na
doktadnos¢ otrzymywanych wynikéw, a ponadto zbadanie jak zjawisko oder-
wania warstwy przys$ciennej wpdywa na otrzymywane wyniki.

2. Krotki opis i wyprowadzenie letody warstw wirowych Vil

Réwnania warstwy przysciennej v formie roéownan transportu wirowosci
wraz z roéwnaniem ciagtosci maja postac:

at § + (ii-v)E, = vayy§ ()
3°u +8yv =0, @)

gdzie
5=- 3yU (3)

a 3(.) oznacza rézniczkowanie po zmiennej () , V - operato: gradientu,
V - kinematyczny wspédczynnik lepkosci, u =(u,v) - wektor predkosci, kto-
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ro«;o sktadowa u jest predkoscig styczng do $ciany, a v sktadowg normalna,
L " x jest skierowana stycznie do $ciany, a o$ y prostopadle do niej. Zak-
tada sj”, ¢o Sciana znajduje sie na dodatniej poétosi x /y=0/, a ciecz
wypednia cata poétptaszczyzne y>0. Warunki graniczne sa nastepujace:

u 0 dla y=0 , x> 0 @

u = (U., 0)dla y= 00 o)

W metodzie warstw wirowych wykorzystuje sie tzw. algorytm rozszczepie-
nia, zgodnie z ktérym réwnanie g#éwno rozktada sie na sume dwédch réwnan
elementarnych. Rozwigzanie otrzymuje sie przez kolejno rozwigzywanie row-
nan elcmentarnych. naszym przypadku roéwnanie (1) rozktada sie na roéw-
nanie Eulera / V =0/ oraz réwnanie dyfuzji. Réwnanie Eulera rozwiazuje
sie w zmiennych Eagrange*a, wprowadzajac do obliczen elementy wirowe
zwane dalej warstwami wirowymi. Réwnanie dyfuzji natomiast rozwigazujo
sie metoda przypadkowego btadzenia, dodajac do sktadowej deterministycz-
nej potozenia warstwy wirowej, losowa o rozktadzie Gaussa z odpowiednio
dobranymi parametrami. RoOownania Eulera w zmiennych Lagrange’a opisujace
przemieszczenie infinitezymalnej czastki cieczy maja postac:

dx

dt = H <61
Jak wiadomo, powyzsze roéwnanie opisuje roéwniez ruch warstw wirowych. Je-
zeli do zaaproksymowania roéwnan (6) uzyjemy ilorazu réznicowego w przod,
to algorytm przemieszczania warstw wirowych juz z uwzglednieniem sktad-

nika losowego symulujacego lepko$¢ ma postac:

= - ?
xXn+l X-% At u \9)7
n+1 _
yi =yi + o+ ? e
gdzie = x. (n-nt) , x» = (x"iy, At - krok czasowy, ”~ - zmienna lo-

sowa o rozktadzie Gaussa z wartoscig Srednig E ["?]= 0 i wariancja
var[e]= 2-\>At. Prawa strone roéwnan (6) mozna wyrazi¢ poprzez wrirowos¢ @),

postugujac sie wzorami @B} i (@ nastepa;qco:
ux,y) = U« ) - § (x,y) dy ®
y

V (x,y) = -ay p&x,y) dy i

V metodzie warstw wirowych wirowo$¢ zastepowana jest zbiorem nie obraca-
Jacych sie roéwnolegtych do osi x odcinkéw /warstw wirowych/ o ddugosci h
i intensywnosci 5. roéwnej roéznicy predkosci nad warstwg i pod warstwag
Sj = unad " Upod- Tak wi?c:

Sy =29j S¢ _yi)1jU), 10

gdzie 5 (y) jest delta Diraca, a X funkcja charakterystycznag réwna
jednosci, gdy xE£PM2,x™M+h/21 , a poza tym réwng zero.
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Srednig predko$é(z jaka porusza sie i-ta warstwa w kierunku osi X, mozna
obliczy¢ wstawiajac wyrazenie (10) do wzoru (8):
ifh/2

U = U,Ix) - -i- C Z 15§ ~ly-yj) X ilx)dy )dx
ZX:-hi2 Jyy kb

-U.(x) -i/2 Bi - Sgjdj- me
gdzie sumowanie odbywa sie po *szystkich warstwach, dla ktérych y._~>yn
oraz 0"d.”1, d =1- |x.-x .|/h.Pojawienie sie sktadnika 1/2 Jf. mozna wytdu-
raczy¢ nastepujaco: w?édg%o,ZO jﬂg(t):l, gdy te(tl,t\] ,natomiast,gdy t=tl

arbitralnie mozna przyjaé¢, ze caltka ta jest rowna 1/2.Sktadowag aprok-
symuje sie ilorazem centralnym
(a -0 s
] ) yA ( )
jdzie I+ sg pcczyblizonyrai wartosciami Ju (x 1 h/2) dy
0

I+ =~ i 1 h/2) -£+ 5jVj* 1

dj = 1 "Ixi 1 h/z = xj1/h

y *=min (yi)yj),
a sumowanie Z+ (odp.2_ ) odbywa sie po wszystkich warstwach takich, ze
dj+~ 1 @j_~ 1~ * Warunki brzegowe u(x,y =)= Uo(X) oraz v(x,y = 0)= 0
spednione sg automatycznie. Dla spednienia warunku u-s = 0 , gdzie s
jest wektorem jednostkowym stycznym do $ciany, na $cianie odbywa sie
mproces generacji warstw wirowych. Zaktada sie, ze pole predkosci jest
antysymetry czne u(x,-y)= - u(x,y) /stad g (X,-y) =8C ,y)/. Jezeli
u &>")~u0 /7 0» wzdduz $Sciany tworzy sie warstwa wirowa o jednostkowej
intensywnos$ci réwnej 2uq, ktéra dzieli sie na odcinki o d¥ugosci h i poz-
wala sie tym odcinkom dyfundowa¢ w obszar przeptywu. Dla lepszego odtwo-
rzenia procesu dyfuzji programowo zapewnia si(4, aby kazda generowana war-
stwa miata intensywno$¢ nie wiekszag od z goéry zadanej liczby Aniax” y
miejsce pojedynczej warstwy tworzy sie wiec pewng /patrzysta/ liczbe
warstw 2-1  tak, aby ¢ 5% 2uq , 21 =|>u,, aj + 1 , gdzie [ ] oznacza
i=1 J
czes$¢ catkowita wyrazenia.
e/arunek J' (x,-yJ =~(X,y) uwzgledniany jJest poprzez zwracanie do cieczy
warstw wirowych, ktére przekroczyty $ciane i przeszty do dolnej péiptasz-
czyzny y<0. Dla zmniejszenia wariancji otrzymywanych wynikéw Chorin

zastosowat procedure "koncéwkowania"™ /szczeg6ty patrz [?3, [0/*
3« Badania numeryczne

3*1« Uwagi wstepne

Do obliczen wykorzystano, po niewielkich zmianach, program Chorina
zadokumentowany przez Cheera [0 < Obliczenia byty prowadzono koniecz-
noéci dla skornczonego odcinka pdytki, tzn. dla 0~ x~ a . Aby uniknac¢
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przeciwnych do kierunku przeptywu niepozgdanych oddziatywan Chorin zap-
proponowat nastepujaca procedure*: warstwy wirowe, ktére przekroczyty
x=afsa z obliczen eliminowane, & warstwy, ktérych $rodki znalazty sie

w pasku [a-2h, aj,doznaja ruchu konwekcyjnego tylko w kierunku osi x. W
obocnej pracy przyjeto a=1,4. Jakto pierwsze rozwigzywano zagadnienie
formowania sie warstwy przysciennej nad ptaska ptytka, gdy zewnetrzne
pole predkosci jest state (x) = UQ = Stacjonarnym rozwigzaniem takie-
go zagadnienia jest dla (@) -(5) dobrze znany profil Blasiusa|[9 ,s.134],
Nastepnie rozwigzywano"™ zagadnienie, w ktdédrym zewnetrzna predkos¢ zmie-
niata sie jak Utx(x)= UQ - bx , U0 , b>0. Zagadnienie to byto roz-
wiazywano przez llowarthfa [6] metoda rozwinieé¢ asymptotycznych, Do obec-
nej pracy rozwigzania, ktére bedziemy uwazali za doktadne, zaczerpnieto
2 [7 s. 598] . Dozwiagzania tg zaleza od dwéch bezwymiarowych zmiennych

X* = - ~ oraz 2= 1U/2-y — e« Wed4ug Howarth’a dla x* = 0,12 za-
chodzi 0oderwanie warstwy przysciennej. Do obliczen przyjeto najpierw
rozk+ad 1- 0,075x, dla ktérego punkt oderwania przypada dla
x-1,6 , czyli poza rozpatrywanym obszarem, a nastepnie U~x) = 1-0,23x,

gdzie punkt oderwania przypada dla x = 0,51, tzn. wewnatrz rozpatrywane-
go obszaru. Celem zmniejszenia b#edu statystycznego rozk#tady predkosci
uSredniano po 20 krokach czasowych. Jezeli intensywnos¢ nowo powstajag-
cej warstwy byta mniejsza od z géry zadanej liczby £o , to warstwa ta

byta pomijana. K obecnej pracy przyjeto = ~M-“niax"

3.2. Wyniki numeryczne

Parametrami, ktorymi mozna wpdywaé¢ na proces obliczeniowy, sga: § aaxt h
i At. o pracy i51 Chorin podat, Zze dla unikniecia oscylacji rozwiazan
nalezy przyjmowa¢ A ti h, Dlaej przyjeto we wszystkich eksperymentach
At = h i oznaczono jedng litera r /At=h=r/. Dobér Emax oraz r jest
kompromisom pomiedzy doktadnoscig a czasom trwania obliczen. Przyk#adowo®
dla zagadnienia, gdy UOQ= 1 ,£max =0,1 i r=0, 1,liczba warstw wiro-
wych po 60 krokach czasowych wynosita 417, a czas trwania obliczen pola
predkosci dla x=0,2 do 1, co 0,1 na maszynie ODRA-1306 wynosit ok. 100
minut, natomiast dla tego samego zagadnienia z ¢fraax = 0,8 1 r=0,2 liczba
wiréw wynosita 31, a czas obliczen ok. 2,5 minuty.
W pracy [4] eksperymentalnie stwierdzono, ze dla At (0,2 , h<0,2 oraz
5 raax*0,1 dominujacym bdedem jest btad statystyczny, ktéry wraz ze
wzrostem liczby wiréw maleje raczej wolno. Na rys. 1 przedstawiono roz-
ktady predkosci dla Uoc(x)= 1, a na rys. 2, gdy U~x) = 1-0,075x. Na tle
rozwigzan doktadnych naniesiono rozwigzania numeryczne: znak A odnosi
sie doj8mQX = 0,1, natomiast * doJnax = Rysunkom a/ odpowiada
r=0,1, a rysunkom b/ r=0,2. Pod rysunkami podano réwniez liczbe N warstw

wirowych, ktére braty udziat w obliczeniach.
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liys. 1. USrednione rozktady predkosci dla U x=1, x=0,5, v=01
a/ r=,1 , 0-"max=°.1. N=~17, N=85
b/ r=0,2, *-£,,=0.1, Ne 12, --£,,,=0,8, N=34

Rys. 2. Usrednione rozktady predkosci dla U x=1,075x, x=1, ~=10"

e a/ r=0<1< “*§_nax=0-s1- N=i*l7- “-"ax=°>8> N=121
b/ r=0,2, *-fm,=0,1, N=162, «-7,,=0,8, N=<I

Przedstawione wyniki otrzymano po 60 krokach czasowych. Przyjeto, ze

w przyblizeniu jest osiggany wtedy stan stacjonarny. CzeSciowo potwier-
dzidy to obserwacje pol predkosci po 40,00 i 80 krokach czasowych. Naj-
lepsze rozwigzania otrzymano dla r=0,2 il’)\maX:O,l. Mozna zauwaiyé,1 ze ro
wigzania dla r=0,1, .5Inax="j ® wykazuja pewne oscylacjo. Zwiekszenie

r /r= At=h/ powodowato thumienie tych oscylacji. Rys. 3"Przedstawia
przykdadowe usytuowanie warstw wirowych nad pdytkg po 60 krokach czaso-
wych dla Uoo(xX)= 1 oraz r=0,1 iP maxzo"}'

Aby zbada¢ wptyw oderwania warstwy przysciennej na otrzymywane wyniki
przeprowadzono obliczenia dla U”x) = 1-0,23x. Nie uzyskano przeptywu
stacjonarnego, tfarstwa przyscienna gwattownie sie poszerza. Pojawia sie
przeptyw wsteczny dla x”~0,51* Rozktady predkosci, mimo usredniania, sa
bardzo nieregularne”™ a ich waznos$¢ jest watpliwa. Przyktadowy rozktad
wiréw nad ptytka dla t~fxjs 1-0,23x, r=0,1 i £,,,,=0,5 przedstawiono na
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Rys. 3. warstwy wirowe nad ptytka: U\,()=1, r=0,1 »~nas2071> N=417
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Rys. 4. Warstwy wirowe nad ptytka: U*.(@=1-0,23x, r=0,1, 5nax=""f

N=307 o- warstwa o intensywnosci dodatniej, <- warstwa o
intensyimosci ujemnejj Vv*10

4. »"nioski 1 uwagi koncowe

Na podstawie przedstawionych wynikéw mozna wnioskowaé, ze:
t/ przy ograniczonej liczbie krokéw czasowych na og6+ nie otrzymuje sie
najlepszych doktadnosci przy najmniejszych wartosciach At , h ,
2/ duze wartosci ""~=0,8 przy stosunkowo matych wartosciach r /r=dt=h=0,y
moga powodowa¢, nie majace Fizycznego znaczenia, oscylacje rozwigzac,
3/ obecna wersja metody warstw wirowych nie nadaje sie do modelowania
przeptywéw z oderwaniem warstwy przysciennej.
Nalezy zwréci¢ uwage, ze metoda warstw wirowych /podobnie jak metoda kro-
pel wirowych /nie jest zorientowana na otrzymywanie bardzo dokdadnych
rozwigzan, lecz nacisk potozony jest w niej na symulacje fizycznej strony
przeptywu cieczy/ wprowadzenie do obliczen elementu wirowego, generacja
wiréw na Scianie/.
Réwnania Prandtla zostaty wyprowadzone na podstawie przyjecia pewnych hi-
potetycznych zatozen, z ktdérych wynika miedzy innymi v~u.Chorin w pry-
watnej korespondencji zasugerowat, ze by¢ moze nalezatoby sprawdzac¢, czy
ten warunek jest spedniony dla kazdej warstwy. Jezeli nie,to warstwe wi-
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rowa nalezatoby zastapié kropla wirowa Zpor. [2]. [5j/. V ten sposéb
zastepowatoby 'dopasowywanie*rownan PranAtla do réwnan Naviera-Stokesa i
by¢ moze pozwolitoby to na modelowanie przeptywédw z oderwaniem warstwy
przysciennej. Prace w tym kierunku zostaty juz pdojetd przez autora.
Wyniki zostang zaprezentowane w terminie pézniejszym.
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HCCJIEHOBAHKE MESOM BH2POBUX CIliOEB

PesxXxue

£ paOote HsyveBo skcnepKKSHTaalLKO Bjmzsze pa3Mepa vacxeHBHx napaMeipos
weToxa BExpoEHX cjtoBb Ha ToiHoctt noayvaessHx pesynbiaioB. Pe3yxbiaiu cpas~
HeHO c tohhmmh pemeHHSMB. HccxexoBaso BiMBue iovkh cenapaRHB norpaHHtsoro
exon sa noxyvaeHue pe3yxs,tastu.
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STUDY OF THE VORTEX SHEET METHOD

Summary

The paper experimental? investigates the influence of the numerioal

in the vortex sheet method on the accuracy of the results.

parameters
The influence

The results were compared with the known aoorate solutions.
of the boundary separation point on the results which were being obtained

was also investigated.



