ZESZYTY KAUKOtfE POLITECHNIKI (EASKIEJD 3221
Seria s ENERGETYKA z. 87 Nr kol. 806

Witold H .LEWANDOWSKI

Instytut Chemii i Technologii Nieorganicznej
Politechnika Gdanska

HYDRODYNAMICZNE , KONWEKCYJINE TERMICZNE 1 KONWEKCYJINE MASOWE
STRUMIENIE SWOBODNE

Streszczenie! W pracy przedstawiono prébe globalnego ujecia strumieni swo-
bodnych w oparciu o podobienstwo warstwy granicznej,rzadzace nig prawa oraz
spos6éb rozwigzania ukdadu réwnan roézniczkowych czastkowych opisujacych te war-
stwe.Zaprezentowana koncepcja obliczen jest spojna i uniwersalna dla wszyst-
kich strumieni swobodnych.

1. Oznaczenia:

A -stata w réwnanlu(9), -przyspieszenie ziemskie,
a -funkcja rozk#adu /réwnanie(By, % -wspékczynnik dyfuzji,
a -wspotczynnik dyfuzyjnosci cieplnej, M,m -state w réwnaniu (14),
b -funkcja stratyfikacji /réwnanie®), N,n -stake w réwnaniuéB),
C -stezenie, Pr -liczba Prandtla,
c -parametr w réwnaniu (@, p -cisnienie.
C -ciepto wkasciwe, -wewnetrzne zrodto,
D -wspokczynnik dyfuzji, Re -liczba Reynoldsa ,
d -parametr w réwnaniu@®), r -staka w rownaniach (39), (40)
e -podstawa logarytmu naturalnego, Sc -liczba Schmidta,
f -funkcja strumienia, T -temperatura.
G -stezeniowa liczba Grashofa /réwnx?8)/ V. -predkosé.
Gr -liczba Grashofa, * y -wspéirzedne,
~-wspotczynnik rozszerzalnosci termicz.  mO--bezwymiarowa wielko$¢  /réwnid//,
B-wspékczynnik rozszerzalnosci stezen. M -wspokczynnik lepkosci dynamicznej,
-grubo$é warstwy granicznej -wspokczynnik lepkosci kinematycznej,
I'-skalarna wielkos¢ fizyczna ? -gestosc,
 —funkcja strumienia /réwn 4™ w? —funkcja pradu /réwn/4/.
2. Wstep

Badania eksperymentalne strumieni swobodnych zaréwno hydrodynamicznych[1,2], jak
i termicznych[3,4]oraz zwigzane z tym rozlegle studia literaturowe wykazaly duze po-
dobienstwo pomiedzy tymi rodzajami strumieni w zakresie przebiegu zjawiska oraz zna-
czne rozbieznosci nomenklaturowe,opisowe i obliczeniowe.Jest to spowodowane zainte-
resowaniem sie strumieniami swobodnymi naukowcdw réznych dziedzin,wsréd ktérych sa:
termodynamicy,chdodnicy,meteorolodzy ,hydrolodzy,oceanografowie, a takze specjalisci z
zakresu ochrony $rodowiska,dynamiki przepkywéw,konstruktorzy aparatury chemicznej i
inni.Badacze ci, pracujacy najczesciej wykacznie w swoich dziedzinach .czasami
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tez interdyscyplinarnych kontaktéw, powprowadzali rézne nazwy dla tych samych zjawisk
oraz stosowali typowe w swoich dyscyplinach metody obliczeniowe.Prébe klasyfikacji
poszczegblnych strumieni oraz propozycje usystematyzowania ich nazw podjeto w pracy
[5]«Celem natomiast obecnego opracowania jest przedstawienie jednolitego i uniwer-
salnego systemu obliczeniowego wszystkich typéw strumieni swobodnych.

3. Rozwazania teoretyczne

Strumienie swobodne sg to przeptywy plynu w przestrzeni nieograniczonej,na ktore
nie oddziatywajg boczne Sciany.W zaleznosSci od zZrodda wymuszenia mozna je podzielic¢
na hydrodynamiczne,konwekcyjne termiczne,konwekcyjne masowe i inne.Cechag wspdlna
wszystkich tych przepkywéw jest wystepowanie dookoda osi symetrii,zwanej osig cen-
tralng lub po obu stronach plaszczyzny symetrii warstwy granicznej.Wystepujacy wew-

natrz tej warstwy rozkiad

4* predkosci , temperatur,steze¢

\h +ub innych wielkosci jest
analogiczny do profili pred-

r I * kosci, temperatur, steze¢ itd.
w warstwie przysciennej pow-
y/s stajacej na pionowych linlo-
wych lub plaskich elementach

grzejnych,takich jak druty

i obustronnie grzane plyty.

Zgodnie wiec z prawami rzg-

dzacymi warstwag przyscienng

Linioneirodto P, =~ punirtowe zrGairo r zjawiska wewnatrz niej za-

Dwuwymiarowy strumien OSIOWO_sy’m etryczny chodzace mozna opisac przy
swobodny Strumien swobodny

v, 1

pomocy znanego ukdadu réw-
na¢ rézniczkowych czastko-
wych, réwnania cigglosci,ruchu i energii.Przy czym to ostatnie mozna zapisa¢ ogol-
niej w postaci rozkkadu wielkosci skalarmej(O.tf przypadku,gdy wielkoscig skalarmg
jest temperatura, réwnanie(3)przechodzi w réwnanie Fouriera-Kirchhoffa(45),dla ste-
zenia natomiast w réwnanie (¢6) spekniajace prawo Ficka.
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W celu rozwigzania ukkadu réwna¢ jedna z metod polega na wprowadzenia funkcji:(y)
@=; 1 Ci") zdefiniowanych nastepujaco:

r-r
wyxy = cXxiy , W (GXy) = »e 0CO)F{N), «(71 = r-—r-~ (©]

Funkcja praduWdodatkowo speknia tozsamosciowo réwnanie cigghosci () :
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WSy i vy = ke &

Bozk#ad wielkosci skalarnej(T) wzdduz osi centralnej okresla parametr a(x),a stra-
tyfikacje plynu parametr b(x)

VvV r@= a3 ro ro = b=
Uwzgledniajac réwnaniaf4) i (6)oraz tozsamosciowe speknienie réwnania(l) ukdad
rownan (1),(2) i3 sprowadzi sie do postaci!

f *r-cif -fill* * -f-tx + =0
czdon czdon cziony
dyfuzji wypornosci konwekcyjne
Ll ¥ oxfo- - — ,xWs = - ke.f § 1R gl +
1a® * / \ .y \ ,
czion cztony czton cz¥on wewngtrznych
dyfuzji konwekcyjne stratyfikacji zrodet wielkosci (1D
* - ti-tp AN T,vs' = 0 w
czton dysypacj i czion
lepkosci cisnienia

Zaktadajac statosS¢ poszczegdlnych grup parametréw przy kazdym cztonie oraz pomija-
Jac w réwnaniach(?), (8)cztony stratyfikacji,dysypacji lepkosci i cis$nienia otrzy-
muje sie :

» <X 4*c

dTé3 = A1, T~ = A2 - c2 = A3 * o-a = M
Istnieja trzy podstawowe przypadki rozktadu wielkosci skalarnej wzdtuz osi central-
nej : rozktad staly.potegowy i wykkadniczy.

Dla a(@ = const. jedynie trzy warunki réwnania(9) muszag by¢ spelnione*

dc3 -A1= Al . % = @& i _25x = A3> 10
czyli:

Aex | s o OO A D

Dla atx) = S-xc cO)- X 4 i d@) )

Dla a(x) = MeemX cii)= XxBi/4 d) e“w4 @@

Dalsze rozwazania mozna juz przeprowadzi¢ dla konkretnych charakterystycznych przy-
padkéw strumieni swobodnych, np.hydrodynamicznych,konwekcyjnych termicznych,konwek-
cyjnych masowych,mieszanych i innych.

Hydrodynamiczne strumienie swobodnei
Hydrodynamiczne strumienie swobodne sg to strumienie wypkywajace z dyszy,rury lub
otworu do przestrzeni wypeknionej plynem._Parametry plynu w strumieniu mogg by¢ ta-
kie same jak w przestrzeni hiezaburzonej lub rézne.Rozpatrujac pierwszy przypadek
w rownaniu() i (7)) nalezy poming¢ cztony wypornosci oraz réwnania (3)i(8)catkowicie
ze wzgledu na F = 0.Dalszg konsekwencja tego jest:

aX) = b(x) = 0 c(x) = - -"2/3 d(x)cy (14)

Wykorzystujac zalezno$¢ wymiaru poprzecznego strumienia i jego Sredniej predkosci
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od (X), ktéra wg.£6]jest nastepujaca:przy wzroscie wymiaru poprzecznego strumienia
proporcjonalnie do Jegopredkos¢ odpowiednio maleje proporcjonalnie do x
réwnania(14) mozna zapisa¢ w postaci:

cx) = -1. \?3/2.Rex)'2 i do) = 3-(Kex) s
U konsekwencji rownanie rézniczkowe czastkoweC7) przyjmie posta¢ réwnania réznicz-
kowego zwyczajnego:

r' + f-f* + fr2 = o0 (16)
z warunkami brzegowymi: dlai=0 f=0 i "= 0 i dla oo f*-»0 _ktdére mozna
zapisac¢ prosciej;

foO = f'@®= f@ =0 an

Rozwigzanie réwnania(16) z uwzglednieniem warunkéw brzegowych(1?)dla dwuwymiaro-
wych hydrodynamicznych strumieni swobodnych podaje Schliehting[7] a dla osiowosyme-
trycznych Sedow[8J. W przypadku,gdy wkasnosci fizyczne phynu lub jego rodzaj sa
inne w strumieniu i obszarze niezaburzonym,wéwczas P / O .Przypadek ten miedzy
innymi badali Ricou i Spalding[9] i Stwierdzili wystepowanie w osi strumienia
trzech rejonéw:hydrodynamicznego /bez wpdywu wypornosci/.posredniego /sity bezwvdkad-,
nosci 1 wypornosci sg tego samego rzedu/ i konwekcyjnego /sity bezwkadnosci pomi-
niete/.Chen i Rodi[103 rozwigzali teoretycznie ten problem a otrzymane wyniki po-,
réownali z danymi eksperymentalnymi.
Konwekcyjne strumienie swobodne

Wielkos¢ skalarnafr)jest w konwekcyjnych strumieniach Swobodnych temperaturg F = T,
Pomijajac stratyfikacje i wiedzac,ze rozkdad temperatury w osi centralnej strumie-
nia jest najczesciej potegowy,mozna wyznaczy¢ parametry c(x) i d(xX)z réwnania(l2),
ktore dodatkowo mozna wyrazi¢ za lpomoca liczby Grashofa,zaktadajac ze:
grubosé warstwy granicznej(Ojjest proporcjonalna do x(Grx)  twiec mozna oczekiwad,
iz — for 91/4 1 wéwczas:

cey = 1 d™) = 4 A~ 5 A A _ @) (18)

W efekcie réwnania {7) i (8) sprowadza sie dopostaci:

f*" + (+3)F i - 2l + 6 = 0 9
+  (M3)-F'G- A 4nf-0= 0 (20)
Dla dwuwymiarowego konwekcyjnego strumienia termicznego n = - 3/5 i wlwczas;
fr" + _ -bE(f")s + -6-= 0 (21)
e-" + ~ Pr[fe + i 1 =0 @

Powyzsze réwnania rézniczkowe zwyczajne posiadajg nastepujgce warunki brzegowe: O-
=(9T/9y)0 , 7~(0) i (9vx/2y)o /warunek symetryeznosci wzgledem osi centralnej/,waru-
nek wynikajacy z definicji -6/réwnanie (4)/ i dla (y) lubjw nieskoniczonosci vx <*0
il» 1N ,ktdére mozna nastepujaco zapisac:

©"O = fO) = f"() = 0 @3
Q@ = 1 .,
f@ = o0) =0 ©@s)

Do rozwigzania ukdadu réwnan (21)i(22) wystarczy jedynie pie¢ warunkéw brzegowych,
a poniewaz warunek ©(oo)nie jest niezalezny, wiec pie¢ pozostalych speknia ten wy-
mog.Fujii [113,Schuh[123,Brand i Lahey(l3]Joraz Spalding i Cruddace[14Jrozwigsali
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numerycznie przedstawione powyzej rownania dla dwuwymiarowych konwekcyjnych strumie-
ni swobodnych i1 szerokiego zakresuzmiennosci liczb Prandtla.

Ok#ad réwnan roézniczkowych czastkowych po zastosowaniu aproksymacji Boussinesq™a
i podobnych jak dla dwuwymiarowego strumienia zalozen upraszczajacych dla osiowo-Sy—
metrycznego konwekcyjnego strumienia termicznego przyjmie postac:

N o
* W X = SAN(T" 10}
v 8l y SF. = . 729 8
B T Wh Ty ayw by (2
Stosujac przedstawiony wczesniej sposéb postepowania otrzymuje sie ukdad réwnan:

y + {p* + ~ = 0 20>
@ij«" + Pr (E==0)" s O 00J
Poniewaz réwnanie (30)jest typowym réwnaniem rézniczkowym,moze wiec by¢ zapisane ja-
ko n + Pretsm = A ,gdzie A jest stalg wyznaczong z warunkéw granicznych zwig-

zanych z symetrycznoscia:
dlay= 0 I?x= Vv = ]| =0 oraz T = Tc (€1))
dlay < o0e vx "*e a T- - (€2)

Odnoszac te warunki brzegowe do wprowadzonych wczesniej funkcji pradu,strumienia i
temperatury bezwymiarowej otrzymuje sie:

“m dlay =0 4i= o , L -4 =0 oraz <=0 (€9))
¥ - ?

dla >[«+a .—g 0 lub f/s) jest zbiezne (€D))

oraz s 1 (€9)

Z warunku /g - F/ij = 0 wynika,ze: fQ) = ,natomiast z /A3 = 0 ,ie F/ =

0

cpnst. lub () = 0, co mozna zapisa¢ prosciej;

fO = fO= 1-060) = (O - 0 oraz £ (00) jest zbiezne. [€9)]
Ukdad rownan () i (30) wraz z warunkami brzegowymi 136) rozwigzali dla szerokiego
zakresu zmiennosci liczb Prandtla Mollendorf i Gebhart[15j,Fujii [11] ,Schuh[I2] i
Uh [163.

Konwekcyjne masowe strumienie swobodne.
V konwekcyjnych masowych strumieniach swobodnych wielkoscig skalarng wystepujaca w
rownaniach rézniczkowych(®) i (@) jest stezenie ( koncentracja )T = C rozpuszczo-
nej substancji lub skkadnika roztworu.Utrzymujac w mocy poprzednie zatozenia upra-
szczajacej a takze przyjmujac potegowy rozkdad stezenia w osi centralnej strumienia
otrzymuje sie:

e(x) = 1 dx) = Gr (32)
gdzie stezeniowa liczba Srashofa ma postac:

G = 4.y g'#'*3 fC« " C«? (38)

V 4e

Dla tego przypadku réwnania(7) i (8) zredukuja sie do nastepujacej postaci réwnan
rézniczkowych zwyczajnych:
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f" + @+3)r-f" - 2(r+1) 2 + ® =0 (€]
6- + Sc[(r ¢3)f 0" - 4-r-fol = 0 “@0)
Ma dwuwymiarowego strumienia masowego r = - 3/5 i wéwczas;
o+ 2] -F-f" - y(f")2 + 6 = 0 (GH)
* 1 sc(fee+ feD= o @

Warunki brzegowe .podobnie jak i rozwigzanie numeryczne ukdadu révnan(4l) i(42),jest
identyczne jak dla dwuwymiarowych konwekcyjnych strumienitermicznych.Béwniez w po-
dobny sposéb jak osiowo-symetryczne konwekcyjne strumienie termiczne rozwigzuje sie
osiowo-symetryczne konwekcyjne strumienie masowe zastepujac w ukdadzie réwnan (29) i
(30) liczbe Prandtla liczba Schmidta,a bezwymiarowg temperature w osi centralnej
strumienia bezwymiarowym rozkkadem stezenia lub koncentracji transportowanej w stru-
mieniu substancji. £17].

Przedstawiony schemat rozwigzania mozna dowolnie modyfikowad 1 w zaleznosci od
potrzeb rozwigzywai poszczegdlne przypadki osobno lub 4acznie.

4. Wnioski
Przedstawione w pracy réwnanie rézniczkowe czastkowe na rozkdad wielkosci ska-
larnej (3) nie ma jednoznacznej interpretacji fizycznej,poniewaz zaproponowano je

wychodzac z analogii do réwnania Fouriera-Kirchhoffa (43) i odpowiadajacym nu réwna-
niem stusznym dla wmiany™ masy i spedniajacym prawo Ficka (44)

9T

: + v 91 T a *"2?2 >3]
x-J7T y ey T oy * E*p ¢
» QC -
x Jx Yy &g - » e & Qf @

jednak dzieki zastosowaniu tego réwnania udato sie przeksztalci¢ ukdady réwnan
rézniczkowych czastkowych do postaci réwnan rézniczkowych zwyczajnych,ktérych zaletg
jest to ,ze sg podobne dla wszystkich strumieni swobodnych.Dzieki temu nozna znacz-
nie ukatwi¢ cykl obliczen numerycznych,korzystajac z podobnych programéw.
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Peszoxe

B csaise npeflcsaBaeao 0Snjue paocMaipEBaHae choOoahhx hotokob eaaapya aa
norpaHH<iHOK cjioe a ynpaBjwmiiiHX ero aaKonax.

JETS, PLUMES AND FREE MASS STREAMS

Summary

The attempt of global formulation by employing the Boussinesqg’s and
boundary layer approximations and laws governing this layer for jets,
plumes and mass buoyant free streams has been presented in this paper.



