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ANALIZA KEZEPLYTFU NIESCISLIWEJ CIECZY NEWTONOWSKIEJ
W SZCZELINIE UTWORZONEJ PRZEZ DWIE WSPOLOSIOWE,
ROWNOLEGLE TARCZE WIRUJACA ZK STALA PREDKOSCIA

Stregzczerale: W pracy przedstawiono dwie metody rozwigzania réw-
nanTiayiera-Stokesa dla przeptywu przez szczeline miedzy dwiema wi-
rujacymi tarcza®!: metode analityczng bazujaca na rozwinieciu funkcji
w szeregi oraz numeryczng metode roznic skonczonych. Dokonano poro-
wnania przedstawionych metod.

i, ffstep

Przeptyw cieczy miedzy dwiema réwnolegtym, wspotosiowy«! tarczami byt
obielcie® wielu prac teoretycznych i doswiadczalnych. Rozpatruje sie prze-
ue wazystkln przeptyw lamlnarny opisany réwnaniem Naviera-Stokesa. Meto-
dy rozwigzania tych réwnan nozna podziellé na:

- analityczne,

- amalityczno-nnmeryczne,

- numeryczne.

Wyniki na ogét zgadzaja sie z pomiarami laboratoryjnymi, z wyjatklea ma-
+ego obszaru doptywowego.

2. Sformutowanie zadania

Rozpatrujemy ustalony, odsrodkowy przepityw alesolsllwej cieczy newtono-
wskiej miedzy dwiema réwnoleghymi, phaskimi 1 gtadkimi tarczami wirujacy-
mi ze stalg predkosciag katowg!»).

Dla opisu przyjmujemy walcowy ukd#ad wspétrzednych r, ¥ , z jak na rysu-
nku 1. Zakkadamy symetrie osiowga (w réwnaniach odrzucamy czdony zawiera-
jJjace pochodng wzgledem ~ ) oraz symetrie wzgledem ptaszczyzny z = O. Po-
nadto przyjmujemy, ie b~ r 0. Réwnania Navlera-Stokeaa,opisujace przeptyw
po dokonaniu analizy rzedu wielkosci 1 opuszczeniu cztonéw matych w poré-
wnaniu z pozostatymi, przyjmuja postad:
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R Réwnania ciagtosci:
(©)

Do uk#adu (D ,(2 (3 dotgczamy warunki
brzegowe:

n (@, *)« u# () ,

T(1.,2)- v,.(*¢,

u((r,1/72) =w (r,i/2 )- w(r,0) »0,

U
v (r, 1/2 )m r , @
t 4* (r*° %» (r>°)= °
Bys.l. Uk¥ad wspdétrzednych T* (p» 70 0

oraz siatka do obll-
czeil numerycznych.

Powyzsze réwnania przytoczone eg w formie bezwymiarowej. Poszczeg6lne
wielkosci maja sie nastepujaco do sweiob wymiarowych odpowiednikéw ozna-
ozonyoh gwiazdka:

u * wVYii Bj -bezwymiarowa predkos¢ promieniowa,
v « yk/3 Bx - bezwymiarowa predkos¢ styczna,
w » - bezwymiarowa predkos$¢ osiowa,
p = PK"i”"2HI2- bezwymiarowe cisnienie,
r » rjrel - bezwymiarowy promien,
z» z /B - bezwymiarowa wsp6trzedna przestrzenna.
Be - be B2/V - liczba Beynoldsa,
i - gestos¢ oleozy, ® - lepkos¢ klnematyozna.

Przyjmujemy, te p (Bj)* const. Wartos¢ tej stalej nie ma znaozenla, gdyz
interemuje nas jedynie przyrost cisnienia od Hj do pewnego promienia r.
Istnieje szereg metod 1 sposobdéw rozwigzania przedstawionych réwnan ruchu.
W pracy zostaly przedstawione i pordéwnane: metoda analityczna rozwigzania
réwnan ruchu za pomoca szeregéw 1 metoda numeryczna - metoda réznic skon-
czonych.

3. Bozwlazanie ntmeryozne

Obszar przeptywu pokrywamy siatka punktéw, jak na rysunku 1.
Stosujemy schemat niejawny. Dla punktéw nie lezacyoh na granicy obszaru
tworzymy roéwnania réznicowe zastepujac pochodne w réwnaniach (1) - (3)
ilorazami roéznicowymi pierwszego stopnia. W wyniku otrzymujemy réwnania®
dla I < j< *
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“j+iL A< Fi.J-i.j S5*Ar) i-"ui.ifui+"uij 3*

“3F|1+1 + £ (a4 ~ 2 “l+1 4 + i+ N-TNNj 2L <5>

i+iJ (41,4 1.A)/FADN & (“1%1,4 *1+1,4} /riti +

* *1+1,4 ~M1+1,3+1 7 *1+41,4-13/72 (A5 4 -

“ Se **1+1,4+1 * 2 *1+1,4 + *1+1,4-1N"A*) 42 «

<«l+1,4-1 . 4~Arli + * (K141 AN -*m_ 4-TT/T(A,TT * 0 {t>

Ola 1*1 oraz 1 * N obowigzuja réwnania wynikajgca z warunkéw brzegowych
@ :

“l+i,K “ 0 €]
t1HHK “ rl+ )
*1M " 0 (10
*1+1,1 * 0 (1)
B ai+1,| +4 “|+1,2~“i+1,3“ 0 (le!
“3*141,1 +4 *141,2 - *141,3 * 0 (3
WH+1J3 " 4 *141,2 3 *14,1 *° (14

Réwnania (5)-(14) tworza uktad 3 N + 1 réwnan o 3 S ¢ 1 niewiadomych.Zna-
jac wartosci u, V, w dla i, nozna w zasadzie wyliczy¢ u, r, w oraz ~ dla
i+ 1

Poniewaz Jednak réwnania (6) 1(6) aa nieliniowo(ukfad ten bytby kdopot-
liwy do rozwigzania. Z tego powodU dokonujony linearyzacji. Stoegjezy
transformacje :

A cul+i,d - “id /

A*) “*1+1J' *1.4 (15)

Podstawiany (15) do réwnan (6)-( 14) 1 opuszczany cztony zawiorajgoa A w
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potedze wyzszej uli jeden. Sg one makte w poréwnaniu z pozostakymi, jezeli
zastosowa¢ odpowiednio maty krok A r. Po linearyzaejl uk#ad réwnan przyj-
muje postac:

Aui_1(-winr/2(Az) J-1/Re (¢2)j2,)+Auj (+ux j/(Ar)j + 2/He (AziJ2) +

A uTi( J - 1/»e(A*) I2)+ A%j( -2 VIFj/risl)+ =

+ AwJ(ul,Jd+i " BI,J-1}/2 + 5r|1+1 ” Vi,J2/ri+l *

- FLJQEL - “1,0-13/2 (%3 + (B, J+i-2 _ <16}
AuJdive,J/ri*l +A*J-1 tA«Oj - 1/ae(A*) j2) +

AL (“iL§ A1) J+nlij/rih+2/a«< (A2 I2)+ A*J+1(C" 1 j A2 tAS) j-1/0*(A%) J2) s

AR, A2 1 FiLj-i/2 = —ui,j vi,j/riti -
- XL JHi-*,4-1)72 + (F1.4+1% 2 *1.4+*1.4-1)/Ee{ADj2- (17)
0

A4 (I/TAR) i + I/rl+l) +Awj*i/2 (AR)4 - A*j_i/2 (A4 *

- -Bi,4*1+1 " *i,4*1/2(Az)Jd + wl,4-i/a”r J . (18)
¢ BN -ulm, (1)

- (AN i/ (20)

AWK " “wi,N (21)

D +Ahu22-AB- 3aii - Fai 2o i 3 (22)
-3At, +*A*2 ~AV3 - 3Vtfl - 4vi 2+ vI3( (D

A 11 c2n)
Aw3 -<A—2 & 3+j  “wi, N2+ 4wiN-1 - 3K (25)
Réwnania (16)-( 25) tworza ukdad 3 1+l liniowych, niezaleznych réwnan o

3 K+l niewiaflomych (A u, A». Ar. gf ).
Znajac wartosci predkosci dla promlehla 1, mozemy wyliczyé przyrosty, a
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tym samym predkosci dla promienia i+l oraz pochodng cisnienia.
Przedstawiony schemat rozwigzania za pomoca roéznic skonczonych K.E.Boyd
i W.Rice W zastosowali dla przypadku przeptywu dosrodkowego.

4. Rozwigzanie analityczne za pomoca szeregéw

W oelu rozwigzania réwnan ruchu (i)-(3) okreslono iunkcje pradu ™ spek-
niajaca rownanie ciggtosci:

1 *"+7 1
u“FTi < w*-rjr - <

Rozwigzania poszukuje sie wtedy w postaci szeregéw:
Y 7 r2 Qrr NI gt 22 M(*)+eee/ (&

rg_ 2+ go(+ i gt(+ g2(2) +... gn(P+... t (2

<
1

P*r2»2(d+r h 2D+ h(D+ hO In (N+ jJ hr D+ + D+...(Z,
’ » i * w T r

oraz na podstawie (26):

m - () D+ £ fGTH+.. .+ -ijj fj 9, (30

w--2FfFt2-1 FOD+ -i F2(D+...+ (n-D |F~iy m(D+... (3D

Réwnania te rozpatruje sie przy nastepujacych warunkach brzegowych:
u(, 112 =0
v, 11/2) »r
- . (€]
w((r, i /2) -0

+1/2
J wr,2dz =o
- 1/2
gdzie:

U - stata, reprezentujgca bezwymiarowe natezenie przeptywu.

Wstawiajac (28) , (29) , (30) i (31) do réwniin ruchu (' , (2; 1 {-3)Cuwzgled-
niajac kolejne’wyraz” szeregéw otfrzymacy:

1" 2 f1 -1 -t --2h2 + "1

2F 01 * i - 2 F=1*1 **11 ~33>
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2 Fi %6 * 2 T6 «—ii - ro *—i+ *0 r.i = *; (CD)

itd

Wykorzystujac warunki brzegowe (32) oraz utworzone weddug wyzej pokazane-
go schematu kolejne uktady réwnan tozZna okresli¢ funkcje XB(z), g2 ,
hn(») w zaleznosci od parametréw rozwigzania: liczby Reynoldsa ite 1 feta-
+ej 0. Pedny schemat rozwigzania analitycznego za pomocg szeregéw mozna

5. Whasnosci przedstawionych metod

Metoda analityczna Jest metoda przyblizang z uwagi na skoriczong liczbag
wyrazéw przyjmowanych do obliczen. Metoda ta na tg wkasnos¢, Ze JUZ na
promieniu woj solowym szczeliny Rt otrzymujemy w wyniku obliczen pewien
rozktad pradkoscl, ktéry nie Jest zgodny z wynikami badan doswiadczalnych
[4i-[i]- Dopiore dla promienia r > (1,1 ¥ 1,2) [7]D wyniki obliczat
ag poréwnywalne z wynikami badann, zwhkaszcza fila matych przeptywéw.Konkre-
tna realizacja tej aetody wymaga utycia maszyny cyfrowej. Uruchomienie
programu nie stwarza Jednak Zadnych trudnosclj.|Czasy obliczehn numerycznych
sg krétkie, oo na istotne niaczenle przy rozwigazywaniu zagadnienia odwro-
thego - zagadnienia syntezy przepdywu.

Metoda numeryczna jest rowniel metoda przyblizong mladzy innymi dlate-
go, Zo dokonano linearyzacjl wejsciowych réwnan. Umozliwia jednak:
- zadawanie profilu pradkoscl na krawedzi dopiywowej Rj,
- stosowanie w szerszym zakresie przepdywéw, dla przeptywéw,kiedy rozwiag-
zania analityczne nie sa poréwnywalne z wynikami badan.

Metody numeryczne potrzebuja duzych pamieci maszyn cyfrowych oraz ditugich
czaso6w obliczen. Przedstawiony sposéb linearyzacjl oraz zastosowana meto-
da rozwiazywania ukdadu réwnan liniowych pozwolity na zmniejszenie zajmo-
wanej przez program pamieci. Uruchomienie programu jest trudne i pracoch-
fonne. Wymaga przede wszystkim ustalenia wielkosci siatki (krokéw Ar, Az).
Zwkaszcza istotne Jest prawidtowe okreslenie kroku Ar. W uruchamianym '
programie zagadnienie to rozwigzuje sia przez badanie ciagtosci przeptywu
i taki dob6r A r, aby ciggtos$é przephywu byta zachowana.

6. Uwagi koncowe
Przedstawiona nmeryczna netoda analizy przeptywu bgdzie ostatecznie

zastosowana do analizy przeptywéw laminarnych przez szczeliny o réznej
postaci geoaotrycznej (zbiezne, niesymetryczne itp.), gdzie zastosowanie
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metod analitycznych nie zawsze Jest mozliwe.

Aktualnie prowadzone sa prace zwigzane z uruchomienien, optymalizacja
i badaniem programu obliczania przeptywu metodg numeryczng.

Zaprezentowana metoda analityczna wykorzystywana Jest do weryfikacji
metody numerycznej .
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PACHET JIAMKHAPHOrO TEHEHHH HECKHVAEMOi4 KHAKOCTH
MEW ABYMK BPAJFtADILHVHCFI FiHCKAVH

PesBue
B padoie paccuaTpHBaeTcm TeueHHe hlbtohobckoS xbakocth uexny AByua Bpa-

maemEMHca AaCKauu. IlpeACTaBjieau » cpaBHeau mbtodu peneHH« ypazaemid Kase-
—-CtoKcal aaasETH"ecKaB a Hyxepatauit.
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LAMINAR OUTWARD FLOW OF AN INCOPRESSIBLE FLUID BETWEEN
TWO ROTATING DISKS

Samaary?

Tbs Flow oF t Newtonian Fluid in a gap between two ooaxial, smooth,
rotating dlska haa bean oonaiderad. Two Betboda oF solving tbs Navier-
Stokaa equation» baa bean preaented and compared.



