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ANALIZA KtZEPLYTfU NIEŚCIŚLIWEJ CIECZY NEWTONOWSKIEJ 
W SZCZELINIE UTWORZONEJ PRZEZ DWIE WSPÓŁOSIOWE, 
RÓWNOLEGŁE TARCZE WIRUJĄCĄ ZK STAŁA PRĘDKOŚCIĄ

Stregzczerale: W pracy przedstawiono dwie metody rozwiązania rów-
nańTiayiera-Stokesa dla przepływu przez szczelinę między dwiema wi
rującymi tarcza®!: metodę analityczną bazującą na rozwinięciu funkcji 
w szeregi oraz numeryczną metodę różnic skończonych. Dokonano poró
wnania przedstawionych metod.

Przepływ cieczy między dwiema równoległym, współosiowy«! tarczami był 
obielcie® wielu prac teoretycznych i doświadczalnych. Rozpatruje się prze- 
ue wazystkln przepływ lamlnarny opisany równaniem Naviera-Stokesa. Meto
dy rozwiązania tych równań nożna podzielló na:
- analityczne,
- amalityczno-nnmeryczne,
- numeryczne.
Wyniki na ogół zgadzają się z pomiarami laboratoryjnymi, z wyjątklea ma
łego obszaru dopływowego.

2. Sformułowanie zadania

Rozpatrujemy ustalony, odśrodkowy przepływ aleśolśllwej cieczy newtono
wskiej między dwiema równoległymi, płaskimi 1 gładkimi tarczami wirujący
mi ze stałą prędkością kątową!»).

Dla opisu przyjmujemy walcowy układ współrzędnych r, ij? , z jak na rysu
nku 1. Zakładamy symetrię osiową (w równaniach odrzucamy człony zawiera
jące pochodną względem ̂  ) oraz symetrię względem płaszczyzny z = O. Po
nadto przyjmujemy, ie b ^ r 0. Równania Navlera-Stokeaa,opisujące przepływ 
po dokonaniu analizy rzędu wielkości 1 opuszczeniu członów małych w poró
wnaniu z pozostałymi, przyjmują postaó:

i, ffstep
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Bys.l. Układ współrzędnych 
oraz siatka do obll- czeii numerycznych.

„A^: + Hi + ir4-i = -i- -ALii r r T l  He ^ %2 .

Równania ciągłości:

( 2)

(3)

Do układu ( 1) ,( 2) ,( 3) dołączamy warunki 
brzegowe:

n (1, * ) « u# («) ,
T ( 1,Z )- ▼„(*&,
u ( r, 1/2 ) = w ( r,i/2 ) - w( r,0) » 0,
▼ (r, 1/2 )■ r , (4)

4 *  (r*° % »  (r> ° )= °

T *  (p » ’ 0 0

Powyższe równania przytoczone eą w formie bezwymiarowej. Poszczególne 
wielkości mają się następująco do sweiob wymiarowych odpowiedników ozna- 
ozonyoh gwiazdką:
u * û /ii Bj - bezwymiarowa prędkość promieniowa,
▼ • yk/3 Bx - bezwymiarowa prędkość styczna,
w » - bezwymiarowa prędkość osiowa,
p • PK'i^2Hl2- bezwymiarowe ciśnienie, 
r » rjt/'E1 - bezwymiarowy promień,
z » z /B - bezwymiarowa współrzędna przestrzenna.
Be - be B2/V - liczba Beynoldsa, 
i - gęstość oleozy, ■) - lepkość klnematyozna.
Przyjmujemy, te p (Bj) * const. Wartość tej stałej nie ma znaozęnla, gdyż 
interemuje nas jedynie przyrost ciśnienia od Hj do pewnego promienia r. 
Istnieje szereg metod 1 sposobów rozwiązania przedstawionych równań ruchu. 
W pracy zostały przedstawione i porównane: metoda analityczna rozwiązania 
równań ruchu za pomocą szeregów 1 metoda numeryczna - metoda różnic skoń
czonych.

3. Bozwlazanie ntmeryozne

Obszar przepływu pokrywamy siatką punktów, jak na rysunku 1. 
Stosujemy schemat niejawny. Dla punktów nie leżącyoh na granicy obszaru 
tworzymy równania różnicowe zastępując pochodne w równaniach ( 1 ) - ( 3 ) 
ilorazami różnicowymi pierwszego stopnia. W wyniku otrzymujemy równania' 
dla l <  j < *:
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“i+i,4< "fi.j-i.j 5 * Ar) i - ' u i . i ^ u i + ' u i j  3‘

“ 3f | 1 + 1 + Ł  (“i+i,4+i ~ 2 “1+1 ,4  + “i + i ^ - i ^ ^ j 2. <5>

i+i,J ( 1+1,4 1.4)/fAr)^ ♦ ( “1*1,4 *1+1,4} /ri+i +

* *1+1,4 ^*1+1,J+1 " *l+l,4-l}/2 (A*) 4 -

“ Se **1+1,4+1 “ 2 *1+1,4 + *1+1,4-!^ ̂ A * )  4 2 ( *)

<«l+l,4-,1 . 4 ^ Arli + * (*l+l.4^l-*m.4-íí/í(A,íí * 0 {t>

Ola 1 * 1  oraz 1 * N obowiązują równania w ynikająca z warunków brzegowych
(4) :

“l+i,K “ 0 (8)

t1+1+K “ r l+l (»)

*1+1,M " 0 ( 10)

*1+1,1 * 0 ( 11)

~3 ai+ l,l + 4 “l+l,2 ~ “i+1,3 “ 0 ( l¿!

“3 *1+1,1 + 4 *1+1,2 - *1+1,3 * 0 ( 13)

Wl+lJ3 " 4 *1+1,2 ♦ 3 *1+1,1 *° ( 14)

Równania ( 5) -( 14) tworzą układ 3 N + 1 równań o 3 S ♦ 1 niewiadomych.Zna
jąc wartości u, V, w dla i, nożna w zasadzie wyliczyć u, r, w oraz ^  dla
i + 1.
Ponieważ Jednak równania (5) 1(6) aą nieliniowo(układ ten byłby kłopot
liwy do rozwiązania. Z tego powodU dokonujony linearyzacji. Stoeąjezy 
transformację :

A “j “ ul+i,J - “i.J /

A *J “ *1+1,J '  *1.4 (15)

A"j " *i+i,j - *i,j

Podstawiany (15) do równań ( 6) -( 14) 1 opuszczany człony zaw iorająoa A w



potędze wyższej uli jeden. Są one małe w porównaniu z pozostałymi, jeżeli 
zastosować odpowiednio mały krok A r. Po linearyzaejl układ równań przyj
muje postać:
Au i_1(-w1^/2(Az) J-l/Re (¿z)j2,) +Auj(+u± j/(Ar)j + 2/He (AziJ2) +

+ A uj*i( J - l/»e(A*) J 2) + A*j( -2 v lfj/r 1+1) + *

+ A w J( u l,J+i " B l,J-l}/2 + 5 r | 1+1 ” V i,J2/ri+l *

- *l,j(ul,j+l - “l,J-l}/2 (i*}j + (Bi,J+i-2 - <16}

A u JiV l,J/ri*l + A * J - 1  tA«0j - l/ae(A*) j 2) +

+Atj( “i, j ^ r )  J+nlij/r1+ł+2/a«(A2;) J2) + A*J+1( " l j ^ 2 tA *) j-l/®*(A*) J2) ■*■

+ ̂ ’j(*i,j^i/2(4r>1r *i,j-i/2 = -ui,j vi,j/ri+i -

- *i,j(*l,j+i-*i,4-l)/2 + (*1.4+1* 2 *1.4+*1.4-l)/Ee{A*)j2- (17)
O

A “4 ( i/t Ar) i + l/r1+1) + A wj*i/2 (A®)4 - A*j_i/2 (A*) 4 *

-  -B i, 4 * 1 + 1  ' *i,4*l/2(Az)J + w l,4-i/a^ J .

¿ BN “  - U1.M ,
- (A^ i/

A WK " “wi,N ,
-3 A  u j + 4A u2 - A «3 -  3 « i . i  -  * « i,2 ♦ “ i,3 ,

-3At, + *A*2 ~ Av3 - 3 vt f l  - 4 vi 2 + v13 (

A*1 " - *1.1 ,
A w 3 -  < A-2 , ♦  3 A  *  j  “ wi ,  N-2 + 4 wi , N - l  -  3 WK

Równania (16)-( 25) tworzą układ 3 l+l liniowych, niezależnych równań o
3 K+l niewiaflornych ( A  u, A ». Ar. gf ) .
Znając wartości prędkości dla promlehla 1, możemy wyliczyć przyrosty, a
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( 18)

( 1») 

(20) 
( 21) 

( 22) 

( 23) 

( 24) 

(25)
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tym samym prędkości dla promienia i+ 1 oraz pochodną ciśnienia. 
Przedstawiony schemat rozwiązania za pomocą różnic skończonych K.E.Boyd 
i W.Rice W  zastosowali dla przypadku przepływu dośrodkowego.

4. Rozwiązanie analityczne za pomocą szeregów

W oelu rozwiązania równań ruchu ( i)-( 3) określono iunkcję prądu ̂  speł
niającą równanie ciągłości:

1 *'+’ 1 u “ F T i  • w * - r j r  ' <

Rozwiązania poszukuje się wtedy w postaci szeregów:

Y  ’ r2 *) + r ^  + *1  ̂ + r f2̂  z) + *' fn( *)+•••/ ( 2^» » s * r

v = r g_1( z) + g0( z) + i gt( z) + g2( z) + ... gn( z) +... t ( 28)

P * r2 1»_2( z) + r h_2( z) + h( z) + h0 ln ( r) + j h^ z) +... + h( z) + ...( 29',
' » i * w T r

oraz na podstawie ( 26):

■ - * f_'t( *) + *) + £ fjT z) +.. .+ -ijj fj z) , ( 30)

w - - 2 f_t( z) - i f0( z) + -i f2( z) +...+ ( n-l) |J~ i y  rn( z) +... ( 31)

Równania te rozpatruje się przy następujących warunkach brzegowych:
u (r, i 1/2) = O
v (r, i i/2) » r

• (3w ( r, i 1/2) - O
+1 / 2

J u( r, z) dz = o
- 1 /2

gdzie:
U - stała, reprezentująca bezwymiarowe natężenie przepływu.

Wstawiając ( 28) , ( 29) , ( 30) i ( 31) do równiin ruchu ( 1! , ( 2; 1 {-3)( uwzględ
niając kolejne’wyraz^ szeregów otfrzymacy:

f-'l " 2 f-l f-l - ¿ t  - - 2 h- 2  + ^ 1

2 f_l *_i - 2 f-l *-l * *Il  ̂33>
0 . bj,
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2 f.i *ó * 2 Tó «-i - ro * - i + *0 r.'i = *; ( 34)

1
itd
Wykorzystując warunki brzegowe (32) oraz utworzone według wyżej pokazane
go schematu kolejne układy równań to Zna określić funkcje XB( z), gfi( z) , 
hn( ») w zależności od parametrów rozwiązania: liczby Reynoldsa ite 1 feta- 
łej 0. Pełny schemat rozwiązania analitycznego za pomocą szeregów można

5. Własności przedstawionych metod

Metoda analityczna Jest metodą przybliżaną z uwagi na skończoną liczbą 
wyrazów przyjmowanych do obliczeń. Metoda ta na tą własność, Ze JUZ na 
promieniu woj solowym szczeliny Rt otrzymujemy w wyniku obliczeń pewien 
rozkład prądkoścl, który nie Jest zgodny z wynikami badań doświadczalnych 
[4¡.[i]. Dopiorę dla promienia r > (1,1 f 1,2) [7]) wyniki obliczał
aą porównywalne z wynikami badań, zwłaszcza fila małych przepływów.Konkre
tna realizacja tej aetody wymaga utycia maszyny cyfrowej. Uruchomienie 
programu nie stwarza Jednak Żadnych trudnośclj.|Czasy obliczeń numerycznych 
są krótkie, oo na istotne niaczenle przy rozwiązywaniu zagadnienia odwro
tnego - zagadnienia syntezy przepływu.

Metoda numeryczna jest równie1 metodą przybliżoną mlądzy innymi dlate
go, Zo dokonano linearyzacjl wejściowych równań. Umożliwia jednak:
- zadawanie profilu prądkoścl na krawędzi dopływowej Rj,
- stosowanie w szerszym zakresie przepływów, dla przepływów,kiedy rozwią

zania analityczne nie są porównywalne z wynikami badań.
Metody numeryczne potrzebują dużych pamięci maszyn cyfrowych oraz długich 
czasów obliczeń. Przedstawiony sposób linearyzacjl oraz zastosowana meto
da rozwiązywania układu równań liniowych pozwoliły na zmniejszenie zajmo
wanej przez program pamięci. Uruchomienie programu jest trudne i pracoch
łonne. Wymaga przede wszystkim ustalenia wielkości siatki (kroków Ar, Az). 
Zwłaszcza istotne Jest prawidłowe określenie kroku Ar. W uruchamianym " 
programie zagadnienie to rozwiązuje sią przez badanie ciągłości przepływu 
i taki dobór A  r, aby ciągłość przepływu była zachowana.

6. Uwagi końcowe

Przedstawiona nmeryczna netoda analizy przepływu bądzie ostatecznie 
zastosowana do analizy przepływów laminarnych przez szczeliny o różnej 
postaci geoaotrycznej (zbieżne, niesymetryczne itp.), gdzie zastosowanie



metod analitycznych nie zawsze Jest możliwe.
Aktualnie prowadzone są prace związane z uruchomienien, optymalizacją 

i badaniem programu obliczania przepływu metodą numeryczną.
Zaprezentowana metoda analityczna wykorzystywana Jest do weryfikacji 

metody numerycznej.

Analiza przepływa nieściśliwej pieczy... i,,
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PACHET JIAMKHAPHOrO TEHEHHH HECKHMAEMOił KHAKOCTH 
M E W  ABYMK BPAJftADlUHMHCfl fiHCKAMH

P e s B u e
B paöoie paccuaTpHBaeTcm TeueHHe hlbtohobckoS xbakocth uexny AByua Bpa- 

maœmEMHca ÄaCKauu. IlpeACTaBjieau h  cpaBHeau mbtoäu peneHH« ypazaemid Kase- 
-CtoKcai aaasETH^ecKaB a Hyxepatauit.
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LAMINAR OUTWARD FLOW OF AN INCOPRESSIBLE FLUID BETWEEN 
TWO ROTATING DISKS

S a ■ a a r 7
Tbs Flow oF t Newtonian Fluid in a gap between two ooaxial, smooth, 

rotating dlska haa bean oonaiderad. Two Betboda oF solving tbs Navier- 
Stokaa equation» baa bean preaented and compared.


