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Streszczenie; Przy projektowania profili lotniczych 
i łopatek- maszyn przepływowych często wykorzystaj« się tzw. krzywą nośną punktów osobliwych, f pracy podano 
wyprowadzani* nowych zależności wiążących prędkości na krzywej nośnej % grubością profilu i z prędkością na jego konturze.
Zależności te są ogólnie jaz* i dokładniejsze od podawa­nych * literatur*«.

O z n a c z e n ia

1  - współrzędna krzywoliniowa 1długości linii La - współrzędna prostoliniowa prostopadła do Ł« - współrzędna krzywoliniowa długości linii 8
w - prędkość
Ł — krzywa podstawowa (krzywa nośna punktów osobliwych)
8 - kontur profilu
t - wir związany z krzywą Łiródłe związane s krzywą Ł 

cyrkulacja
%  - objętościowe natężenia przepływu
fndeksy
1  — styczny do Ł
s - normalny do L  lub 8
t - styczny do 8
8 - na krzywej 8

1 . Wstęp
Przy projektowaniu profili lotniozych i łopatek maszyn przepływowyoh 

często wykorzystuje się tzw. krzywą nośną punktów osobliwyoh, na której 
rożnieszcza się wiry 1  źródła o odpowiednio dobranej intensywności.
Po obliczeniu prędkości na krzywej nośnej oblicza się współrzędne kontu­
ru profilu i prędkości opływu konturu; możliwa jest również postępowanie 
odwrotne. Metoda obliczań opiera się na złożeniu przepływu niezakłócone­
go, jednorodnego w nieskończoności, z przepływem Indukowanym przez źródle 
1 wiry związane z krzywą nośną. Kontur profilu jest zamkniętą linią prądu, 
która oddziela pole prądu na zewnątrz profilu od przepływu wewnętrznego. 
Charakterystyczne dla tego ujęoia jest, że przepływ istnieje również 
wewnątrz profilu, a na konturze nie występuje nieciągłość pola prędkości. 
W ogólnym przypadku przepływ wewnątrz konturu noże być wirowy i źródłowy;



*. fiskmńgfcl
w ten sposób modeluje się wpływ smisny procieni« i szerokości wirnika
częściowego [1,2].

Zakres zastosowanie podawanych w literaturze równań wyrażających gru­
bość łopatki i prędkość na jej konturze przez prędkości aa krzywej noś -
n«J punktów osobliwych Jest ograniczony, ponieważ opierają się one na
dość ostrych założeniach. V celu wyprowadzenia ogólniejszych zależności, 
ważnych dla dowolnego dwuwymiarowego przepływu cieczy doskonałej, zosta­

n ie  rozważony przepływ między dwiema 
krzywymi "L" i "S" (rys.1). Dla ogól­
n ośc i rozważań przyjmują się, to  n ie  
muszą ono być liniami prądu. Pręd -  
k o śc i na krzywej "I" są  znano, pręd­
k o śc i na "S" należy wyznaczyć. P ros­
ta  "n" są  prostopad ło  do krzywej
"L". W to n  sposób o trzy su jo  s ię  sa -
lotności, k tó ro , po odpowiodnich 
p rz e k sz ta łc e n ia c h , przechodzą w rów­
nani*  okroilaJąot w spółrzędną kontu­
ru  p ro f i lu  Bp 1 prędkość jogo oply-

Rys.l.lTlem entarny wycinek wu wa . .
p ro f i lu

2 . Równanie o-erkulac.1l

C yrkulacja po obwodzie czworokąta JLBCD j e s t  równa«
,n0 , rnC

d r  = wr di -  wst-as -  J  , n(iAln)clń +) Hn(ltjn)ctn O )
o o

Rozkładając prędkośoi wQ w szarog Taylora 1 pom ijająo n ie lin iow o  wy­
razy szereg u , otrzymuje sięt

dr-fitełl-Ustdi *  rs ik  ”0+7%-j?] +*n$jL}dL (2)

Ss podstaw ie tw ierd zen ia  S tokosa można w yrazić cy rk u lac ję  dT  przez 
ro ta c ję  wswnątrz elementu ABCD:

; > - & ) * M  
B iorąc plorw sso dwa wyrazy sssregu  T aylora d la  poohodcyah cząstkowych

w równania (3) otrzymuje sięi»
i V *  ¿w/ \ . 1 u

(«)

cir*dljor o t v c / n =  d l J f f i - J T r ) * ”

B iorąc pierw szo dwa wyrazy sssregu  Taylora 
równaniu (3) otrzymuje sięi»

Podstaw iając w równaniu(2) d/* z równania (*) utrzym uj# s i ę ,  p s  uporząd­
kowania!

Mit- (*>i O)
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2Jeżeli wyrez z n net na poalaąć, to:

*St=(»l+nO j* r) jf +{»n+n0j%L) jj-  (6)
Równania (6J wyraża składową styczną prędkości *g aa krzywej "S" za 

poaaoą pierw szych dwóch wyrazów rozw in ięc ia  prędkeści i  »n w szereg
Taylora. Równania jest ważne dla dowolnego prr iływu cieczy doskonalej 
między krzywymi "L" 1 *S", a więc także dla pi spływu wirowego i źródło- 
wego. Dis bezwirowego rocku cieczy Jeśli przepływ jest
eolenwidalny (bezwirowy), to lf}l . Jeżeli krzywa "Ł" jest
linią prądu, to *n a 0 i ¿WaJjj=Q . Równania określające prędkość' stycz­
ną do krzywej “S" w odpowiednich przypadkach rucha cieczy zestawiono w 
tabeli 1. Esnważsy,. te % równań tych nie wynika brak normalnej składowej 
wSn P^«^0*0*- «s aa krzywej “S*. Dla sprawdzenia, ozy "S" jest linią 
prądu, należy wykorzystać równanie ciągłości.

Tabela 1.Równania określające prędkość styczną na konturze "S" 
dla różnych rodzajów przepływu

Rodzajprzepływu Krzywa "L® nie jest 
linią prądut
*st =

Krzywa ®Ł" jest linią prądu:
wSt ~

Dowolny SH> dn
+  nobn ds

Bezwirowy
+ ( ^ * " > & s r

Solenoidalny

Bezwirowy 
1  solenoidalny

(«i
+ ( * - » > & ) £ ■

.. dl dn 
"lolS ~ nO)l ds

5. Równanie ciągłości

Przyjmująo dodatni znak natężenia przepływu dla cieczy wypływającej 
z elementu ABCD, otrzymuje się, zakładająo jednostkową grubość elementu:

d Q^WSnds-Wnd l-j/i(U > n)dn +jfli(la,n)dn ( 7 )
Po rozłożeniu prędkości wt w szereg Taylora i pozostawieniu tylko 
dwóch pierwszych wyrazów szeregu, otrzymuje się:

dQ=n5nc/s-wndl- + j  j^ n D + $ -  jj& )+ Ąjc]d l (8 )

Tlośó cieczy dQ generowana wewnątrz elementu ABCD o jednostkowej gruboś- 
ści wynosi:
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dQ -d ljd iV  Wdn** d ljo (sr)t"*'jrL)olr} (9)
Biorąc pierwsze dwa wyrazy szeregu Taylora dla pochodnych cząstkowych 
w równaniu (9) otrzymuje się: t _

Podstawie o ąo w równaniu (8/ dQ z równania {10} otrzymuje się, po uporząd- 

Jeżeli wyraz n^ można pominąć, to:
n * ) $ i  -  { * i + n o j ? f ) t t  O 2 )

Równanie (12) wyraża składową normalną do krzywej "S" prędkości wg za 
pomooą dwóch pierwszych wyrazów rozwinięcia prędkości i wQ w szereg 
Taylora. Równanie jest ważne dla dowolnego przepływu cieczy doskonałej 
między krzywymi "L" i "S", a więc również dla przepływu wirowego i źró­
dłowego. Analogicznie, jak to zrobiono w rozdziale 2 dla prędkości *g^, 
można sporządzić zestawienie różnych postaci równań określających pręd­
kość wga (tabela Ą.

Tahela 2. Równania określające prędkość normalną ws,Q do korituru "S" 
dla różnych rodzajów przepływu

Rodzajprzepływu Krzywa "L" nie jest 
linią pkądus
wSn =

Krzywa "Ł" jest 
linią prądu |
wSn =

Dowolny
- ( '» ¡ - '- '’« s r J s r

nn ¿JHil dj - ,

Beżwirowy & > + ”& $ ■ +

- f a + n f f i j s T

dWn dl dn 
ols

Solenoldalny
-1'H - H b j n h r

Be żwirowy 
i solenoldalny

4. Intemretaoją równania ciągłości 1 równania cyrkulacji dla profilu 
lotniczego

V dotychczasowych rozważaniach nie sformułowano żadnych szczególnych 
interpretacji krzywych "I>" i "S". Podano tylko sposób obliczania pręd­
kości na krzywej "S", niezbyt oddalonej od krzywej "L", jeśli rozkład 
prędkości na krzywej "L" jest znany.

Rieoh "S" będzie konturem profilu. Wtedy wSn a 0 i z równania (12) 
wynika:



Wc^llM^ą^obllejBDliijgrofllUj^

(wn +r}ojlr)^t (*L+n°J n  )3s (13)
Biorąc pod uwagę równania (6), można napisać:

=  w «  + r>ojfr M

»Stt3* Wi+noTn 0 * )
Biorąo pod uwagę, ża prawe strony równań (14) i (15) są składowymi prędkoś­
ci na konturze w kierunkach osi współrzędnych (l,n),równania te repre - 
zentują zależności kinematyczne między prędkościami na linii prądu.

Równanie ciągłości przepływu umożliwia obliczenie współrzędnych kon­
turu, jeśli dane są prędkości i ich pochodne na krzywej "li".

Na podstawie równania {1 3 ) można napisać:
- ¡ ( Ą + n o & l d r )  =  0  (is)

albo i Ia/» ^  (4

n o H  * T n i>in ) =  I j r t n + H o j ń ' ) dl (1 7 )
Wprowadzająo do równania (1 7 ) rotW i divW otrzymuje się:

h  +  J~n o [ j r 1  ~  r°fa)]nD *  -  jf4jeU+Jg^dl (1 8 )
Jeżeli "L" jest linią źródłową^to w = 1/2* q(l) , a zatem:

*D ["i+T ” D (T W 'rotwils- jr )dl+T/oiU  (19)
W teorii profilu lotniczego (3,4j krzywa "I/1 jest także miejscem geome­
trycznym wirów związanych o intensywności f(L) i dlatego nazywa się ją
krzywą nośną punktów osobliwych. Prędkość w^ na tej krzywej jest sumą 
przyczynków od prędkości przepływu niezakłóconego, prędkośoi indukowanych 
przez osobliwośoi związane z krzywą nośną oraz od rotacji i dywergencji 
pola prędkości w obszarze profilu.

W teorii maszyn przepływowych wykazuje się, że wirowość pola prędkoś­
ci względnej na osiowo-symetrycznej powierzchni prądu w wirniku maszyny 
jest jednoznacznie określona przez kształt powierzchni prądu i prędkość 
kątową wirnika, natomiast zmienna szerokość wirnika częściowego jedno­
znacznie wyznacza źródłowość w przepływie czynnika nieściśliwego £l ,2,5] • 
Zatem, jeśli uśrednione okresowo symetryczne pole prędkości w wirniku 
jest znane, to równania (i8) i (19) oferują możliwość wyznaczenia współ - 
rzędnej nD konturu profilu dla każdej współrzędnej krzywoliniowej 1A . 
Szczególne, prostsze przypadki równania (I8)wynikają z tabeli 2. Zauważ­
my, że jeśli udałoby się uzyskać relacje:

*2rot W  oraz d ‘V w  =  yjr- (20)
to kontur profilu wyznacza się prostą zależnością:

"• - k i f a *  .C21)
Obliczenie prędkości Wg^ na konturze profilu jest łatwiejsze, jakkol­

wiek i tu można zadanie uprośoić.
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Xprowadz3jąc do równania (ó) rotlV i diwWt otrzymuje się:

W st^ fa + n o ffi1 -  +[»n +”o (oH o W - y f - j j  | f -  (22)
Jaśli linia "L" jest linią źródłową, to wn » 1/2« q(l) , a więc:

" » - [ w f c g p -  r c t ^ j g + f - f W + ^ l o l i r w -  & ) ] %  (»)
Jeżeli relacje (20) byłyby spełnione,to zależność (23) znacznie aię 
uprości: 1 d n

"/it * Ą jr ~ l’ T ^ 0tS (24)
Jeśli na krzywej "L" rozmieszczona Jest liniowa wirowość /$), a żródło- 
wość q(l) = O, to " V  Jest linią prądu i równanie(6) także się upraszcza, 
przyjmując szozególnie prostą postać dla przepływu beżwirowego(tabela 1).

Równania(6),(22)i ich pochodne postacie nogą być uważane za uogólnie­
nie podanej przez ?.Riegelsa zależności:

✓ ________  aft
ws t  He ="<¿7

gdzie X  Jest tzw. współozynnikien Riegelsa (der Riagelsfaktor) [6], 
Ponieważ łi-»Oj gdy dn/dl-~wo, to współczynnik Riegelsa Jest wygod­

nym sposobem obliozania prędkości Wĝ . na konturze ( która zawsze powinna 
być skończona), za pomooą prędkości w, na linii nośnej punktów osobliwych 
(która to prędkość noże być nieskończona na początku linii nośnej)f?J.
Z porównania równań (e) i (25) wynika jednak, że zależność podana przez 
Riegelsa Jest niedokładna. Boże ona być traktowana Jako szczególny przy­
padek równania (ó), który zachodzi, gdy;

i  ( " r + n ,& ) & « " &  « * >
Równanie (6) spełni8 tę samą rolę, co współczynnik Riegelsafale Jest do­
kładniejsze.

Zależności wyprowadzone w rozdziałach 2.1 3. powstały przez pominięcie2wyrazów zawierających ng , ale uwzględniają wpływ grubości profilu. Dla 
bardzo cienkich profili wyrazy z Dp można opuścić, 00 utożsamia wzory 
z ostatniej kolumny tabeli 1 z formułą Riegelsa. Dla profili o dużej gru­
bości można stosować wzory (5)i(l2).

5. Podsumowanie

Zagadnienie obliczania prędkości cieozy na konturze profilu i współ­
rzędnych konturu za pomooą krzywej nośnej punktów osobliwych przedstawio­
no jako szczególny przypadek zagadnienia wyznaczania prędkości na pewnej 
krzywej “S" na podstawie znanego rozkładu prędkości na innej krzywej "L" 
niezbyt oddalonej od "S". Zastosowanie twierdzenia Stokesa i równania 
ciągłości do elementarnych pasków między krzywymi prowadzi do równań róż­
niczkowych, które mogą być wykorzystane do obliczania grubości profilu 
płata lotniczego lub łopatki maszyny przepływowej oraz do określenia 
prędkości opływu konturu płata lub łopatki. Równania te, wyprowadzone dla 
całkiem ogólnych rodzajów przepływów, przyjmują różne postacie szczególne, 
zestawione w tabelach 1 1 2 .  Przedstawione w pracy zeleżnośoi aą ogól -
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niejsze 1 bardziej dokładne od podawanych w literaturze. W szczególności 
równanie (s) , która może być uważane za uogólnienie znanej zależności 
Riegelsa, umożliwia 'zwiększenie dokładności obliczania prędkości opływa 
konturu, zwłaszcza dla profili o większej grubości względnej. Podobnie 
równanie (1 3 ), wynikające z zasady ciągłości, jest podstawą całkowo-róż- 
niczkowych zależności (17) — (19) , które umożliwiają wyznaczenie rzędnych 
konturu profilu z większą dokładnością niż wzory stosowane dotychczas[2,f.
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yjiyHDIEHHE PACHfctA HPOMUIJEH KPHJIhH
METOÄOM PACnoJIOÄüHHüX HA CKEJIETE OCOEEHHOCTEd

P e 3 D m e
PacnojioxeHBe ocoóeHHocieB Ha cxejieze npoiauw vacxo acnojibayeTC« ocHoay 

npoexTHpoBaHHS xptuiba hah jionaciefi Typ6onaBnH. B cxaxse Ha oCHOBe o6a.ux 
aaBHCHwooxB Hexxy cxopocxio Ha cxexeiHoft jihhhh, toxbxhoü npoifHx« h cxopoci» 
Ha ero xoHiypx bubbabho HOBue cpopnyju. no cpaBHSKHE c onacaHHUMH b XHTepa— 
Type HOBiie (popMyxH hmbbt pa* npeHwymecxB, coctohkhx b tom, vto bha tpopMyjm 
Ooxee oósnit a peayxbxaxH xovHue.
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utpROVBaarr or aerofoixs cauhutxo* bt mbavs
o r IBS S3BGC1ARITY CARRITO CURVE (SY1Í0PSIS)

Tba •localaritT etrrltr corva baa beao frequently oaad la deeigolng 
ef aarofolla and bladaa «f turbeaaoblnery. lo tba papar aoaa or« rala- 
«laoa baa baao derivad vhlcb raíate valooltlaa oo tba oarrler corva «itb 
tblobnoaa of «ba aarof olí aod vltb veleclty oo lta perlsaetar. The ra la­
tíase ara «ora teoeral aod aora exaot tbeo tboaa pubis abad barato!ora.


