
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SL43KIEJ 
S e r ia :  z . 66---------------------------

________ 1 95-i
Nr k o l . 80?

J o la n t a  STACHARSKA-TARGOSZ 
Z b ig n iew  NOWAK 
P io t r  GRYGLASZEWSKI

P o l i t e c h n ik a  Krakowska
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S t r e s z c z e n ie :  W p ra cy  ro zp a try w a n y  j e s t  n ie iz o te r m ic z n y  p r z ep ły w  
c i e c z y  n ie n e w to n o w sk ie j  w r u r z e  k o ło w e j ,  p r z y  u w zg lęd n ien iu  zm ien­
n o ś c i  z  te m p e r a tu r ą  w ła s n o ś c i  T e o lo g ic z n y c h  i  term icznych  p ły n u .  
P rz ed sta w io n o  z a s to so w a n ie  m etod : l i n e a r y z a c j i  optym alnej i  u śr e d ­
n ia n ia  popraw ek fu n k c jo n a ln y c h  do o b l i c z a n ia  w sp ó łczyn n ik a  F an n in ga  
d la  w y żej w y m ie n io n e g o  p r z ep ły w u .

1 .  W prowadzenie

O b lic z a n ie  spadków c i ś n i e ń  p o d cza s przep ływ ów  c ie c z y  n ien ew to n o w -  

s k ic h  w przew od ach  s ta n o w i jed n o  z  w a ż n ie j s z y c h  za g a d n ień  w y s tę p u ją c y c h  

w p r a k ty c e  i n ż y n i e r s k i e j .  U w z g lę d n ie n ie  n ie iz o t e r m ic z n o ź c i  z ja w is k a  z b l i ż a  

ro zp a try w a n y  m odel m atem atyczny  do r z e c z y w is t y c h  warunków, l e c z  j e d n o c z e ś ­

n i e  k o m p lik u je  w znacznym  s to p n iu  o b l ic z e n io w ą  s t r o n ę  problem u.

W n i n i e j s z e j  p r a c y  ro zp a try w a n y  b ę d z ie  n ie iz o te r m ic z n y  p r z ep ły w  l a -  

m inarny r e o s t a b i ln y c h  c i e c z y  n ie n e w to n o w sk ic h , o p isa n y ch  prawem potęgow ym , 

w p o z io m ej r u r z e  k o ło w e j -o  z a ło ż o n e j  s t a ł e j  te m p er a tu r z e  ś c ia n k i .  Z ałożon o , 

ż e  p r z ep ły w  odbywa s i ę  na d łu g o ś c i  przew odu p oza  odcinkiem  s t a b i l i z a c j i  

c i e p l n e j ,  c z y l i  ta m ,g d z ie  zarówno p o la  te m p er a tu r y , ja k  i  p r ę d k o ś c i  s ą  ju ż  

uform owane i  n i e  z m ie n ia ją  s i ę  w k ie ru n k u  p r z e p ły w u . U w zględniona z o s t a n ie  

z m ien n o ść  z  te m p er a tu r ą  w ybranych w ła s n o ś c i  T e o lo g ic zn y ch : K=K(T) i  t e r ­

m icz n y c h : X =X(T) p ły n u  o r a z  je g o  z d o ln o ś ć  do r o z p r a s z a n ia  e n e r g i i  /m ie r z o ­

n a  w a r t o ś c ią  l i c z b y  B r in k m a n a /. S z c z e g ó ln y  przyp ad ek  powyżej p r z e d s ta w io ­

n eg o  z a g a d n ie n ia  ro zp a try w a n y  b y ł  w p r a c y  £ 1 ] .  Otrzymano tam d o k ła d n e  

r o z w ią z a n ie  a n a l i t y c z n e  wyprow adzonego rów n an ia  e n e r g i i  przy z a ło ż e n iu  

n ie z m ie n n o ś c i  z  te m p er a tu r ą  w sp ó łc z y n n ik a  p r z ew o d ze n ia  c ie p ła ,  t j . X = c ° h s t .

2 .  S fo rm u ło w a n ie  problem u

P o sta w io n y  w p r a c y  problem  o p is a n y  j e s t  równaniem e n e r g i i  [ 1 ] :

; a;[ »<*> r s] + [- s]nł’ ' 0 • /2,,/
k t ó r e  po w prow adzen iu  w i e lk o ś c i  bezw ym iarow ych p r z y jm ie  p o s ta ć :
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f 5 ? [ A <9> T S ]  * a  y<”ł1>/° ' 0 • / 2 ' 2 /
z warunkami brzegow ym i/w  p o s t a c i  b ezw y m ia ro w ej/:

~  (y=o) = o , e (y=0 = o . /2.3/

Wobec n ie m o ż l iw o ś c i  u z y s k a n ia  d o k ła d n eg o  r o z w ią z a n ia  rów n a n ia  /2.2/t ko­

n ie c z n e  s t a j e  s i ę  s to s o w a n ie  m etod p r z y b l iż o n y c h  [  2].
Zm iennośó z  te m p er a tu r ą  w s p ó łc z y n n ik a  k o n s y s t e n c j i  o r a z  w sp ó łc z y n n ik a  prze­

w o d zen ia  c i e p ł a  c ie c z y  przyjm iem y od p o w ied n io :

k(e) = 1/(1 +?e)n , A (e) = 1 + * e  . /2.4/
W staw iając  z a le ż n o ś c i  / 2 . 4 /  do / 2 . 2 / f o tr zy m u je  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  p o s ta ó  

rów n a n ia  e n e r g i i  /w  fo r m ie  b ezw y m ia ro w ej/:

J  j j [  (1 + ot e )  | |  x ]  + Br (1 + f e )  Y fo + 1 ) /n  = 0 ,  / 2 . 5 /

lu b  po w p row adzen iu  zm ienn ych  i  6  :

+o£i£)a|i] + 4 ^ 2 n 2 1 = ° •
z  warunkam i brzegow ym i:

J !  (t2 = o) = o , 8 (7 -  1) -  1 .  / 2.7Ż

W c e lu  r o z w ią z a n ia  ró w n a n ia  / 2 . 6 /  z a s to su je m y  m eto d ę  l i n e a r y z a c j i  op tym al­

n e j  [ 3 ] ,  p o le g a j ą c ą  n a  sk o n stru o w a n iu  ró w n a n ia  r ó żn ic zk o w e g o  l in io w e g o :

'Y d r „ d£l  , #_2 „  2 
T  3? L 'Z a?.

ap ro k sym u jącego  " o p ty m a ln ie"  ro zp a try w a n e  rów nan ie  r ó ż n ic z k o w e  n i e l i n i o w e .  

Za k r y te r iu m  "op tym aln ej"  l i n e a r y z a c j i  ró w n a n ia  / 2 . 6 /  p r z y jm u je  s i ę  m in i­

mum c a ł k i  z  kw adratu  r ó ż n ic y  E równań: n ie l in io w e g o  / 2 . 6 /  i  l in io w e g o

/ 2 . 8 / :  o
I ( Y )  = \  Er dS = m in . / 2 . 9 /

SJJ

P ow yższa m etoda wymaga r o z w ią z a n ia  w p ierw szym  e t a p ie  ró w n a n ia  p o la  tempe­

r a t u r y  p r z y  z a ło ż e n iu  A = c o n s t .  Równanie / 2 . 6 /  d la  0^ = 0  rozw iążem y  

m etod ą  u ś r e d n ia n ia  popraw ek fu n k c jo n a ln y c h  C4 ] ,  k t ó r a  p o le g a  o g ó ln ie  na  

z a s t ą p ie n iu  sam ej f u n k c j i  c i ą g ł  e j  w danym o b s z a r z e  p r z e z  j e j  ś r e d n ią  c a ł ­

kową w  tym o b s z a r z e .  Z god n ie  z  id e ą  p rzew o d n ią  t e j  m etod y rów nan ie  / 2 . 6 /

/p r z y  OC = 0 /  aproksym ujem y w pierw szym  p r z y b l iż e n iu  rów naniem :
1

i  h  [ ’ t?1] = - 4 ^ 2 *i2 v gdzie v 2 j£i i d? • /2*10/
Po sc a łk o w a n iu  i  u w z g lę d n ie n iu  warunków b rzegow ych , otrzym ujem y p ie r w sz e  

p r z y b l iż e n ie  p o la  tem p era tu ry :

s, = \  (1 - l  0 - 74) + 1 • /2'11/

[ 'Z I I ]  + 4 Br 2 l 22 £ = o , / 2 . 8 /
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Celem podwyższenia dokładności rozwiązania konstruuj eay drugie przyci iro­
nia będące rozwiązanie- równania:

i i .

gdzie:

1 d r „ 2 1 , ^ 2 „ 2 c , =A2 -27 di? L 7 ' 4  J = - 4 Br ł . 6, - 4 Br ? q.
1

q, = ? j £ 2 7 dl? -  q; .

2 ’ /?.52/

W rezultacie otrzy 
A 4

jeny cole temperatury w postaci:
A  ? A  6 A  4.33 240Br' - 33r - 20Br

3 /
o - dr 3\ 24OBr - JBr - 20Br 4> .
£ = ------   - (  -  7 ) + --------- 1----- -a ?-~T2— (' ■ 7 ) + 1 • Z2,1
2 64(l - Br /e) 96o(i - Br /fi)

Drugi etap metody linearyzacji optymalnej polega na wyznaczeniu optymalnej 
wartości parametru nastawialr.ego Postulat minimum wymaga spełnienia
następującego warunku: ¿ j t y ) I

^ = 0 •I opt
Tak więc wartośó optymalną parametru nastawialnego oblicza cię ze wzoru:

/2.14/

1 opt / 2 . 1 5 /

S i ą p i l i ] )  ^dt?
dla £ danego wzorem /2.13/. Ostatecznie rozwiązanie równania różniczkowego 
/2.6/ przyjmie postaó:

£• =  c ! ( 1 ~  7  3 )  +  c 2 ( 1 -  ? * )  +  1 * / 2 . 16 /

gdzie: 
C

2 A 0 $ rZĄ  ) -  3(3r6/fey .  2o(#r4/ ^  )__ opt , „ _ _____   __opt_____°Eł _ ____ ____
1* ’  64 (i - Br2/6f0pt) 2 960 ( i  - £ ?/6t0;pt") 2 / 2 < 1 7 /

Powracając do pierwotnych oznaczeń, pole temperatury dla przepływu cieczy 
nienewtonowskiej o zmiennym z temperaturą współczynniku przewodzenia ciep­
ła. opisane jest zależnością:

8 - i [  C, ( ’  -  I » ) *  02 ( ’ -  V2“) ] ,  / , . , > /
gdzie 1 C2 są obliczane z zależności /2.17/, zaś K=-_--.

------ cci- 0,1
------  OLf * 0,0
 «,=-0,1

Rys.1 Profile temperatur w 
przekroju poprzecznym rury, 
dla różnych wartości 3r i
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.-'-/znaczenie współ czynnika onoru Parminga

Podczas laminamego przepływu cieczy nienewtonowskich w rurach koło*tffc 
wartośó. współczynnika oporu przepływu oblicza się z zależności [1]:

0f » 7HeT“~y~ ^ y [i Yl/n dY]dY ] /3.1/
'  jk»R» w  0  *

po uprzedni® znalezieniu rozkładu temperatury w przekroju poprzecznym prze-
wodu. Podstawiając do powyższego wzoru wyrażenie /2.18/' otrzymujemy ogólna 
zależność współczynnika Panninga ĉ. w funkcji liczby Reynoldsa (ReK_R)w, 
zmodyfikowanej liczby Brinkmana Br , wskaźnika płynięcia n oraz optymal­
nego oarametru nastawialnego Y  . :

—n
° f =  [ 1 +  i  c i +  5  c 2  ]  •  / , , 2 /

Pabllca 1________________________ ____ ____ ____________ _T 7 _

*1 »0,0 Of, = 0,1 Of1 =• - 0,1

Br
Rozwiązanie 
dokładnej ]

Ketoda uśredniania 
poprawek funkcjo­
nalnych

Metoda linearyzacji 
optymalnej

0,00 1,000 . 1,000 1,000 1,000
0,25 0,992 0,992 0,992 0,992
0,50 0,968 0,968 0,968 0,968
0,75 0,928 0,928 0,921 0,922
1,00 0,869 O 0,869 0,869 0,870
1,25 0,790 0,790 0,747 0,752
1,50 0,688 0,687 0,682 0,692
1,75 0,556 0,555 0,440 0,466
2,00 0,388 0,385 0,375 0,407

1,0

07

0.4

[Cf/«RW w  J
1 /n

h .  3/

0 0,5 1,0 1,5

Rys .2 Wykres funkcji /3.2/

Poszukajmy obecnie takiej temperatury 
zastępczej 8», dla której wzór /3.2/ 
równoważny jest zależności:

gdzie liczba Reynoldsa wyznaczana jest 
w temperaturze 6*. Nietrudno wykazaó, 
że: i/o 1 \

e*=fr(fci + i c2) * /3*4/
przy czym temperatura ta odpowiada lo­
kalnej wartości temperatury w przekro-

a ju poprzecznym rury w  odległości Y*Br
_i_̂  od osi przewodu, będącej rozwiązaniem

2,0 następującego równania:
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Rozwiązanie powyższego równania ze względu na Yj, aa postać:
3n+l 2n_

' i % ^  * 0,70 lub Y* = (0,70) ^n+1 , /3.6/
A

d la  z a k r esu  zm ian zmodyfikowanej liczby Brir.kmar.a: 0 4  2 i parametru
d e c y d u ją c e g o  o zmianie współczynnika przewodzenia ciepła w cieczy:
- 0,1 ̂  4  0*1 • Ograniczenie powyższe wynika z oszacowania wartości Br 
i 0Ł , dla których zagadnienie ma sene fizyczny. Dla wartości wskaźnika 
p ł y n i ę c i a  0,5^n^1 otrzymuje się 0,84^7*^0,87 , natomiast średnia 
wartość /w sensie - całkowym/ w tym przedziale zmienności n wynosi:

( v ) m = G.85 . /3.7/
A

H a le ż y  p o d k r e ś l i ć ,  że  otrzymana wartość Y* nie zależy od wartości Br , 
w sk a ź n ik a  p ł y n ię c i a  n oraz oć , w podanych zakresach zmienności tych 
p a ram etrów .

4 .  W nioekl końcowe

P r z e d s ta w io n e  rozważania stanowią rozszerzenie proponowanej w praey[1] 
p r z y b l iż o n e j  m etody obliczania współczynnika Fanninga na przypadek przepły­
wu c i e c z y  n ie n e w to n o w sk iej o zmiennym z temperaturą współczynniku przew o­

d z e n ia  c i e p ł a  A = X (T )  . Otrzymane wyniki charakteryzują się wysokim s t o ­

pniem  a p r o k sy m a cji podanych w pracy [ 1] analitycznych rozwiązać dokładnych.
a  _  A

B łą d  ś r e d n i  te m p er a tu r  wynosi: dla Br = 2,0 - o = 0,025 , a dla Br = 1 ,0

- 6  = 0,9*10“4, zaś maksymalny błąd względny wynosi 2i>. Błąd średni dla
A

w s p ó łc z y n n ik a  oporu  Fanninga dla zakresu zmienności 0^Br^2 wynosi 
S « 0 , 0 1 5 ,  a  maksymalny błąd względny 1£.

W p ra cy  w yk azan o, że  do obliczania współczynnika Fanninga w rozważanym 
p r z e p ły w ie  wystarczająca jest znajomość zmierzonej lub obliczonej lokalnej 
w a r t o ś c i  temperatury tylko w jednym punkcie przekroju poprzecznego rury, 
le ż ą cy m  w o d l e g ł o ś c i  0 ,1 5  promienia prze^wodu od jego ścianki.

Wykaz o z n a c ze ń

K -  w s p ó łc z y n n ik  k o n s y s t e n c j i ,
R -  p rom ień  r u r y ,  
r  -  w sp ó łrz ę d n a  p ro m ien io w a ,
T - temperatura bezwzględna,
Wi^lkojici bezwymiarowe

Br - (tw/Kw )(n+1) /n (k^ R2) X * T w )

v  - prędkość cieczy,
A - współczynnik przewodzenia ciepła, 
9 - gęstość cieczy,
T  - naprężenie styczne,

-  l i c z b a  Brinkm ana,
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Brinkm ana,
2 \O t  ) -  w s p ó łc z y n n ik  oporu P a n n in g a ,

2D
-  'bezwymiarowy w s p ó łc z y n n ik  k o n s y s t e n c j i ,

-  w sk a źn ik  p ł y n i ę c i a ,

k = K/KW
n

w o d ze n ia  c i e p ł a  od te m p e r a tu r y ,

-  s t a ł a  d e te r m in u ją c a  z a le ż n o ś ć  współczynnika kcs-t s y s t e n c j i  od te m p e r a tu r y ,

-  te m p er a tu r a  bezw ym iarow a,

-  te m p er a tu r a  bezw ym iarow a,

t  = 1 + JTe 
e «(i - il/i
i  - 1
A - A/A.

bezwym iarowa w sp ó łr z ę d n a  p ro m ien io w a , 

bezw ym iarow y w s p ó łc z y n n ik  przewodzenia ciepła«

W sk aźn ik i

m -  w a r to ś ć  ś r e d n ia ,  w -  w a r to ś ć  d la  r*®., * w a r to ść  z a s t ę p c z a .

L i t e r a t u r a

[ 1 ]  Nowak Z., G ry g la szew słd . P.f S ta c h a r sk a -T a r g o s z  J.: Przybliżona metoda 
o b l i c z a n i a  oporów p r z ep ły w u  p r z y  la m in a r a y c h , n  i  e i z  o t  era i  c  znych  prze­
pły w a ch  c i e c z y  n ie n e w to n o w sk ic h  w p rzew o d a ch . Materiały konferencyjne 
Z I O g ó ln o p o ls k ie j  K o n fe r e n c j i  Naukowej I n ż y n i e r i i  Chemicznej i  Proce­
s o w e j ,  1 1 ,1 8 9 /1 9 8 3 /

[ 2 ]  Rup K .s P ra ca  d o k to r s k a .  P o l i t e c h n ik a  K rakowska / I 9 7 8 /

[ 3 ]  V u ja n o v id  B .j  A p p l ic a t io n  o f  t h e  o p t im a l l i n e a r i z a t i o n  m ethod t o  th e  
h e a t  t r a n s f e r  p r o b le m . I n t .J .H e a t  M ass T r a n s f e r ,  1 6 .3 1 5 /1 9 7 3 /

[ 4 ]  S o k o lo r  J .D . :  0  m ie to d je  o s r i e d n i e n la  fu n k c jo n a ln y c h  p o p ra r o k . Ufcra- 
i n a k i j  M a tem a tiS e sk iJ  Z u r n a l, 1 * 9 /1 9 5 7 /

HfHKEHEHHE myPQUA OIITHMAJIhHOK JlHHEAPH3AIiHH K UPOEZEBtE 
OEMEHA TSIUSA B TEHEHHSiX HEHbBTOHOBCKHX XKAKOCXHR

P e a s k e
PacewarpaBaeaaa npoOzeua asaamzea pacazpeaaea npaOaaxeaaoro aexoxa bm- 

aacaeaaa K08$$Eqae8ta conpoTasaeaaa «aaaaara, npHBexeamcr b paautax pad o tax 
aaxopcxott rpynnu, aa cryuafl zeaeaaa. a xpySe HeawDxoHOBcxofl xhxkocth, nox- 
Bepraxmekca saaoay cieneaa o nepeaeHHHM c leuneparypofl KOBgx&Bnaeate npoao- 
xmcocxa xenaa xaxxocxa. Pacoyxxeaaa orpaaaaaBasxca x leaeaam a odaacia aa 
Tepwreecxaa anycxaua oxcexox, rxe npo4>axa xeioapaxyp a cxopocxa ae nepexe-
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m e x c s  sloes ocs spy Cm. npMJsaraesca aoctoassys TexnepaTypy exesxa. Ochobku« 
y p u i e i u  sxcprxx e&xcfatatxwxe nose TeunepaTypu pcxesu MeTojuuau onzsnaafcaot 
EExeapzsaaHE ycpeABexmA. ®y exhec. -JL3• Hiix HCnpaiieKxa. noayESBBU« pesyakraTU 
spK*«a«HK xjrarpasnasa» z a occOom caytae opaeHeEn c pesyjuraTttta pasasxx pa*. 
5ot aaropos. btatxatta cpocraa aasBcmocsk paapecansax BtnacaxTb Aoxaxtaoe 
»sautes*# Kos$$E%ses?a soapoMMfesa.s «’aaaaara, » o O u o x i  *a sepiuriecxjut any- 
cjckmm otcexca.

APPLICATION OF TKE OPTIMAL LJCBEAKIIATIW METHOD
TO TKR BXAT TRAWSFEH PMOBLJEM Hi FLOWS OF SOH-SESTONIAH FLUIDS

S a K a a r >■
The problem «snld«rei) in tfai» paper is intended to bo an extention of 

the tppr ox iaet lie me lytietl method of ¥ axes'-, eg a friction factor calcula­
tion, presented In previous paper of antbor*, on tbe oaae of tbe tube 
flow of non-Newtonian power law fluids with teaperature dependent rbeolo- 
gloal property, wben also tbe temperature dependence-.of thermal fluid 
conductivity should be taken into account.
Tbe coneideretIons are restricted to tbe flow Just beyond tbe thermal 
entrance region wbere tbe temperature and velocity profilea do not change 
alog the tnbe axis. Tbe thermal boundary condition of constant wall tem­
perature is considered only. The basic equation of energy describing tbe 
temperature field is solved by means of two avtbods: optimal linearisa­

tion and averaging the functional corrections. Moreover, a simple formu­
la for calculating tbe Fannings friction factor in tbe outlet section of 
thermal entrance region have been derived. Tbe results obtained in this 
paper are graphically illustrated ou 2 figures.


