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KETGOA MOMENTOW OLA RUCHOW SUROWYCH

Streszczenie; Dokonano przegieciu metod uzywanych w teorii
ptaskiego rucKu wirowego. Podano ostod - wyznaczania takiego
ruchu oparta dynamie# miar wiréw. Metoda ta moze by¢ stosowana
réwniez w zagadnieniach meteorologii i oceanografii.

Rych ptaski ptynu niescisliwego noza by¢ opisany uktadem réwnan:

™ jest funkcje pradu, UJ - sktadowa wirowosci prostopadte do ptaszczyz-
ny ruchu. Oezeli obszar ruchu Jest nieograniczony to, znajac CO, obli-
czamy :

Ol» ptynu nielepkiego, na podstawie drugiego z réwnan (i) wynika zacho-
wanie wirowosci:

o(t, r*)» 1j(o. F*)
(*)

Korzystajac z definicji Tfunkcji pradu mozna wyznaczy¢ ruch elementéw
p4ynu - zachowujagcych wirowos¢ - w spos6b nastepujacy:

W cakce tej mozna zamieni¢ zmienne. Po wprowadzeniu zmiennych Lagrange®a
otrzymamy roéwnanie roézniczkowo-catkowe typu Fredholma If]]| rodzaju.
Rosenhead flj w 1932 r. stosujac kwadratury zastapit roéwnanie (4) ukta-
dem dyskretnym:
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*» —Cw’ —a,\
dT= £, KK - r3"M-*h e ri,0 = rio

fT wirnika z j?der réwnania (5) i jest okreslone nastepujaco:

(_ "AJj. t~,J3 ~, b uktad réwnan dla r, moze byéinterpretowa-
r__ _ r J 4
ij id
ny jako opis ruchu ukdadu wiréw o cyrkulacjach 2TTAhcJ, umieszczonych
w punktach ,-j. Catkowanie ukdtadu Rosenheada jest trudne ze wzgledu na
niestabilnosci wywotane osobliwosci? j?dra K .W latach siedendziesi?-
tych Chorin 23 oraz Kuwahara i Takami [3] wprowadzili strukture wiréw.
Dest ona okreslona szczeg6In? postaci? funkcji CJ :

3ak widac¢,rozwaza sie ukdad wiréw o Srodkach w punktach r~. Funkcja $
w pracach Chorina jest prosta:

dla Oi za1
3 dla -z,>1

Kuwahara i Takami przyjeli pffz) = 1/2 exp(-z2). Dyskretna posta¢ réwna-
nia (4) z tego rodzaju wirowosci? nie prowadzi do niestabilnosci nume-
rycznych. Co wiecej: udowodnionb f4], ze przy odpowiednim doborze cJ~,
dla skonczonych czaséw, uzyskane w ten sposéb rozwigzania s? zbiezne

w ograniczonej czesci ptaszczyzny do rozwiezan réwnan ruchu. Zbieznosé
jest typu "dyskretnej'" przestrzeni L . Widoczne s? niedogodno$ci tej me-
tody. Po pierwsze - uktad réwnan dla 1. ma wysoki rz?d. Po drugie - wi-
ry wprswdzie przemieszczaj? sie - lecz zachowuj? strukture, co w rezulta-
cie prowadzi do zbieznosci, jednak w stabym sensie.

Odmienne podejscie do problemu ruchu wirowego wynika z czynionego dodat-
kowego zatozenia o statosci cJ wewn?trz zbioru ograniczonych obszaréw.
Wyznaczenie ruchu, réwnowazne wyznaczeniu ksztaktu tych obszaréw - spro-
wadza sie do wyznaczenia ewolucji granic tych obszaréw. Ot6z, korzysta-
j?c z faktu, ze »

In rAB = - VB In rAB

réwnanie (4) moze by¢ przepisane nastepujaco:

t b\ u”™ InrABGG "ii\CInrABi“ Sfe’

Dla ruchéw znikajecych w nieskonczonosci pierwszy wyraz zeruje sie. Dru-
gi sktadnik, skutkiem skoku CJ na granicy obszaru wirowego moze by¢ zre-
dukowany do catki konturowej. W rezultacie otrzymamy:
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— =-i— £iu)l In r dm
ot 2IT J L >

[8 ~ oznacza skok wirowos$bi: [w] = <zewn » H #ewn = const /dla danego kon-
turu/(a r (t,r ) oznacza tyra razem granic; obszaru o stalej wirowo, Ci.
Réwnanie (51 - bjciec w istocie réwnanie» 1| jrodzaju - stanowi podsta-
we ‘‘dynamiki konturéw" /Contour Dynamics/ i byto wielokrotnie rozwigzywa-
ne metodami numerycznymi f53},[6J. .lgorytray sg stabilne i dajg wysokg
doktadnosc¢.

3ednak - dla wielu konturéw - nc¢kisd procy Doliczeniowej jest znacz-
ny. Wprowadzimy odrebng metode opartg na emiarach, wirowocci _7j. Moze byc
ona stosowana zaréwno dla ptynu lepkiego.jak i nielepkiego. Rozwazmy N
obszaréw wirowych o dowolnych wirowoscisch W,, w Wprowadzmy miary
wirowocci:

- —- yrro«i e (6)
3k -

Istnieje inercjalny uktad odniesienia zwigzsny Z ccr.trum wirowosci.

W tym uktadzie Jest: , N
v J 10) -P1) n
1k =« 1 & =

Z kolei wprowadzimy lokalna uktady odniesienia zwigzane z wirami. Osie
ih se réwnolegte do x i y.Zdefiniujemy

(mJD _ fr., | n .
3 = J g 6 QP do
io o*1
Oczywiscie 3£ )= 3£ = 0 , a ponadto, skutkiem zaleznosci

X ="k +i1 7 y * yk *nz

mamy zwiezek:
(m,n) — — ,m\n-\ p r mp,n-ci®
i * 7z, 7z _v?)-c “uvu ak - -
I K

@

x~, y”™ oznaczaj? wspodrzedne Srodka wirowosci k-tego wiru. 17 inercjalny»
uktadzie odniesienia mozna stosowa¢ réwnania dynamiki w ich naturalnej
formie. 3est:

m.nj
dik il x@ayn + [D X™1 yn u+n xmy" 1vj d6 (xC.)
dt Dk
albowiem
- ii FdG » ii f~ +FdinJd<3
o e
u
Pierwszy sktadnik w znika dla ptynu nielepkiego. Dla ptynu lepkie-

go otrzymamy:
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JjJ Itk x°yn dS - Mi iw . X°yn dG - i ifcd. r»(n.1)x"'V
dt x * * K

n n
Dk dt Dk k

n (n-1)x°yn-23d <

Przeprowadzone catkowanie przez czysci jest mozliwe dla wlrowoscl znika-
jacej z pochodnymi w nieskonczonosci. Nastepnym krokiem jest przedsta-
wienie predkosci (u.viw Ffl0) jako sumy: predkosci Srodka wlrowoscl,
przyczynke do predkosci wywotanego Istnieniem danego wiru oraz réZrley
pomiedzy predkoscia indukowane pozostatymi wlrenl a predkosci? Srodka
wlrowosci:*

iUV *{hoovi ir{uk j+iu*'V FM
Po wykonaniu tego oraz po zrdézniczkowaniu (9) i przyréwnaniu z prze-
ksztatcony« réwnaniem (10} otrzymamy:

f(a.n) fO+d / \ r 1
d3 d 3 k/own u [ \ So-Z.n) (B.n-2jL
£« iLZUT: ¢ vimt-1)3, ¢ nfn-1)3.V J+

dt ot K 1 7 k J "

* | A [F 17rQit nj “~ (VVKjdS

Oeat to roéwnanie opisujace dynamike olar o-n poszczegb6lnych wiréw.
Czton “own™ wynika z samoistnej ewolucji wiru. Sktadnik zewierajgcy csk-
Ee nozZe Eycowyznaczony przy uzyciu 3c in) nastepujaco: zgodnie z defi-
nicja o6rodke wlrowoscl jest:

; | S A S er ....r. . " 4 i/ .,2 a2
ixk"Vk}3k * 1T Wk[o.vdd~ . Ji ¢jJlej AT e F(S
k k f«*
* ... 1 (u,vjd<?
lub tez
ii il. _¥_i7°0 17(0) s2 ) i 02) 32\
i k'M 3w k +?2v3k brg2 Kk HBAagrtbk o
12;
kyk

Wykorzystalismy tu fakt. Ze wir - samoistnie - nie zmienia podtozenia
swego Srodka wlrowoscl.
Podobnie - ma miejsce rozwiniecie w ezereg:

M tt-4)-&ej *r 2irt(j, ¥ “*S39*Y £)e...



Metoda momentéw dla ruchéw wirowych L

Podstawienie wyrazenia na predkos¢ sSrodka wirowosci i rozwini ci
kosci umozliwia ooliczenie szukanej catki w (Ii) . W wyniku otrzyoi

(m.n) Jm.n")
d °k . d “k/owr, ~ f , s -, m{n-2)
- — *~ jt-—— + L (_1)ak + "(n-1D3k J -
J frinn; ¢ fm-1,n*i) ~ r "ntl.n)
+ B {-k TT ” Zk
Jto) (11)

2 kD). J00) 13x3y * 13
Q:y

_&)0/ / ‘]3&2 '

by ~
K:

oWl j
“7*r 17t"SuKh

nf onalociczne wyrazenie®

Pozostaje wyznaczy¢ iju,Vi/wraz z pochodnymi/, itéz - uzywajac fFunkcji
zdefiniowanej catke f2), po rozwinieciu logorytmu - otrzymamy:

, \% oo 10" . y i20) i2ar

4> - 4 - ¢-= O\ Infi.,, + — =» (C * =* 4+

kyk J ¢ 1
k*k
1IN\ v2 j20) fID 2 02)1,4
"L + "-"k"k 3«-H\-kz "Hk+ -e-

Uzyto oznaczen: X k» xk- x ,Y ~*yr-y | k =3Fk +Y_.k zwiezle
notujacych potozenie Srodkéw wirowosci. Ukd#ad "13) redukuje opis uktadu
N*wiréw do znalezienia samoodziatywania kazdego z nich /dla aktualnej
konfiguracji wkasnej/ oraz uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
"Obciecia” uktadu mozna dokona¢ wprowadzajac maty parametr:

maks. $rednicy

nox minimum R ~

Odrzucajac cztony rzedu £ 4 i wyzszego uwzglednia sie jedynie miary dru-
giego rzedu.

W tej sytuacji - w miejsce wirdéw - rozwazamy ich "elipsy wirowosci”.
Umozliwia to *atwe wyrazenie czdonow . Wiadomo bowiem [a],ze
elipsa o statej wirowosci - a wiec roéwnowazna w sensie réwnan (13)

i przy przyjetej doktadnosci rozwazanemu wirowi - nie ulega samoistnej
deformacji, lecz jedynie wykonuje ruch obrotowy.

Uzyskany W ten spos6b algorytm umozliwia szybkie wykonanie interesuja-
cych obliczen.
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EPH50XEHHE KETO1U MOMEHTOB K BKXPEBiJM
JCBHXEHHHM SHAKOCTH

Peabme

Jtaso BBexeKHe s Teopmo BjucpeBux te"teazS, ?ose, aos*.3&Bo soBiri* usto.s pe-
osku . taicoro leHeans. 3tot aexox «oxex 5htb npxxoxeHEi.’a k recKiksnniecKasc
npodxexax .

THE MOMENTS METHOD FOR VERTEX MOTION
OF INCOMPRESSIBLE FLUIDW

Summar 7

There has been given a review of vortex methods in plane motion of li-
quid.
Also, a new method for describing that kind of motion is presented.
It is aplioabls to many geophysical problems.



