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KETGOA MOMENTÓW OLA RUCHÓW SUROWYCH

Streszczenie; Dokonano przegięciu metod używanych w teorii 
płaskiego rucKu wirowego. Podano ostod - wyznaczania takiego 
ruchu oparta dynamie# miar wirów. Metoda ta może być stosowana 
również w zagadnieniach meteorologii i oceanografii.

Rych płaski płynu nieściśliwego noża być opisany układem równań:

n*' jest funkcję prądu, UJ - składowa wirowości prostopadłe do płaszczyz
ny ruchu. Oeżeli obszar ruchu Jest nieograniczony to, znając C O , obli
czamy :

Ol» płynu nielepkiego, na podstawie drugiego z równań (i) wynika zacho
wanie wirowości:

Korzystając z definicji funkcji prądu można wyznaczyć ruch elementów 
płynu - zachowujących wirowość - w sposób następujący:

W całce tej można zamienić zmienne. Po wprowadzeniu zmiennych Lagrange'a 
otrzymamy równanie różniczkowo-całkowe typu Fredholma lf||| rodzaju. 
Rosenhead flj w 1932 r. stosując kwadratury zastąpił równanie (4) ukła
dem dyskretnym:

0(t, r*)» l j ( o . F*)
( * )
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fT wirnika z j?der równania (5) i jest określone następująco:

( _ 'A Jj. t i~„ J  ̂, b układ równań dla r, może być interpretowa-
r r J 4ij id

ny jako opis ruchu układu wirów o cyrkulacjach 2 TT Ah cJ, umieszczonych 
w punktach ,-j. Całkowanie układu Rosenheada jest trudne ze względu na 
niestabilności wywołane osobliwości? j?dra K . W latach siedendziesi?- 
tych Chorin f2J oraz Kuwahara i Takami [ 3 ] wprowadzili strukturę wirów.
Dest ona określona szczególn? postaci? funkcji CJ :

ej = z ^ ct:2 ,(ifi3łj
(jj J J v ol; '

3ak widać,rozważa się układ wirów o środkach w punktach r^ . Funkcja $  
w pracach Chorina jest prosta:

dla 0 i z <r 1

3 dla -z, > 1

Kuwahara i Takami przyjęli pffz) = 1/2 exp(-z2). Dyskretna postać równa
nia (4) z tego rodzaju wirowości? nie prowadzi do niestabilności nume
rycznych. Co więcej: udowodnionb f4], że przy odpowiednim doborze cJ~ , 
dla skończonych czasów, uzyskane w ten sposób rozwięzania s? zbieżne 
w ograniczonej części płaszczyzny do rozwięzań równań ruchu. Zbieżność 
jest typu "dyskretnej" przestrzeni L . Widoczne s? niedogodności tej me
tody. Po pierwsze - układ równań dla rj. ma wysoki rz?d. Po drugie - wi
ry wprswdzie przemieszczaj? się - lecz zachowuj? strukturę, co w rezulta
cie prowadzi do zbieżności, jednak w słabym sensie.
Odmienne podejście do problemu ruchu wirowego wynika z czynionego dodat
kowego założenia o stałości cJ wewn?trz zbioru ograniczonych obszarów. 
Wyznaczenie ruchu, równoważne wyznaczeniu kształtu tych obszarów - spro
wadza się do wyznaczenia ewolucji granic tych obszarów. Otóż, korzysta- 
j?c z faktu, że »

ln rAB = - V B ln rAB 
równanie (4) może być przepisane następująco:

t ^b\ u ^ ln r ABĆG "ii\ClnrABi‘ Sfe’
Dla ruchów znikajęcych w nieskończoności pierwszy wyraz zeruje się. Dru
gi składnik, skutkiem skoku CJ na granicy obszaru wirowego może być zre
dukowany do całki konturowej. W rezultacie otrzymamy:
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—  = -i—  £  i  u ) I ln r dr^Ot 2TT J L ->
[c3 ^ oznacza skok wirowośbi: [w] = <̂ zewn » H łewn = const /dla danego kon- 
turu/( a r (t,r ) oznacza tyra razem granic; obszaru o stałej wirowo, ci. 
Równanie (5 1 - bjcięc w istocie równanie» I ¡rodzaju - stanowi podsta
wę "dynamiki konturów" /Contour Dynamics/ i było wielokrotnie rozwiązywa
ne metodami numerycznymi f5},[6J. .lgorytray sg stabilne i dajg wysokg 
dokładność.

3ednak - dla wielu konturów - nćkisd procy Doliczeniowej jest znacz
ny. Wprowadzimy odrębng metodę opartg na • miarach, wir owoc ci ¡_7 j. Mozę byc 
ona stosowana zarówno dla płynu lepkiego.jak i nielepkiego. Rozważmy N 
obszarów wirowych o dowolnych wirowościsch UJ,, w Wprowadźmy miary 
wirowoćci:

• -• yr‘ d<i • (6)
3k "

Istnieje inercjalny układ odniesienia zwigzsny z ccr.trum wirowości.
W tym układzie Jest: , N

V  J 10) -P1) n
1 k = “  1 k ={ k) (kh k

Z kolei wprowadzimy lokalna układy odniesienia zwigzane z wirami. Osie 
i h sę równoległe do x i y. Zdefiniujemy

(m, n) fr . , n .
3 i. = Jj ć Or) d o

$

'k * " “'k e • t  

(io) (o*lOczywiście 3^ = 3^ = O , a ponadto, skutkiem zależności

x = "k + i ’ y * yk * n7i
mamy zwięzek:

(m,n) —- —  ,m\n-\ p r m-p,n-ci^
i k * Z ,  Z  v?)-c. “u v'u a k ' -k (qj k

x^, y^ oznaczaj? współrzędne środka wirowości k-tego wiru. 17 inercjalny» 
układzie odniesienia można stosować równania dynamiki w ich naturalnej 
formie. 3est:

(m.nj 
dIk 
dt Dkii xra yn + [D X™"1 yn u + n xm y"’1 vj d 6 (xC.)

albowiem
—  ii F d(5 » ii f ~  + F diw v] d<3dt n. lj. ‘ J°k uk

Pierwszy składnik w znika dla płynu nielepkiego. Dla płynu lepkie
go otrzymamy:
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jj l±k x°yn d S  -  M i  i w .  X°yn d G - i ifcJ. r » ( n . l ) x " 'V
n  d t  rx *  r\ *  *-Dk dt Dk °k

n (n-1 )x°yn-2J d <2

Przeprowadzone całkowanie przez czyści jest możliwe dla wlrowoścl znika
jącej z pochodnymi w nieskończoności. Następnym krokiem jest przedsta
wienie prędkości (u.v i w flO) jako sumy: prędkości środka wlrowoścl, 
przyczynke do prędkości wywołanego Istnieniem danego wiru oraz róZrley 
pomiędzy prędkością indukowanę pozostałymi wlrenl a prędkości? środka 
wlrowości:'

iu*v] *'{*k»vi,i*{uk«vk j+ iu*'V  V*M
Po wykonaniu tego oraz po zróżniczkowaniu (9) i przyrównaniu z prze
kształcony« równaniem (10} otrzymamy:

(a.n) fOłd / _ \ r , i
d 3 k d 3 k/ own U  /  \  ( o - 2 . n )  (B.n-2jL £_ «  i LZUT: ♦ v i m f n-l)3, ♦ nfn-l)3.V Jłdt ot k l / k J  ^

* |  ̂  [“f 1 7r'(U‘ik)t n j “ ̂  (V*Vkjd S
(o,n)

Oeat to równanie opisujące dynamikę olar poszczególnych wirów.
Człon “own" wynika z samoistnej ewolucji wiru. Składnik zewie rajgcy csł- 
• . « • C i n )
k ę noże byc wyznaczony przy użyciu 3 następująco: zgodnie z defi
nicja órodke wlrowoścl jest:

. it  / ,  r.. ..i -  er . .  r .  'i -i i  /  , 2  a 2
i«*

ixk'Vk}3k * 1  W k [o.vJd^ . Ji c j J  l e j  ^  ♦ f ( $
k k

* . . .  ]  (u,vjd<?

ii i l .  _ ł _ i 7 ° 0> 1 ^ (20) s 2  , i 02) 3 2 \
i  k ' M  3 W k + ?v3k i r 2 k T T 7 r t D k

lub tez

9 x K a * a y * 9

(12;
kyk

Wykorzystaliśmy tu fakt. Ze wir - samoistnie - nie zmienia położenia 
swego środka wlrowoścl.
Podobnie - ma miejsce rozwinięcie w ezereg:

M t t - ł ) - & •  j  * r ‘  ? i r  ł ( j , ł4 ‘ * S 3 9 *  Y  £ ) • . . .



Metoda momentów dla ruchów wirowych
I L L

Podstawienie wyrażenia na prędkość środka wirowości i rozwini ci 
kości umożliwia ooliczenie szukanej całki w (li) . W wyniku otrzyoi

(m.n) jm.n')
d ° k  . d “k/owr, ~¡ f , , .. , m{n-2)
— ---  *-~ j t ----  + L (r_1)CIk ł "(n-l)3k J  '

j fri.n; -é fm-l,n*i) ^ r 'n+l.n)
+ B {-k T T  ’ Zk

J t0) ' (11)
- J L  . 2 h n'nłl). *(0 0 / / 3 XZ k k JOO) ] 3 x 3 y 13

- k  * kOc,  ̂ Kr _ . e   w . -- S ^

K:
(n-i-.n-rl) C, ¿ ■.] j

"7 *r 1 7 t ' S uK h

n f onalociczne wyrażenie'

Pozostaje wyznaczyć ¡ju,V i /wraz z pochodnymi/, itóz - używając funkcji 
zdefiniowanej całkę f2), po rozwinięciu logorytmu - otrzymamy:

oo1 , ¡20) ¡C2 ;i '
* = * i+

ck *k

, v  OO' . ,
4>i - 4 —  ¿ -  o\ In fi., + — -■» (C

kyk ^  (*J ¿ 1

l!\ v 2 j 20) flD 2 02)1,4
" ?L ł ' - ^ k ^ k  3 «-ł4\-k:: '  Rj_k + - • •

Użyto oznaczeń: X k » xk- x , Y   ̂ * y^ -y , k = 3f̂ k + Y_.k zwięźle 
notujących położenie środków wirowości. Układ '13) redukuje opis układu 
N*wirów do znalezienia samoodziaływania każdego z nich /dla aktualnej 
konfiguracji własnej/ oraz układu równań różniczkowych zwyczajnych. 
"Obcięcia” układu można dokonać wprowadzając mały parametr:

maks. średnicy 
^ * minimum R ^

4Odrzucając człony rzędu £ i wyższego uwzględnia się jedynie miary dru
giego rzędu.
W tej sytuacji - w miejsce wirów - rozważamy ich "elipsy wirowości”. 
Umożliwia to łatwe wyrażenie członów . Wiadomo bowiem [ a ] , że
elipsa o stałej wirowości - a więc równoważna w sensie równań (13) 
i przy przyjętej dokładności rozważanemu wirowi - nie ulega samoistnej 
deformacji, lecz jedynie wykonuje ruch obrotowy.
Uzyskany w ten sposób algorytm umożliwia szybkie wykonanie interesują
cych obliczeń.
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THE MOMENTS METHOD FOR VERTEX MOTION 
OF INCOMPRESSIBLE FLUID W

S u ■ ■ a r 7

There has been given a review of vortex methods in plane motion of li
quid.
Also, a new method for describing that kind of motion is presented.
It is aplioabls to many geophysical problems.


