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OTOCZENIE PUNKTU SPIĘTRZENIA PRZY ROZCIĄGANEJ ŚCIANCE

Streszczenie: Rozpatrywane Jest ścisłe rozwiązanie równań Navier- 
Stokes’a dla płaskiego , symetrycznego przepływu lepkiej cieczy nie
ściśliwej w półprzestrzeni ograniczonej rozciąganą płaszczyzną. Roz
wiązanie to może opisywać wewnętrzną strukturę przepływu w najbliższy" sąsiedztwie punktu spi-.trz-Tiis przy powierzchni rozdziału mię
dzy dwoma nie mieszającymi się cieczami.

1. Wstęp
Punkty spiętrzenia, z ekstremalnymi wartościami ciśnienia i prędkości, 

tworzą się nie tylko przy bryłach nieprzepuszczalnych i sztywnych. Mogą 
one również pojawiać się przy opływie brył porowatych lub przy swobodnej 
powierzchni rozdziału między dwoma nie mieszającymi się płynami. Podobnie 
Jak w innych przypadkach, przepływ może być wówczas wywołany oddziaływa
niem zewnętrznym, ale w przypadku powierzchni swobodnej mogą go również 
wywoływać wewnętrzne zjawiska powierzchniowe, oddziaływające dynamicznie 
poprzez zmienność napięcia powierzchniowego. Lokalna struktura przepływu 
w bliskim sąsiedztwie punktów spiętrzenia przy powierzchniach rozdziału 
nie mieszających się cieczy, niezależnie od czynników ten przepływ powodu
jących, Jest przedmiotem niniejszej pracy. Obiektem rozważań są szybkie, 
ale laminarne przepływy cieczy lepkiej i nieściśliwej, z ograniczeniem się 
do rozpatrywania przepływów płaskich i symetrycznych względem płaszczyzny ' 
normalnej do powierzchni rozdziału w punkcie spiętrzenia /Rys. 1/.

W interesującym nas przypadku z każdej strony powierzchni rozdziału 
możemy wydzielić trzy obszary: obszar przepływu zewnętrznego, warstwę gra
niczną oraz otoczenie punktu spiętrzenia /Rys. 1/. Wykorzystując równania 
Navier-Stokes'a, w których odwrotność liczby Reynoldsa występuje Jako mały 
parametr przy najwyższych pochodnych, możemy do przybliżonego wyznaczania 
takich szybkich przepływów zastosować metodę polegającą na znajdywaniu roz
wiązań asymptotycznych dla obszaru zewnętrznego, dla warstwy granicznej 
i dla otoczenia punktu spiętrzenia, oraz na ich asymptotycznym kojarzeniu. 
Rozwiązania zewnętrzne otrzymuje się z równań Eulera Jako granicznego przy
padku równań Navień-Stokes'a, w których pominięto człony lepkie, Jako małe 
wyższego rzędu. Równania warstwy przyściennej są innym uproszczonym przy
padkiem równań Navier-Stokes'a, w których pominięcie pewnych członów nas
tąpiło po odpowiednim rozciągnięciu skali długości i prędkości w kierunku
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poprzecznym do linii prądu.
Dla otoczenia punktu spiętrzenia 
należy odpowiednio rozciągnąć ska
le w obu kierunkach, ale wówczas 
nie same równania, a Jedynie wa
runki brzegowe ulegną uproszcze
niu. Jednak te uproszczone warun
ki brzegowe udaje się dokładnie 
spełnić przez pewną klasę ścisłych 
rozwiązań równań Navier-Stokes'a, 
które wyrażają się przez jednopa- 
rametrową rodzinę funkcji od Jed
nej zmiennej. Przedstawienie tych 
rozwiązań i analiza ich własności 
aą - przedmiotem niniejszej pracy.

2. Sformułowanie nroblemu i metoda .lego rozwiązywania

Dla rozpatrywanego ustalonego, płaskie

go i symetrycznego przepływu cieczy o sta
łej gęstości p  i o stałym kinematycznym 
współczynniku lepkości V  będziemy kar- 
tezjański układ współrzędnych /, y  obie

rać tak, aby Jego początek pokrywał się 
z punktem spiętrzenia S P  » 4 Jego oś X 
leżała na płaszczyźnie ograniczającej 
półprzestrzeń przepływu /Rys. 2/. Płasz
czyzna ta jest rozciągana z prędkością 
W ( j f ) proporcjonalną do odległości 
od punktu spiętrzenia: W * *  W  'X  • Karte- 
zjańskie współrzędne prędkości i ciśnienie 
będziemy oznaczać odpowiednio przez U,V,p, 

Dla tak sformułowanego problemu poszukiwane parametry przepływu U.,V,p 
winny spełniać równania NaTler-Stokes'a:

/ V
,2ŚL +  4/ yT p ^ x

vr2 i L = -  2 B -  ( Ź £  -i“ 7 7 +  W  '
warunki brzegowe na rozciągliwej ściance:

M  4 1 ( X . 0 ) » W ’' X ,  < S ( X , 0 ) = 0 ,  yV'=so»:t.

oraz warunki asymptotyczne:



Otoczeni« punktu »piętrzenia przy.

=  ¿ ,* 7  =  W .  < ¿ 7  ,

jf'»—  * 5 -»-•*> y

które wynikają z konieczności kojarzenia lokalnej struktury przepływu z 
rozwiązanie® zewnętrznym.

Łatwo się przekonać przea podstawienie. Ze funkcje U (x ,y ) ,  Vr{x,^), p ( x y /  
określone wzorami:

« — {'SlĆC'?), tr^zUM. J=Z  ' ? = *  ^

P=P* f+  ¿» +2/ -  ¿ Z ? / ?  y -77=- ^ r ^ p r -*
gdzie L  jest tymczasem nieokreślona długością charakterystyczną, stają 
się poszukiwanymi rozwiązaniami. Jeśli tylko funkcja spełnia równanie

/5/ K ~-m r+ u'u '= n , n > o  ,
warunki brzegowe

_  i? W
/SI U (o )-0 . U'(o)* -A , A 7
1 warunek asymptotyczny

2U i ?  _  . / z r  
m  ~  V/7 .
V ten sposób rozwiązanie postawionego dwuwymiarowego ^roblemu /!/, /2/, /3/ 
dla trzech niewiadomych funkcji zostało sprowadzone
do rozwiązania równania różniczkowego zwyczajnego /b/ z warunkami /6/ i /7/ 
dla jednej funkcji od jednej zmiwnnej niezależnej .

Po znalezieniu ¿iV>5̂ otrzyrou jemy ze wzorów /A/ parametry przepływu U.l/~.p> 
a linie prądu ¥  — ( t m t określone są funkcją prądu

/e/ tp ^ - ę u c ' * ) .

Rozkłady ciśnienia p s i naprężeń tnących Ts na ściance możemy wówczas 
otrzymać ze wzorów

/ 9/ ' i  f ^ n r 1 r - p y ^ m - ^ T f  T *  j r f l j  ,  T j f  - ty  L * 5  '
Równanie /5/ zostało po raz pierwszy wyprowadzone w roku 1910 przez 

Hiemenza n ,  który rozwiązał je numerycznie w obszarze ¡ 2 ^ 0  dla szcze
gólnego przypadku A ** 0  , odpowiadającego punktowi spiętrzenia przy szty
wnej ściance. Inne szczególne rozwiązanie

/ 1 0 / - 1 )  . n=eP ' A ^ £?r ' r
znalezione zostało przez Riabouchinsky'ego [ 2]  . Dla W  — ^ -~ $ P ® '° )/(ę ^ >e)  

otrzymujemy trywialne rozwiązanie przy czym A - m  , a obie
rając ponadto — "fo/W' moietsy je Jeszcze uprościć wprowadzając A .
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Dla ogólniejszego przypadku il>0 i A  będziemy obierać 

L = j / - f p y p * p f c ' 0 / 3 x * ]  , czyli a rozwiązania ¿/(tf)
będziemy poszukiwać w postaci zbieżnych rozwinięć potęgowych

/ « /  , | 
nso

dokoła bądź to początku układu =  O  , bądź też punktćw , >Y2, 
otrzymanych drogą wprowadzfimia odpowiednich przedłużeń analitycznych. 
Podstawiając rozwinięcie /11/ do równania /5/, z uwzględnieniem J1 —  1 ,

1+2/ *  _ l c - ( 2 k - * l n  a  .
/12/ ą F * n(n-j)(n-2) *~k'i

tr=i
dla których pierwsze trzy współczynniki winny być dane.
Można udowodnić istnienie stałych dodatnich (jy 1 , dla których współ
czynniki spełniają warunek

/13/ la p*l<^ r f e -  ' ^  =  0,1,2,... ,
• ia stąd wynika, że dla Ojs szeregi potęgowe /11/ są zbieżne

/dają się zmajoryzować szeregiem geometrycznym/ i w obszarze zbieżności są 
ogólnym trójparametrowym rozwiązaniem równania /5/»

Aby w tej szerokiej, trójparametrowej rodzinie funkcji 7X(*2 i 
wybrać.dla każdego Op jednoparametrową rodzinę rozwiązań spełniających 
warunki /6/ 1 /7/, naleęy odpowiednio dobierać pierwsze współczynniki 
Q p a ’ &pz' Przeprowadzamy to w następujący sposób. Rozpoczynamy

od rozwinięcia /11/ dokoła początku układu T). =  O  , gdzie dwa współczynniki 
Q ov —  Q  i Q.oi =  —  A  sa zadane na podstawie ./6/, a ^ ^ ^  będziemy 
się starali dobierać tak, aby spełniony był z zadowalającą dokładnością 
warunek asymptotyczny /7/. Przy dobieraniu T C  A )  obszar zbieżności
I I ^  jest na ogół niewystarczający do zadowalającego sprawdzenia wa

runku fil i wówczas należy wprowadzać kolejne przedłużenia analityczne 
i pomocnicze rozwinięcia potęgowe dokoła kolejnych wartości t)p /p =  /.

Na tej zasadzie opracowana została procedura numeryczna, która dla zada
nego A  i założonego T  wyznacza kolejne przedłużenia analityczne funkcji 
¿//'^spełniającej równanie /5/ i warunki 1/(0)= 0  , l/fO) =  —A  • K , 
następnie sprawdza w przybliżeniu warunek /7/, a w razie jego niespełnienia 
dobiera poprawiona wartość T' i zaczyna wszystko od początku. Postępowanie 
to powtarza się aż do otrzymania 7* z zadowalającą dokładnością.
Niestety nie dla wszystkich A  procedura ta jest numerycznie dobrze uwa
runkowana, a U(f) może mieć od jednego do trzech miejsc zerowych, co powo
duje, że zależność T(A) może być niejednoznaczna. Dlatego też wielokrotność 
miejsc zerowych została w procedurze uwzględniona przez przyjęcie, 
że O  dla , co nie jest ograniczeniem, gdyż początek
układu współrzędnych jest wybierany arbitralnie i  może być umieszczany 
w dowolnym z m iejsc zerowych funkcji U07). Taicl wybór pozwala uniknąć

X
6 'yi-l, 

n  =  4,S~,6,...



wielokrotnego wyznaczania tych samych funkcji, różniących się jedynie in
nym umieszczeniem początku . W ten spósćb możemy, już teraz jedno

znacznie, dla zadanego A dobrać T , oraz znaleźć wartości funkcji.2(01)
wraz z jej pochodnymi, a następnie, po rozszerzeniu zakresu zmienności A 
l T ( A )  , możemy określić rozkłady parametrów przepływu w najbliższym są
siedztwie punktu spiętrzenia, dla szerokiego ale dopuszczalnego zakresu 
zmienności warunków brzegowych.

3 .  W yniki 1 w n io s k i

U w z g lę d n ie n ie  w prow adzonego warunku ¿ / ( t y jA ) ^ O  d la  
w n a s z k ic o w a n e j  w y ż e j p r o c ed u r ze  o g r a n ic z a  z a k r e s  z m ie n n o śc i wprowadzanych 
w a r t o ś c i  A  j e d y n ie  do l i c z b  n ieu jem n ych  A ̂  ° <? ,  a l e  za t o  d a je
je d n o z n a c z n ą  z a le ż n o ś ć  T (A ) .  Otrzymane w t e n  sp o só b  w y k resy  fu n k c ji  
K ( O ) A ) i  j e j  p o ch o d n ej ¿ / ( ty j A ) z o s t a ł y  pokazane na r y s .  3 .

Otoczeni« punktu aplętraeula przy  ,

Jednoparametrową rodzinę tak otrzymanych funkcji ¿ / ( t f j A )  możemy podzie
lić według liczby występujących w { /(> } ) miejsc zerowych nas z jednym miej
scem zerowym / A  ̂  "1 /, z traema miejscami zerowymi lO ^ -A ^ - " i / ,  oraz na 
jedną funkcję 2 /(>?jO) z dwoma miejscami zerowymi /przypadek rozpatrywany 
przez Hiemenza L ^ / . Jeżeli dla funkcji posiadających więcej niż jedno
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m ie j s c e  zerow e o b ierzem y  i n a c z e j  p o c z ą te k  u k ła d u  w sp ó łr z ę d n y c h , t o  z  u zy s
kanych wyników możemy otrzym ać p o z o s t a łe  p rzy p a d k i r o z w ią z a n ia  p o s ta w io n e 
go p ro b lem u , z  in n ym i za k resa m i z m ie n n o śc i Ą i  z  in n ym i o d g a łę z ie n ia m i  
z a le ż n o ś c i  T ( A )  .  Np. d la  ro zp a try w a n eg o  p r z e z  H iśm enza przypadku A = 0  
otrzym ujem y T ( 0 ) ^ ~ ‘\  .232587656820281020174, Jedno m ie j s c e  z e r c nte ,
o ra z  d r u g ie  m ie j s c e  zerow e fo  — 2.9756017277 , w którym  
M f a )  — 21.25742*7*3 i  2f|^/»l00.64413660 .  O b ie r a ją c  p o c z ą te k  u k ła 
du w tym  drugim  m ie j s c u  zerowym otrzymamy in n y  z e s ta w  A  »21.2574247*»3  
i  T  »100.64413660, o k r e ś la j ą c y  t ę  samą krzyw ą o p is u j ą c ą  r o z w ią z a n ie  te g o  
sam ego p ro b lem u , a l e  z  in n ą  w a r t o ś c ią  A ,  o ra z  z  innym  ro zm ieszc ze n ie m  
dwóch m ie j s c  z e r o w y c h . 2 d r u g ie j  s t r o n y ,  d la  t e j  sam ej w a r t o ś c i  

/ \  »21.257424743 otrzym ujem y z  b e z p o ś r e d n ie g o  z a s to s o w a n ia  p r z e d s ta w io n e j  
p r o c ed u r y  T * »96.88023 ,  a  o k r e ś lo n a  w t e n  sp o só b  fu n k c ja  U Ó f)  b ęd z ie
m ia ła  Ju ż  t y l k o  Jedno m ie j s c e  zerow e O  .  Tak w ię c  z  j e d n e j  fu n k c j i  
¿ / { f ? )  można o trzym ać ró żn e  r o z w ią z a n ia  p o s ta w io n e g o  p r ó b ie  tai d la  k ilk u  

/d o  t r z e c h /  w a r t o ś c i  ,  Jak r ó w n ie ż  p o s ta w io n y  p rob lem  z  Jedną w a r to ś
c i ą  A może dawać w ię c e j  /d o  dw óch / ró żn y ch  r o zw ią z a ń  .  D la  m niej
s z y c h  ujem nych w a r t o ś c i  A  problem  n i e  p o s ia d a  r o z w ią z a ń .

W ydaje s i ę ,  t e  w ym ienione w y ż e j w ła s n o ś c i  fu n k w ji ¿ « Y f /s o g ą  m ieć  du*e  
z n a c z e n ie  d la  p o z n a n ia  s t r u k tu r y  p rzep ły w u  w p u n k c ie  s p i ę t r z e n i a ,  fu n k c je  

i  p r z e d s ta w ia ją  w p ew n ej s k a l i  r o z k ła d y  sk ła d o w y ch  p ręd k o śc i
w k ie ru n k a ch  norm alnym  i  sty czn y m  d o  ś c i a n k i ,  a  i c h  m ie j s c a  zerow e i  zm ia
ny znaku w s k a z u ją , t e  w pewnych w arunkach s t r u k tu r a  p rzep ły w u  może być bar
d z i e j  z ło ż o n a ,  z  m o ż liw o ś c ią  i s t n i e n i a  za m k n ię ty ch  obszarów  o w ew n ętrza ej  
c y r k u l a c j i .  Mimo że  u zy sk a n e  r o z w ią z a n ia  s ą  ś c i s ł y m i  r o zw ią z a n ia m i p o s ta 
w ia n e g o  p ro b lem u , n i e  n a le ż y  s i ę  sp o d z ie w a ć , aby w s z y s t k ie  one b y ły  r e a l i 
zowane w r z e c z y w is t y c h  w aru n k ach . W skazuje na t o  n p .  n ie je d n o z n a c z n o ś ć  
U ( Ą M )  d la  n ie k t ó r y c h  w a r t o ś c i  A  i  można o c z e k iw a ć , t e  n ie k t ó r e  z  tych 
r o zw ią z a ń  n i e  b ęd ą  s p e ł n i a ł y  warunków s t a t e c z n o ś c i .  B a d a n i«  s t a t e c z n o ś c i  
otrzym anych  r o z w ią z a ń  n i e  b y ły  przed m iotem  n i n i e j s z e j  p r a c y  i  sĄ, on® 
sp raw ą o t w a r tą ,  Jednak że i c h  p r z ep ro w a d ze n ie  w ym agałoby J e s z c z e  b a rd zo  

d u że g o  n a k ła d u  p ra cy  i  w y s iłk ó w .
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OKPECTHOCTb TOHKH TGPMOKEHHK HPU PACTflrKBArBiEiiOri CTEHKE 

P e 8 b m •
PaccwaxpHBaexcx xocBoe peneHBe ypaeEeHM0 HaBHepa-Ctoxeca aa* niocxoro 

xexeKHJi BX8KO0 a secxaMaeMoB xhakocth b apocxpascxBe orpaaa<i@HBOM pacxarx- 
BaxnieacA uooxocxmd. 3xo pemesae uoxex 6hxb HcnozBSoBaao axk onHcaaaa cxpyx- 
xypu TPiiomi« b OxxxaSseJt oxpeciHocxH ion ex xopuozexHJt Ha noBepxHoctH paa— 
AOJWXBSea ABe H6CM6XHBajQBUX8C& XHAKOCTH.

VICINITY OF STAGNATION POINT A T  EXTENSIBLE WALL 

S a ■ ■ a r y

A d  exaot solution of the Navior-Stokes Equations for a plane, symme- 

trie flow of a viscous, incompressible liquid in a balf-apace bounded by 

an extensible plane wall is considered. This solution way be applied to 

desorlbe tbe structure of flow in the close vicinity of the stagnation 

point at tbe surface separating two non-mixing fluids.

\


