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Streszczenle. W pracy przedstawiono rozwalania dotyczace okreédla-
nia parametréow modelu opisujagcego zjawisko deformacji gérotworu na
podstawie charakterystyki dynamicznej procesu. Dla modelu ciggtego

(2.1) po zanalizowaniu funkcji STfc), korzystajac z rozktadu gra-
nicznego mozna wyznaczy¢ c(t). Model (2.1) nie uwzglednia czasu
trwania eksploatacji, dlatego tez wykorzystano model (3.2). Pod-
stawg identyfikacji sa wyniki pomiaru, gdzie wyré6zni¢ mozna sktado-
wg deterministyczng i czynnik losowy.

Procedure wyznaczania parametréw oparto wiec na metodzie naj-
wiekszej wiarygodnoéci. Wykazano, ze Jes$li estymatory majag rozktad

normalny N(0,0) woéwczas algorytm mozna sprowadzi¢ do metody naj-
mniejszych kwadratow.

1. WPROWADZENIE

Istotny wptyw na rozwéj badaé dotyczacych problematyki dziatania czyn-
nika czasu w procesie deformacji wigze sie z pracami polskich uczonych,
szczeg6lnie S. Knothego [V]. Rezultatem dokonanych analiz procesu Jest tu
model okres$lajacy chwilowa predko$¢ obnizania sie punktu gérotworu pod
wptywem eksploatacji podziemnej - opisem procesu jest tu réwnanie roé6z-
niczkowe | rzedu.

Model opisu pod wzgledem strukturalnym jest roztagczny (wymuszenie
stacjonarne oraz funkcja czasu) - stagd Identyfikacja winna obejmowac¢
obydwa cztony modelu. Z kolei oddzielna weryfikacja kazdej funkcji splotu
Jest praktycznie nie do zrealizowania, poniewaz samo zjawisko niepodziel-
ne.

W pracy przedstawiona zostanie procedura okres$lania parametréw rdéwna-
nia rézniczkowe90| rzedu oraz zastagpienie opisu ciggtego przez opis

dyskretny iweryfikacja modelu réznicowego.
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2. SFORMULOWANIE problemu

Réwnanie opisu stanu nieustalonego procesu deformacji wg S. Knothego
[4] posiada postac:

37 “ c(wk -*») @.1)

gdzie :
w - obnizenie punktu w chwili ¢,
o
w - obnizenie asymptotyczne (koncowe) danego punktu,

c - parametr tzw. “wspétczynnik czasu™ (c >0)

z warunkiem poczatkowym w(t = 0) = 0, woéwczas
w() = wk - w . () 2.2)

gdzie:
f(t) = exp(-c . t) - funkcja czasu.

Zadanie polega na znalezieniu takiej wartosci parametru "c” by spek-
niony zostat warunek:

fw(t) - wp(t) « min (2.3

gdzie:

wp (t) - pomierzona wartos¢ obnizenia w chwili t.

Realizacja warunku (2.3) wymaga, by funkcja wp(t) byka roézniczkowalna.
Wiadomo, ze funkcja wp(t) (wyniki pomiaru) nie spednia warunku réznicz-
kowalnosci, dlatego poszukiwanie parametru *c" na podstawie kryterium
(2.3) sensownie Jest przeprowadzi¢ numerycznie.

Z uwagi na koniecznos¢ ustalenia warunkéw granicznych warto przesle-
dzi¢ zachowanie 3le funkcji charakterystycznej dla f(t) a mianowicie:

Y(c) - EEEITEH-U “-1 2.4)
ciggtej i okreslonej dla c¢ e(0,°°)
1iB *_t
0

Funkcja ;x(c) ma nastepujace whkasnosci:

a)Y(c)< 0, ¢>0; lir(c)»-t, c=0
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b) 1imTif(c) - O

c)a? >Ji

Warunek (2.3) nalezy rozszerzy¢ dla zbioru ”n" punktéw pomiarowych, co

jest wtasciwym zagadnieniem dla sformutowanego problemu:

IW - w3} = min
gdzie
W LrTr2. L. um}

A Lwi-w2 L. wE}Y *2.5)

lub

e"C ** - wP) = min

- kolejne chwile czasu trwania zjawiska,

i = {l,2,...,m } - zbi6ér punktéw obserwacyjnych.

Warunek (2.5) mozna zrealizowaé¢ korzystajac z zasady najmniejszych
kwadratéw - rozwigazujgc odpowiednio zbudowany uktad réwnaé¢ liniowych
[I. 77j. Oednak ze wzgledéw rachunkowych wygodniej jest tu skorzysta¢ z me-

tody kolejnych przyblizen [#t].

3. MODEL DYSKRETNY

Mozna zauwazy¢, ze w réwnaniu (2.1) nie uwzglednia sie, jako argumen-

tu, czasu trwania eksploatacji "tg"* Wynika z tego, ze czas tg—*"?, co
w zasadzie jest niedopuszczalnym wuproszczeniom. Dednym z mozliwych dosto-
sowan zwigzku (2.2) - wtaczenie do zbioru arugmentéw czasu T " - jest

na podstawie M zaleznos$¢ (3.1)

Ilv(tt) = wg [l - exp(-cAt)]

w(t2) " wj [l -exp(-2cAt)]] = w2 [i - exp(-cAt )J

A (3.1)
w(tn) “ Q“exp(-ncAt fl + w2 [I = exp(-(n-1)cAt)] + ... +

wn Cl “exP(-cAt)]



74

W zapisie

sigmowym

w(tn) - A~ w* [
1-1
gdzie:
At - przyrost czasu t
At m tg - tj - tj - t
i = {l,2,...,n} -

Problem ponownie

zaleznos$¢ (3.1)

- expl[-(n-i+l)c
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Na podstawie (3.2) nemy:

Wwn " f “,wn'otl ' <2 xn”
gdzie:
*X - exp(-cl . At)

<2 % 9Xp(-2¢c2 . At)

: (i
oth » exp(-n . cn . A t)

Zgodnie zrys. 1 wielko$¢ zmierzona wp zaleZy odwielkos$ci{w*} oraz
wystepuje tu jedno zaktécenie addytywne wpostacizmiennejlosowej"z"
sted na podstawie [2] otrzymamy ;

Wi 13-4)

Wyniki pcraiaru zjawiska deformacji wskazuje, ze zaktdécenia z se sta-
cjonarne, tzn. nie zaleze do chwili czasowej. W dalszych rozwazaniach
zaktada sige, ze zaktécenia maje wartos¢ oczeklwane E(z) = 0; state wa-
riancije oraz, ze se wzajemnie niezalezne.

E(zt) - 0 dla i = 1,2,....n (3.5)
dla i=J
B (3.6)
0 dla i b j

Zatozenie stato$ci wariancji zmiennej losowej z = zn) jest
w praktyce z reguty spetnione, bowiem pomiary se tu jednakowo doktadne.
Ponadto kolejne serie pomiaréw wykonywane se w duzych odstepach czasu -
tym samym korelacje miedzy zaktéceniami moge by¢ pomijalne i sted zalez-
nosci (3,5) i (3.6).

Problem identyfikacji sprowadza sigeg do wyznaczenia estymatoréow
<N <<2 Ixn nieznanych wielkos$ci ,cc2 , ... ,otn na podstawie wynikéw
(3.3),. Skorzystano tu z metody najwiekszej wiarygodnos$ci (jS, 5].

Niech f(wp | wr,w2,... ,wn,ot) oznacza teczne gestos$¢ prawdopodobien-
stwa dla préby (wp.,wp,...,wp). Przy danych wartoéciach wP .
funkcja f staje sie funkcje tylko parametréw cc znana jako funkcja

wiarygodnos$ci dla préby:

L(<*) - f(wp |w”r,w2,... ,wlj,ot) (3.7)



76 B. Ozegnluk i inni

Przy estymacji metode najwiekszej wiarygodnoséci za ocenge estymatora d
nieznanych parametrow <€ przyjmuje sie te wartos$é <j, ktéra maksymalizuje
funkcje wiarygodnosci L(ag) na zbiorze dopuszczalnych wartosci A, Naleiy

wiegc ustali¢ kryterium doboru estymatoréw optymalnych. Wygodnie Jest tu

przyjeé¢ kryterium oparte na réznicy pomiedzy wielkoécie wH W po-
szczeg6lnych chwilach obserwacji i (i m |I,2,...,n).
d k fc
Oezeli dane sa wartosci W, ,W, - mozna wyznaczy¢ estymator

e » T
{e~"~.eg,... ,en} zaktdécen z = {z1'z2 zn}e W tym celu réwnanis

(3.4) zapiszmy nastepujeco:
Z - Wp - WM = Wp - WM (Wk ,oC) (3-8
=w? “ G.9)

Zgod :ie z zatozeniami (3.5) i (3.6) o zaktéceniach, wektor e przed-

stawia probe >02 <ee+”en} niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie

normalnym N(<p,62), gdzie 52 Jest wariancje "e
Kazda wartosé ei , i = 1,2,...,n przy zadanych wp , wk jest Jedno-
znacznie wyznaczona przez estymator 5 parametréw @, oraz warunki poczet-
kowe réwnania. W dalszych rozwazaniach zatozono zerowe warunki poczetkowe,

Na podstawie (3.9) mamy nastepujece zalezno$¢ macierzowe miedzy wekto-

rami ie:
(3-10
n-I-

Z zaleznos$ci (3.10) wynika, ze dla zadanych wartos$ci cc, WkAWkg..., wek-
tor “e” stanowi Jednoznaczny obraz wektora wp przy nieosobliwym prze-
ksztatceniu liniowym (3.10 ). Istnieje wiec nastepujece przeksztatcenie:

3,
3wP 3 wij 3wp
det (3.11)
3wp 3V\ij 3wp
gdzie

O(wp...) - jakobian.
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Na podstawie (3.11) wolno wnioskowaé¢, ze funkcja wiarygodnosdéci dla
préby {ei,e2's'eeen} 3tanowi réwniez poszukiwang funkcje wiarygodnosdci
dla proby {wj,weg, ..., wE].
Nalezy wigec wyznaczyé¢ takie wartosci cc 1 6 aby otrzymaé¢ najwieksza
warto$¢ funkcji wiarygodnos$ci L(. ) okres$lonej wg [3] nastepujaco:
.. .. n r ®2MWMNwy ... Wi et'
L(wP.wr w2 wn .oe) exp [- (3.12)

Wyznaczenie optymalnego wektora parametréw

ot odbywa sie wedtug zna-
nych regut:
" T n f(enlfil- <2 \ (3-13)
a X -
2ki«EL. fi
eted otrzymujemy wuktad réwnac
n
- f(®,l -)-9 w12 .. n (3.14)
1 i-1

Rozwigzanie uktadu réwnan (3.14) Jest ucigzliwe, wygodnie wigc Jest
postuzy¢ sie tu

znanym podstawieniem logarytmicznym -

woéwczas na podsta-
wie [3, 5]] zaleznoé¢ (3.14) mozna zapisac:

-¢7 Z "VEV*F2 _...*n”
1 1i-1
Z kolei na podstawie (3.10) mamy:
ex - wj - wWM(wE;<*) (3.16)
woéwczas po przeksztatceniu uktad réwnan (3.15) przyjmie postac:
3*7 S [ " i 7 "M(wi ;oe)] (3.17)
1 i-1
Oezeli préba

estymatoréw "e“ posiada rozktad normalny, to metoda naj-
wiekszej wiarygodnos$ci

sprowadza sie do

zwigzek (3.17).

metody najmniejszych kwadratéow,
co potwierdza
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Ola innych rozktadéw prawdopodobiefistwa proby '€ nozna stosowaé¢ zasa-

de najmniejszej sumy kwadratéw, przy czym nalezy wustali¢ norme pomiedzy

zbiorami /i VvV 1.
Rozwigzanie uktadu réwnan algebraicznych (3.17) - pod wzgledem formal-
nym - nie powinno stanowi¢ problemu. Nalezy jednak uwzgledni¢ tu fakt, ze

dany uktad réwnan otrzymuje sie w wyniku przeksztatcen matematycznych,
za$ zaré6wno macierz wspoétczynnikéw, jak i wektor wyrazéw wolnych, wuzysku-
je sie posrednio na podstawie pomiaru. Best to w zasadzie uktad réwnan
obserwacyjnych, dlatego macierz wspétczynnikéw moze by¢ stabo uwarunkowa-
na. Algorytmy rozwigzywania uktadu réwnan z macierzag dodatnio okres$lona
dostepne sa w wielu publikacjach. Dla rozwigzania uktadu réwnan (3.17)
celowym Jest wykorzystanie algorytmu Cholesky'ego.

Metoda rozwigzania uktadu réwnan opiera sie na tzw. Cholesky'ego, ze
istnieje Jednoznaczny rozktad dowolnej rzeczywistej, dodatnio okres$lonej
macierzy na iloczyn dwéch macierzy rzeczywistych: dowolnej tréjkatnej B
i transponowanej do niej BT. Ponadto algorytm Cholesky'ego pozwala

okres$li¢ wskaznik uwarunkowania macierzy:

cond(A) = J]IAl pA-11

oraz optymalizuje ilo$§¢ operacji arytmetycznych.

Na podstawie cond(A) mozna interpretowaé¢ wyniki obliczan numerycznych.
Generalnie algorytm Cholesky‘ego pozwala uzyskaé¢ wynik rozwigzania z zada-
ng doktadnos$ciag korzystajgc z procedury iterecyjnej.

Gezell wartos$ci parametréow c0f o wm1,2,...,n sg jednakowo doktadne
woéwczas mozna ustali¢, czy estymatory sa nieobcigzone, a wiec posiadaja
matag wariancje. Z kolei mata wariancja gwarantuje maty rozrzut parametru
«i i on. W efekcie mozliwe Jest zastapienie zwiagzku (1) poprzez zwiag-

zek (11)

* exp(-c*At)
di* = exp(-2c*At)

crn

= exp(~nc*At)

przy spetnieniu kryterium (3.18):

= min (3.18)
1-1
woéwczas model (3.2) pozwala prognozowa¢ opis charakterystyki dynamicznej
procesu z okreé$long doktadnoscia. W przeciwnym razie dla celéw prognozy

(wg 3.2) nalezy wustali¢ c(t).
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4. PODSUMOWANIE

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze identyfikacja parametréw modelu
(3.2) w oparciu o nejwigeksze wiarygodnos$¢ estymatoréw (0,,*°”) moze by¢
sprowadzona do metody najmniejszych kwadratéw. Musi by¢ jednak spetniony

warunek, ze préba {ej*e2****'sn} ni®zale*nych zmiennych losowych ma roz-

ktad normalny N(0,62). Oezell rozktad tych zmiennych nie speitnia warunkéw
N(0,6 ) obliczenia nalezy poprzedzi¢ testem doktadno$ciowym. Ponadto waru-
nek (3.18) pozwala zastepie rozktad parametru c(t) jednym parametrem c*t
Istotnym jeat tu aby kolejne realizacje parametru ct (i = 1,2,...n)
otrzymane na podstawie uktadu réwnan (3.15) byty okredlone Jednakowo dok-
tadnie. Odpowiednie metode rozwiezania réwnan (3.15) jest algorytm

Cholesky'ego.
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ONPEJUSIIEHHE HHHAMHHECKCM XAPAKTEPKCTfiKH I1FOUECCA CJLMEHMH
rcHiil NnopoA

pe 3 » me

B pafioie npejLCTaBJiHIoItH saue™ami« 110 onpe™ejieHHH napaMeTpoB MXejieit npo-
Swoca CABH*eHHi FOp«HX nopoa na ocHOBe pe3yjibTaiOB H3MepeHHH. npe’jiaracicH
* mojbjih nponecca - HenpepuBHaa (2.1) k iHXpeTHa.fi (3.2). ,IlA HenpepuB-
D> uoAenn Esynaetcs $yHKHHa ¥ (0), no xoiopo3 Meio”™oM nocaeAOBaT«. ikHax
@JiHe+a onpefejtaecicn  c(t). Ba3oS onpe’eaeuH« AHCKpeiHoid Moreau (3.2)
Ujjmtc* *0Jte pe3yjtitaTa asMepeHKfl, b Koioptoc pasjismajoTc« ieTepMHititpoBaHHO0iS
1 MyiagHOit saeM eutH. llpoiieAypa Onpeae.aeKHJ napaiieipoB ocnoBaHa Ha m«toa
«aKCKMyaa BepOHTHOCTH. HoKa3H»aeica, hto €CJiN cTaiHHTHHeckHMH Ol jeHHaVH
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jtijiXdDTex N(0,65, Tor** *£« *AETH$HKamH]j napaMeipa e Mono npniieMii
M*TO* HakKMSHKIOHX KBa”paio*.

DYNAMIC CHARACTERISTICS IDENTIFICATION

OF THE ROCKMASS DEFORMATION PROCESS

Summary

The paper presents a discussion pertaining to identification of para-

meters of a rockmass deformation model, on the ground of survay results.
Two models were assumed - continuous (2.1) and discrete (3.2). For the

continuous model a function ific) was investigated and nextthepara-
meter c(t) was determined in an iterative process.

The discrete model (3.2) was formulated also on the ground of the
survey results, which were decomposed into the deterministic and stocha-
stic parts. The parameters were determined by a maximum veracity method.
It was proved, that in case of estimators distributed N(J3,6),thepara-

meter c can be determined by a least squares method.



