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ADAPTACYJNA PROCEDURA KONSTRUKCJI PRZEDZIALAMI
LINIOWEJ FUNKCJI LAPUNOWA

Streszczenie. W tej pracy zajmujemy sie zastosowaniem przedziatami liniowej

funkcji Lapunowa do analizy stabilnosci nieliniowych uktadéw dynamicznych.
Przedstawiono rezultaty otrzymane za pomocg dwdch typéw triangulacji stuzacych do
definiowania przedziatami liniowej funkcji Lapunowa. Mozliwym zakresem
zastosowania tej klasy funkcji jest okreslanie absolutnej niestabilnosci liniowych
uktaddw z niepewnoscia. Przedstawiono przyktad, w ktérym warunki otrzymane przez
przedziatami linowg monotoniczng funkcje Lapunowa opartg na siatce polarnej sg
gorsze od tych otrzymanych na podstawie przedziatami linowej monotonicznej funkcji
Lapunowa opartej na siatce adaptacyjne;j.

PIECEWISE LINEAR LYAPUNOV FUNCTIONS CONSTRUCTED ON
ADAPTIVE TRIANGULATION GRID

Summary. In the paper a study of application of piecewise linear Lyapunov
(PLL) functions is presented. PLL is defined by triangulation of the state space, to the
problem of estimating stability region of uncertain non-linear systems We compare
stability regions of non-linear time -varying system obtained by two methods using
piecewise linear Lyapunov function defined on polar grid and adaptive grid.

1. Wstep

Oszacowanie obszaru stabilnych warunkéw poczatkowych dla uktadéw nieliniowych,

a tym bardziej uktadéw nieliniowych niestacjonarnych, nie jest rzecza prostg. W teorii stosuje

sie twierdzenia typu La’Salla [7], do zagadnien obliczeniowych teorii sterowania i teorii

systemOw stosuje sie funkcje Lapunowa zdefiniowang poprzez aproksymacje przedziatowg

[1-18]. Prace [1,5,9,10] zawieraty okreslone rezultaty wraz z dowodami absolutnej stabilnosci

uktadoéw linowych z niepewnoscig z wykorzystaniem istnienia wspolnej wielosciennej funkcji

Lapunowa. Te prace zawieraly twierdzenia, ktére pozwalaly na ustanowienie warunkow
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wystarczajacych i koniecznych  absolutnej stabilnosci okre$lonych typéw ukladéw z
niepewnos$cig. Warunki stabilno$ci byty wyrazone przez uktad nieréwnosci liniowych [9,10]
lub przez zbiezno$¢ wieloSciennych zbiorow [1,5], Efektywng metode rozwigzywania
warunkéw algebraicznych typu [9,10] oparto na zastosowaniu programowania liniowego,
i opisano w [11,12].

Wiecej klas funkcji aproksymujacych nie tylko wieloscienne rozwazano w
[6,14,17,18], W [17,18] przedziatami liniowej kwadratowej funkcji Lapunowa uzyto do
badania stabilnosci uktadéw liniowych z przetgczeniami. Wykazano numerycznie, iz
zagadnienie analizy stabilnosci mozna sprowadzi¢ do analizy uktadu nieréwnosci liniowych.
W [6,14] analizowano stabilno$¢ uktadéw nieliniowych z niepewnos$cia poprzez przedziatami
liniowg aproksymacje afiniczng dynamiki, zaproponowano przedziatami liniowa funkcje
Lapunowa. Dowiedziono, ze parametry przedziatami liniowej aproksymacji moga by¢
okreslone przez odpowiednie sformutowanie zadania programowania linowego.

Artykut ten przedstawia zastosowania przedziatami liniowych funkcji Lapunowa w
analizie stabilnosci nieliniowych ukifadéw dynamicznych z niepewnoscig. Przedstawiono
przyktad dla réwnania van der Pola w przypadku gdy wspotczynnik a zmienia sie w
granicach (fm do o™k Przyktad ten postuzy do poréwnania wynikéw otrzymanych na
podstawie zastosowania polarnej siatki triangulacji oraz nowego typu siatki adaptacyjnej

Warunki otrzymane przez przedziatami liniowg monotoniczng funkcje Lapunowa
opartg na adaptacyjnej siatce triangulacji s mocniejsze niz te otrzymane na podstawie funkcji
Lapunowa opartej na polarnej siatce triangulacji oraz macierzowych nieréwnosciach

liniowych.

2, Aproksymacja afmiczna i przedziatami liniowe funkcje Lapunowa

W tej czesci zostanie przedstawiony przeglad teorii aproksymacji nieliniowych
uktadéw dynamicznych funkcja przedziatami liniowa, i zastosowania jej jako przedziatami
liniowg funkcje Lapunowa. Sam pomyst aproksymacji odcinkowo liniowej znany jest od
dawna [8], W pracach: [6] i [14] autorzy otrzymali podobne wyniki. W pracy [14]
przedstawiono podejscie do zagadnienia oparte na przyjetej arbitralnie triangulacji przestrzeni
stanu oraz funkcji sprawdzajacej przynalezno$¢ do okreslonych komoérek. Ta metoda zawiera
procedure adaptacji z dopasowaniem pozycji punktow siatki do ksztattu wektora pola

opisujacego wiasnosci uktadu dynamicznego. ldea aproksymacji afinicznej nieliniowych
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uktadéw dynamicznych i przedziatami liniowej parametrycznej funkcji Lapunowa w
przestrzeni stanéw podzielonej na rozdzielne obszary, nazwane komoérkami. Rozkiad ten jest
okreslany jako podziat prosty lub triangulacja przestrzeni stanéw. Kazda komérka triangulacji
ma unikalny identyfikator m. Kazda komérka w triangulacji jest okreslona poprzez swoje
krawedzie. Liczba krawedzi kazdej komérki wynosi n+1, gdzie n jest to rzad analizowanego
uktadu dynamicznego. Punkty przestrzeni standw wspdlne dla réznych krawedzi komoérek
triangulacji nazywamy weztami. Sg one okreslone poprzez indeks k. Zbior wszystkich
krawedzi podziatu jest nazwany siatkg triangulacji.

Triangulacja jest zdefiniowana, jezeli zostaty okreSlone wszystkie wspotrzedne
weztéw i krawedzie podziatlu komdrek. Wspdtrzedne wezta o indeksie k sg zapisane w

wektorze kolumnowym x t: Wszystkie K - weztdw triangulacji zebrano w macierzy X:

X =[x, x2 .. xK] Q)

Funkcja K(m) okre$la przynalezno$¢ pomiedzy weztami a komérkami:

K(m)={Kl K1,...,krd @

Jest to lista zawierajgca n+1 indeksow K\ weztdw, ktére nalezg do krawedzi komorki o
numerze m.

Przedstawiony algorytm triangulacji zostat zastosowany do aproksymacji dynamiki
nieliniowego ukfadu

*=1(*) @)

gdzie x e R \ orazf() jest lokalnie ciggta funkcja lipschitzowska, R" —Rn.

Zatozono ze punkt rownowagi dla (3) jest w x=0 i wezet o numerze | triangulacji (1)-
(2) jest w punkcje réwnowagi, to znaczy, xi=0. W kazdej komérce modelu m réwnanie (3)

jest zastgpione przez przedziatami liniowa afiniczng aproksymacje postaci:

X =a,,+Anx 4)

Wektor przesuniecia am i macierz stanu Am majg odpowiednio n i n elementéw. Przez
ustawienie wartosci (4) na n+1 krawedzi komorki m réwnej wektorowi f(x) otrzymano ukiad

nin’réwnan liniowych zapisanyjako:
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am+Anx =f(xt), keK(m) (5)

Mozna dowie$é, ze jezeli triangutacja jest niezdegenerowana, to powyzszy ukiad jest
zawsze nieosobliwy. Rozwigzujac uktad (5) otrzymujemy przedziatami liniowg aproksymacja
uktadu nieliniowego (3). Przedziatami liniowa aproksymacja (4) jest takze lipschitzowskim
uktadem. Dla wszystkich krawgdzi komdrki o numerze mi, ktére zawierajg punkt réwnowagi
x=0, wektor przesunieciajest rowny zero: am=0, m-mi.

Funkcja Lapunowa po triangulacji jest definiowana przez liste jej warto$ci w weztach
siatki, nastepnie liniowo interpolowana wewnatrz kazdej z komérki. Okreslamy warto$¢ w

wezle i przez V;, wiec funkcja Lapunowajest catkowicie zdefiniowana przez wektor V:

Fr=[v, v2 ... V... Vj (6)

Wartosci funkcji Lapunowa w punkcie x nalezacym do komaérki m sg okres$lane przez:

V(x) =[vrl (m/?, (M

gdzie [Fr],.(m), opisuje n+1 elementowy wektor wierszowy skonstruowany przez pobranie z

wektora VT elementéw okreSlonych przez indeks zwracany przez funkcje k wektor
P=[Pi,p2,-,Pn+i]JeRn+, pisO, 1, zawiera wspotrzedne barycentryczne punktux w komorce o

numerze m. Innymi stowy, /2- jest rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych zapisanego jako:

x =X{m)P, (8)
oraz

\TP =1 9)

gdzie 1 wektor kolumnowy o wszystkich elementach rédwnych 1 oraz

X(m)=[XU , (10)
gdzie Wjest to wektor zawierajacy wspotrzedne weztdw triangulacji - zdefiniowane w (1),
zapis [Z]r(m) jest réwnorzedny z [Fr]r(m) w réwnaniu (7).

Analiza stabilnosci lub niestabilnosci obejmuje obliczanie pochodnej funkcji

Lapunowa wzdtuz rozwigzania przedziatami liniowego afinicznego uktadu (4). Poniewaz
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przedziatami liniowa funkcja Lapunowa jest ciagta, lecz nie jest rézniczkowalna w calej
swojej dziedzinie, nalezy uzupeini¢ teorig Lapunowa, zamieniajagc zwyktg pochodng na
prawa, gorng pochodng Diniego wzdtuz trajektorii [19,20]. Prawa, gérna pochodna Diniego
funkcji V(x) wzdtuz (4) liczona w punkcie x, ktéry lezy wewnatrz komdrki m, zapisujemy
jako D*(x) zgodnie z [14]:

am+ Anx

D:(x)AvTI,mT (m)
(11)

Jak wynika z réwnania (11), pochodna ma posta¢ liniowg ze wzglagdu na x. W gra-
nicach pomiedzy weztem a komarka z* funkcja D* (x) niejest ciggta. Spetnienie nierdwnosci
(12) zapewnia o ujemnej okreslonosci D* (x).

D*(x) cO, m=12,..,M, kelc(m), Kk#l. (12)

Warunek kpi eliminuje obliczanie pochodnej w punkcie réwnowagi. Warunki (12)

ujemnej okreslonosci mozna zapisac jako:

rT(m,k,xk)V <0 (13)

gdzie K - wymiar wektora y T(m,k,xk) zawierajgcego tylko niezerowe elementy dla indek-
sow o numerach ksK(m). Wynika stad, ze jest nie wiecej niz n+J niezerowych elementéw
wektora y T(m,k,xk) . Sktadajagc wszystkie wektory yT(m,k,xk) jako wiersze macierzy C

mozna zapewni¢ ujemna okreslonos$¢ poprzez warunek:

CV <0 (14)

Warunki na dodatnig okreslono$¢ funkcji V(x) sa zapisane jako:

vt >0, k* 1, V[=0. (15)

Podsumowujac, analiza stabilno$ci/niestabilnosci uktadu typu (4) za pomoca przedzia-
tami liniowej funkcji Lapunowa moze zosta¢ zapisanajako problem otrzymania rozwigzania

uktadu nieréwnosci (14)-(15) droga numerycznych obliczen, jak przedstawiono dalszej czesci

pracy.
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3. Definicja stabilnosci/niestabilnosci

Oznaczamy jako G zbidr okresSlony przez logiczng sumg wszystkich komdrek
1,2,...,M. Zaktadamy, ze punkt rownowagi xi~0 lezy wewnatrz G. Okre$lajac stabilno$¢ w
sensie Lapunowa dla przypadku przedziatami liniowego uktadu afinicznego (4) i przedziatami
ciggta funkcjg Lapunowa (7) okre$lamy warunki stabilno$ci/niestabilnosci jako zbior
liniowych nieréwnosci dotyczacych wektora V [14].

Twierdzenie 1. Jezeli istnieje wektor V taki, ze spetnia (14) i (15), to punkt réwnowagi xi=0
uktadu afinicznego przedziatami liniowego (4) jest asymptotycznie stabilny. Najwieksza
poziomica funkcji V(x) zawierajaca sig w G jest obszarem asymptotycznej stabilnosci xi=0.

Twierdzenie 2. Jezeli istnieje wektor V oraz v/=0 taki, ze ukfad nieréwnosci (14) jest
spetniony i Vmajedynie ujemne wartosci v* dla indeksow k nalezacych do komérki m, ktéry
takze zawiera punkt rownowagi x/=0, to punkt x/=0 jest niestabilnym punktem réwnowagi

uktadu (4).

4. Warunki stabilnosci w sensie programowania liniowego

Uktad liniowych nieréwnosci (14)-(15) mozna rozwigza¢ stosujgc algorytm
programowania liniowego. Nalezy doda¢ do kazdej nierdwnosci skalarng liczbg z. Algorytm
programowania liniowego nie pozwala na rozwigzywanie zadan z nierownos$ciami, w zwigzku
z tym rozwigzujemy problem programowania liniowego, odpowiadajgcy nieréwnosciom (14)-

(15), sformutowany nastepujaco:

min{-z} (16)
oraz
fCV+lz<0
jo<z<1 an
z zatozeniami
V>0, v, =0. (18)

gdzie 1 wektor kolumnowy o wszystkich elementach réwnych 1 .
Rozwianie zadania (16)-(I8) dostarcza nam informacji, czy rozwigzanie ukfadu
nieréwnosci (14)-(15) jest dopuszczalne. Jezeli rozwigzaniem optymalnym jest zop= 1,

oznacza to, iz uktad (14)-(15) jest wykonalny. Jezeli rozwigzanie optymalne otrzymujemy dla
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zopt= 0, to oznacza to, iz rozwigzanie uktadu (14)-(15) jest niedopuszczalne. Z twierdzenia 1
wynika, iz wykonalno$¢ ukladu (14)-(15) dowodzi stabilnosci asymptotycznej uktadu

przedziatami afinicznego (4).

5. Uktady z zmiennymi parametrami

W trakcie badan nad przedziatami liniowg funkcjag Lapunowa opartg na siatkach
triangulacji (prostokatnej, polarnej, adaptacyjnej) rozwazano réznego typu uktady, jednak do
zaprezentowania wynikow opracowanej metody wybrano jedno z najczesciej rozpatrywanych

réwnan w literaturze opisujgcych nieliniowy uktad dynamiczny - réwnanie van der Pola.

x+e(l-x)x+ax=0 (19)

W powyzszym réwnaniu "jest to dekrement thtumienia (przyjeto 5=0.5), natomiast parametr a
odpowiadajacy za "szeroko$¢" obszaru asymptotycznej stabilno$ci zmienia sie w granicach

<a<anux. Dla warto$ci skrajnych a obszar stabilnosci asymptotycznej dla uktadu (19)

przedstawia rysunek 1, lewy (wezszy) dla omn =0.2 prawy (szerszy) dla amx =

0.8.

Rys. 1. Rzeczywisty obszar stabilnosci dla uktadéw naroznych: lewy dla =0.2, prawy dla =
0.8
Fig. 1 Stability regions for narrow Systems: left for ami,,=0.2, right for anax = 0.8

Warunki stabilnosci/niestabilnosci (14)-(15) mozna rozszerzy¢ dla przypadku, w
ktorym wektor polaf(x) w (3) zalezy od zmiennej warto$ci parametréw plt p2 ..., ps, co

prowadzi do modyfikacji uktadu nieréwnosci (3) w nastepujacy sposob:
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x=f(x,pi,p2,...,ps) (20)

Zaktadamy, iz warto$ci parametréw mieszcza sie w przedziale zdefiniowanym nastepujaco:

Plnin Plmx (21)

wektor pola (20) spetnia:

f(x,pl,p2 Ps)6 cOHv{/(*,pimin/max),...)ps(min/max))} (22)

gdzie zapis (22) oznacza powtoke wypuktg zawierajgcg wszystkie 2S kombinacji minimal-

nych i maksymalnych warto$ci parametréw. Oznaczmy przez

C[p, (min/max),..../*(min/max)] ' (23)

macierz statych wartosci wystepujaca w (14), obliczong dla przyjetych kombinacji wartosci
minimalnych i maksymalnych parametrow. Wéwczas twierdzenie o stabilnosci uktadu (20)
mozna zapisa¢ nastepujaco:

Twierdzenie 3. Punkt rownowagi x=xi=0 przedziatami linowej afmicznej aproksymacji

uktadu (20) jest stabilny asymptotycznie, jezeli wektor V spetniajagcy warunki (15) oraz

C[pl(min/max),...,/3J (min/max)]K <0 (24)

dla wszystkich 2S kombinacji minimalnych i maksymalnych warto$ci parametréw. Obszar
obejmowany przez najwiekszg poziomice funkcji Lapunowa V(x) zawarty w G jest obszarem
asymptotycznej stabilnosci dla x=0.

Wektor V spetniajacy warunki zapisane w twierdzeniu 3 definiuje funkcje Lapunowa
V(x) jak w (7) takg ze jego pochodna D+V jest ujemnie okreslona dla wszystkich mozliwych
kierunkéw pola wektorowego f(x,pi,p2,...,ps). Mozna réwniez zapisa¢ twierdzenie okreslajace
warunki analogicznie do twierdzenia 2, stuszne dla uktadu o zmiennych warto$ciach
parametrow jak (20).

Jak w przyktadzie z rownaniem van der Pola (21), zapiszmy ukiad we wspdtrzednych
stanu

Xi=X2
X2=-£(1- x*)x2- ar, (25)
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zaktadamy, iz parametr fjest staty £=0.5, podczas gdy a zawiera sie w granicach

02<a< 08 (26)

Zastosowano triangulacje przestrzenni stanéw X;-X2 opartag na polarnej siatce punktow
przedstawianej na rysunku 2. Siatka o wymiarach 15 punktéw w przedziale [0,1] wzdtuz
promienia, 50 punktéw przypadajacych na przedziat katowy (0-2n], Problem zostat zapisany
jako problem programowania liniowego na podstawie twierdzenia 3 i rozwigzany za pomocg
programu PCx. Wykres otrzymanej funkcji Lapunowa jest przedstawiony na rys.3, a

poziomicg obejmujgcag najwiekszy obszar zawartg w zbiorze G przedstawiono na rys.4.

1r
0.8 -
0.6 -
04 -
0.2 .

0 -
0.2 .
-04 -
06
08 .

K
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Rys. 2. Triangulacja oparta na polarnej siatce triangulacji
Fig. 2. Triangulation based on polor grid
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Rys. 3. Wykres funkcji Lapunowa powstaty w wyniku rozwigzania zagadnienia programowania linio-
wego dla siatki triangulacji polarnej

Fig. 3. Surface plot of the Lyapunov function computed as solution to the linear programming problem
based on polar grid triangulation

Rys. 4. Poziomica funkcji Lapunowa
Fig. 4. Level curve of the obtained Lyapunov function
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6. Siatka triangulacji adaptacyjnej

Wyniki pracy [14] przedstawiajg silng zalezno$¢ pomiedzy wyborem siatki
triangulacji a otrzymanym obszarem stabilno$ci asymptotycznej. W zwigzku z tym wydaje sie
stusznym wybor jak najlepszej siatki triangulacji. Utworzono procedure adaptacji siatki
triangulacji dla problemu zapisanego w postaci typu (25). Wyniki otrzymane sg lepsze niz
przy zastosowaniu podejscia [14], Rozwigzanie problemu programowania liniowego
zapisanego jako (16-18) otrzymano z wiekszg doktadnoscig (10'°8). Potwierdza to celowos$¢

podejécia doboru adaptacyjnego siatki triangulacji.

7. Procedura adaptacji siatki

Pierwszy krok procedury jest identyczny z wczesniejszym podejsciem (1-25), nalezy
zaproponowac siatke triangulacji polarnej, ktéra znajduje sie wewnatrz obszaru stabilnych
warunkéw poczatkowych. Nastepnie nalezy rozwigzaé¢ (16-18) oraz otrzyma¢ maksymalng
poziomice w sensie twierdzenia 3. Majac dang maksymalng poziomice zdefiniowang nad
siatkg triangulacji jako:

@7)

gdzie K- 50 liczba punktéw poziomicy, co odpowiada liczbie punktéw przypadajacych na
przedziat katowy (0-2tt). Kazdy element macierzy g odpowiada punktowi przeciecia
poziomicy z odpowiednig krawedzig komorki (rysunek 4). Wybieramy wektor skalujgcy w o

wymiarze (IxM) gdzie M - zadana liczba podziatéw promienia r:

w=[w, w2 ... wM] (28)

Nowe wspotrzedne punktow triangulacji sg wpisane w macierzy postaci macierzy (1):

£ (29)
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Obliczona macierz G zawiera nowe wspotrzedne punkdéw siatki, na jej podstawie jest
utworzona triangulacja przedstawiona na rysunku 5. Macierze Ew, majg wymiar {K x K)
kazda. Majgc dane macierz (29) powtarzamy procedure iteracyjnie jak w (1) do (24)
otrzymujac (27). Wynik otrzymanej funkcji Lapunowa na podstawie siatki adaptacyjnej

przedstawia rysunek 6.

0.8
0.6
0.4

0.2

-0.6

-0.8

1
-15 -1 -05 0 05 1 15

Rys. 5. Triangulacja oparta na adaptacyjnej siatce
Fig. 5. Triangulation based on adaptiv grid
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Rys. 6. Wykres funkcji Lapunowa powstaty w wyniku rozwigzania zagadnienia programowania linio-
wego dla triangulacji opartej na adaptacyjnej siatce

Fig. 6. Surface plot of the Lyapunov function computed as solution to the linear programming problem
based on adaptiv grid triangulation

Wielko$¢ siatki triangulacji zalezy od wektora skalujgcego w (28), ktéry mnozymy w
kazdym kroku procedury przez przyjety odgérnie parametrpw,=1.1.

Postepujac zgodnie z opisanym algorytmem, otrzymano nastepujace wyniki zamiesz-
czone narys. 7, po lewej strome obszar stabilnosci asymptotycznej dla siatki polarnej po pra-

wej obszar stabilnosci otrzymany dla nowego typu siatki.

Rys. 7. Poréwnanie: rysunek z lewej - poziomica funkcji Lapunowa otrzymanej na podstawie siatki
polarnej, rysunek z prawej - poziomica funkcji Lapunowa na podstawie algorytmu
adaptacyjnego

Fig. 7. Results comparision: Left - level curve of the obtained Lyapunov function based on polor grid,
right - level curve of the obtained Lyapunov function based on the adaptiv grid
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8. Doktadno$¢ metody

Obszar stabilnosci okre$lony za pomoca siatki adaptacyjnej znacznie lepiej odpowiada
rzeczywistemu obszarowi stabilnosci badanego ukiadu (19) w poréwnaniu do wyniku
otrzymanego na podstawie siatki triangulacji polarnej. Btagd metody opisanej w tej publikacji
zalezy w duzym stopniu od regularnosci rzeczywistego obszaru stabilnosci badanego uktadow
dla wartosci skrajnych parametréw. Rysunek 8 przedstawia (dla uktadéw naroznych) obszary
stabilno$ci: rzeczywiste oraz otrzymane za pomocg proponowanej metody. Jak wynika z
poréwnania przedstawionych obszaréw na rys. 8, obarczony mniejszym btedem jest obszar o
ksztatcie zblizonym do okregu. Niesymetryczno$¢ otrzymanego rozwigzania, szczegdlnie
widoczna w miejscu oznaczonym strzatkami (rys.8. lewy), wynikia z nagromadzenia w
trakcie iteracji bteddw numerycznych. Tej niedogodnosci mozna zapobiec wybierajac gestsza
poczatkowsy siatke triangulacji. Jednak zageszczenie siatki startowej wigze sie z zwielokrot-
nieniem czasu obliczen. Lepszym rozwigzaniem tego typu problemu jest zastosowanie
bardziej ztozonego algorytmu adaptacji siatki, nie wigzacego sie ze wzrostem czasu obliczen,
ktérego wyniki zastang opublikowane w przysztosci.

Wyniki otrzymane za pomocg przedstawionej metodologii sg do$¢ zadowalajace
i wskazuja, iz adaptacyjny podziat przestrzeni stanéw zastosowany do odcinkami liniowej
funkcji Lapunowa pozwala na doktadniejsze okreslenie obszaru stabilnosci nieliniowych

uktadéw dynamicznych ze zmieniajgcymi parametrami niz wczes$niejsze rozwigzania.

Rys. 8. Bigd metody dla uktaddéw naroznych: rysunek lewy dla = 0.2. Krzywa obejmujaca wiek-
sze pole przedstawia rzeczywisty obszar stabilnosci, krzywa wewnetrzna to obszar otrzymany
na podstawie prezentowanej metody rysunek prawy analogicznie dla anx =0.8

Fig. 8. Stability regions for narrow systems: left for cw* =0.2, Outer crave shows the stability region,
inner crave is for presented method, right figure analogues for ;z** =0.8
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Podziekowania

Autor wyraza wdzigcznos$¢ twércom oprogramowania PCx, stuzacego do rozwigzywa-

nia probleméw programowania liniowego, za opublikowanie go do ogd6lnego uzytku w sieci

Internet. Zrédto: http://www.mcs.anl.gov/otc/Tools/PCxAVindows/
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Abstract

Estimating the stability region for nonlinear systems and especially for nonstationary
nonlinear systems is not simple. For the computational problems of the control theory and of
the theory of the systems the computation problems the Lyapunov function defined by range
approximation is used. This paper presents applications of piecewise linear Lyapunov
functions in the stability analysis of the nonlinear dynamical systems with uncertaintly. An

example is demonstrated for the VVan der Pole equation in a special case when parameter a is
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in range [aw« cwj- Above example is used for comparing results obtained with polar
trangulation grid and with a new adaptive one. The form of triangulation grid and matching it
to investigated nonlinear system is fundamental for obtaining proper stability region of the
state space. The proposed adaptive method gives stability region more exact then ordinary
quadratic Lyapunov function, the region is also better then region obtained using piesewise
linear Lyapunov function based on polar triangulation grid without adaptive procedure.
Simulation results proved the quality of the proposed method. Presented method could be

successfuly adopted for investigating other nonlinear parametr varying dynamical systems.



