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ZREDUKOWANYCH MODELI POLIHARMONICZNYCH MASZYN
INDUKCYJNYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono poréwnanie czaséw obliczen
poliharmonicznych modeli matematycznych maszyny indukcyjnej z r6znymi liczbami
harmonicznych przestrzennych - sformutowanych za pomocg techniki symbolicznej i
numerycznego odwracania hipermacierzy indukcyjnosci w kazdym kroku catkowania.
Obliczenia komputerowe wykonano w programie MATLAB / SIMULINK.

COMPARISON OF VARIOUS TECHNIQUES AND METHODS FOR
SOLVING THE REDUCED POLIHARMONIC MODELS OF AN
INDUCTION MACHINE

Summary. In this paper the comparison of the two techniques for solving the
reduced poliharmonic models of an induction machine with different numbers of MMF
space harmonics is presented. The first method employs symbolic calculations for
finding the inverted form of an inductance hypermatrix. The other one uses classical
numerical method for finding the inverted form of an inductance hypermatrix. The
computer simulations are carried out with the help of MATLAB / SIMULINK.

1. WSTEP

Analize modeli poliharmonicznych maszyn indukcyjnych prowadzi sie przy ograniczonej
liczbie uwzglednianych harmonicznych przestrzennych pola magnetycznego. Liczbe
harmonicznych ogranicza sie od gory, przy zatozeniu ze pominiecie harmonicznych o
wysokich rzedach nie wnosi istotnych bledéw i nie ma sensu technicznego. Zazwyczaj
uwzglednia sie kolejne harmoniczne do rzedu 100 * 200. Taki model poliharmoniczny jest
skomplikowany - tworzy uktad nieliniowych réwnan rézniczkowych o duzej liczbie
wspoétczynnikéw, zaleznych od czasu (kata obrotu wirnika). Duza liczba uwzglednianych
harmonicznych w istotny sposéb utrudnia analize, moze by¢ przyczynag przypadkowych
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btedéw oraz prowadzi do diugich czaséw obliczern komputerowych. Ponadto, dla wysokich
rzeddw harmonicznych przestrzennych powstaje problem prawidtowego obliczenia
wspotczynnikdw indukcyjnosci. Stad lepsze rezultaty daja czasami modele o zredukowanej
liczbie harmonicznych. Analiza poréwnawcza wynikdéw obliczen i pomiaréw pozwala
sformutowaé wniosek, ze redukcja liczby harmonicznych nie musi prowadzi¢ do pogorszenia
zgodnos$ci otrzymywanych wynikéw z rzeczywisto$cig. Istnieje wiele przypadkéw stanow
pracy maszyny indukcyjnej, dla ktérych wygodnie jest prowadzi¢ analize i symulacje z
uzyciem modeli poliharmonicznych z odpowiednio ograniczong liczbg harmonicznych - i
przy uwzglednieniu tylko tych harmonicznych, ktére faktycznie majg wptyw na badane
zjawisko. Do takich stanéw pracy mozemy zaliczy¢ np. badanie ustalonego momentu
rozruchowego w funkcji obrotu wirnika.

2. ZAGADNIENIE WYBORU HARMONICZNYCH PRZESTRZENNYCH

Symetryczne, 3-fazowe jednowarstwowe, uzwojenie stojana o liczbie par biegunéw p
generuje cigg harmonicznych przestrzennych, okreslony relacja:

{S}={p.5p.7p,llp,I3p...}, (1)
oraz:
{S0}={3/>,9/>,...}. (2)
Symetryczne Qr- fazowe uzwojenie wirnika (Qr- liczba pretéw klatki wirnika) generuje ciag
harmonicznych przestrzennych okreslony relacja:

{*’}-{!,0, —IQr+U 0, '1,20, +1,30] '|,30r+l,...}, ©)

{R2}= {2,Qr-2 ,Qr+ 2,2Qr- 2,20, +2,3Qr- 2,3Qr+2,...}, (4)
{R,}={UQ, ~i,Qr+U2Qr-i,2Qr+/,30, -i,30, + (5)
oraz:
{R0}= [Q,,2Qr,30,,...}, (6)
(M
gdzie: i- nalezy do zbioru liczb naturalnych.

Uzwojenia stojana i wirnika sprzegajg sie elektromagnetycznie tylko przez harmoniczne,
okreslone iloczynami zbioréw:
{C3={R.In{S1}, {/f.}n{S0},
{C2}={/?2}n{S,} .{/?2}n{S0},...,

{CO={i?hn{51, {/f,}n{SO}.... ®)

{C0}={RO}n{5,}, {RO}n{sO}.

Formutujac model poliharmoniczny w naturalnym uktadzie wspétrzednych, otrzymujemy
macierze indukcyjnosci, ktorych elementy sg sumami indukcyjnosci, zwigzanymi ze
wszystkimi uwzglednianymi harmonicznymi. W wyniku transformacji rownan do nowego
uktadu wspoétrzednych afidg [1][2][3] poszczeg6lne elementy macierzy indukcyjnosci
zawierajg znacznie rzadsze sumy o sktadnikach przynaleznych tylko do okreslonych ciggéw
[1][2]. Wystepujacym i wzajemnie oddziatywajacym w maszynie harmonicznym przestrzen-
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nym mozna przyporzadkowac reprezentacje graficzng w postaci tzw. ,schematu rozktadu
maszyny na maszyny elementarne” - rys. 1.

Rzedy harmonicznych przestrzennych przeptywu (maszyny elementarne)

2 .1 i I 2 a . 1 .
i’oa t\, ulaLt!_ anrL 1 7 TI‘H

L :
hisi

Rys.l. Fragment schematu rozktadu maszyny na maszyny elementarne dla silnika o 3-fazowym stojanie,
28-fazowym wirniku i liczbie par biegunéw p=2

Fig. 1. Fragment of the diagram of induction machnie decomposition into elementary machines for 3-phase
induction machine with 28 slots of rotor cage and pole number p=2

W schemacie rozktadu kazdej harmonicznej przestrzennej zostata przyporzadkowana
elementarna (monoharmoniczna) maszyna o dwu- lub jednofazowym stojanie i dwu- lub
jednofazowym wirniku (o zgodnej - J, przeciwnej - L lub zerowej I kolejnosci faz). Uzwojenia
stojanow i wirnikow o rzedach, przynaleznych do tych samych ciggéw harmonicznych {S|},
{So} typu {C} (8) sa potaczone szeregowo. Pomiedzy wirnikami zwigzanymi z ciggami
harmonicznych przynaleznych do réznych zbioréw {C} nie ma galwanicznego potgczenia.
Wszystkie wirniki maszyn elementarnych sprzegniete sag na wspdlnym wale.

Przy wyborze harmonicznych nalezy uwzgledni¢ rodzaj analizowanego stanu pracy lub
zjawiska: rozruch, nawrot, zalezno$¢ momentu rozruchowego od kata poczatkowego
potozenia wirnika, mozliwo$¢ wystgpienia zjawiska synchronizacji, np.:

S przy badaniu momentu rozruchowego nalezy uwzgledni¢ pary harmonicznych
przestrzennych, generujagce momenty pasozytnicze o predkosci synchronicznej réwnej
0. W schemacie rozktadu (rys.l) momenty takie o dominujacych amplitudach generuja
pary harmonicznych: (p, 41p), (p, 43p), (5p, 37p) (momenty o pomijalnie matych
amplitudach generujg ponadto pary (11p, 31p) i (11p, 53p)),

S przy badaniu efektu synchronizacji w zakresie pracy silnikowej nalezy uwzglednic¢ pary
harmonicznych przestrzennych, generujgce dominujgce momenty pasozytnicze o
predkosciach synchronicznych, znajdujgcych sie w silnikowym zakresie predkosci.
W schemacie rozktadu (rys.l) generujaje pary harmonicznych: (p, 13p), (5p, 19p),

S przy badaniu dynamiki nawrotu nalezy uwzgledni¢ pary harmonicznych, generujace
momenty pasozytnicze o predko$ciach synchronicznych, znajdujgcych sie w
silnikowym i w hamulcowym zakresie pracy oraz przy rozruchu.

Dazac z jednej strony do wuwzglednienia najbardziej dominujgcych momentéw
pasozytniczych, a z drugiej strony - do jak najmniejszej ztozonosci modeli, wybrano do
dalszych rozwazan zredukowane modele poliharmoniczne - zestawione w tab. 1.
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Tabela 1

Liczba generowanych pasozytniczych momentéw

© — £ c = synchronicznych w danym zakresie pracy maszyny o
2 NS S = 2 i . .
N “ 5 ° c 2 c 2 predkosci synchronicznej Qns
2 S2c_s3s55 S54
g § E, E § § 5§ g T g% S raca hamulcowa rzy zatrzymanym
s 2 o c o
2 £ 255 -5 € B e praca silnikowa P przy . y Y
g a7z 85 i Qms=22.44 radis nAs-11,22 wirniku
o < = S < < ! rad/s Qms= 0 rad/s
Model A 4 2 1 1 0 0
Model B 4 5 4 1 1 2
Model C 6 4 2 2 0 0
Model D 6 8 6 2 2 2

3. ROWNANIA POLIHARMONICZNEGO MODELU MATEMATYCZNEGO SILNIKA
INDUKCYJNEGO

Model matematyczny poliharmonicznej maszyny indukcyjnej klatkowej w uktadzie
wspo6trzednych afida, jest okre$lony w postaci hipermacierzowej nastepujgco:

rk 1 '[*?1 [0]IM 4+'b 1 [olld if]

im. .W kULH .[0] dtjif]
[Kf\  WTi4 5 g

Ckoro@1 M+ O_Tif 1

—0om= jfidg ]

a M i L )

ot 0°)

+di

gdzie:

- [Rsa\ [LasaP], [Rrdq], [Lardg] - odpowiednio macierz rezystancji, indukcyjnosci

rozproszen stojana i macierz rezystancji, indukcyjnosci rozproszen wirnika,

- \Mssa\ [Mmdg] - macierz indukcyjnosci wiasnych stojana i wirnika,

- \M,,a3p(9)\ - macierz indukcyjno$ci wzajemnychstojan-wimik,

- [isa\ [irdq] - wektory pragddw stojana i wirnika,

~ - wektor napie¢ zasilajagcych stojan,

- Q m- mechaniczna predko$¢ katowa, 9, 9m - kat elektryczny i mechaniczny wirnika,

J-moment bezwtadnosci.

Indeksy go6rne, wystepujagce w réwnaniach (9)(10) wskazujg na uktad wspotrzednych, z
ktorym dana macierz lub wektor sg zwigzane (<xp, dq lub apdq). Aby utatwi¢ numeryczne
rozwigzanie uktadu rownan (9)(10), opisujgcych poliharmoniczny model maszyny, nalezy
uktad ten sprowadzi¢ do postaci kanonicznej (12)-t-(14).
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d fel [0] , k r] k r wir
dt .
M 01 kI krw F kr] i @)
1>r] [o]',d kr] Krw nir/rm
wwJi -w ki d k(4 krl JlidJJ
(13)
d
- ] (14)
dt

Podczas numerycznego catkowania uktadu réwnan maszyny (12)-r(14) konieczne jest

wyznaczanie:

odwrotnosci hipermacierzy indukcyjnosci:

Tkl w kr] k r wlli
i [o] k i k rw f kr]l [

pochodnej hipermacierzy indukcyjnosci wzgledem czasu:
d kr] k 1 (o] , zawartej w rownaniu (12),
dt kr]

pochodnej macierzy indukcyjnosci wzgledem kata 9 :

, zawartej w rownaniu (12),

c~j§ k r (5)], zawartej w réwnaniu (13).

Sposob obliczania macierzy o elementach zaleznych od kata obrotu wirnika, a tym samym

od czasu, prowadzi do dwoch réznych technik rozwigzywania uktadu rownan (12)-r(14):

S

z wykorzystaniem numerycznego odwracania hipermacierzy indukcyjnosci w
kazdym kroku catkowania

Spos6b ten pozwala na uwzglednienie dowolnie wybranej liczby harmonicznych
przestrzennych przeptywu. Jednak rozwigzywanie ukfadu réwnan rézniczkowych
(12)-n(14) w n krokach symulacji wymaga n-krotnego odwracania macierzy indukcyjnosci
i n-krotnego obliczania odpowiednich pochodnych macierzy indukcyjnosci oraz n-
krotnego obliczania wszystkich parametrow zaleznych od czasu. Na skutek tego metoda ta
jest bardzo powolna, nawet wtedy, gdy réwnania (12)+(14) rozwigzuje sie na sprzecie
komputerowym o duzej wydajnosci,
z zastosowaniem przeksztatcen symbolicznych

Znalezienie postaci macierzy odwrotnej i pochodnych na drodze przeksztatcen
symbolicznych oznacza, ze w n krokach symulacji (catkowania réwnan (12)+(14)) n-
krotnie obliczamy wytgcznie wartosci elementdw macierzy indukcyjnosci, zaleznych od
czasu. Powoduje to znaczne skrocenie czasu obliczen (ok. 2-"4-krotne w zaleznosci od
liczby uwzglednianych harmonicznych przestrzennych).
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4. POROWNANIE CZASOW ROZWIAZYWANIA ZREDUKOWANYCH MODELI
POLIHARMONICZNYCH O ROZNYM STOPNIU UPROSZCZENIA

4.1. Warunki symulacji

Symulacje komputerowe przeprowadzono na komputerze PC z procesorem Intel Celeron
300 MHz 64 MB RAM, badajac rozruch silnika zasilanego z 3-fazowej symetrycznej sieci.
Symulacjom komputerowym poddano rozruch silnika z wirnikiem o naturalnym momencie
bezwitadnosci (przy zerowej predkos$ci poczatkowej i przy tym samym kacie poczagtkowym
wirnika w kazdej serii symulacyjnej) w przedziale czasu 0-r0,5s. Pozostale parametry
symulacji byty nastepujace:

- modele rozwigzano, uzywajac metod catkowania rownan rézniczkowych: Rungego

Kutty 5 rzedu, Adamsa, Bogackiego-Shampine, Geara-Adamsa,

- przyjeto maksymalny krok catkowania rowny 0,00005s przy symulacjach ze zmiennym

krokiem catkowania,

- symulacje wykonano uzywajagc programu MATLAB / SIMULINK,

- rozwigzano modele sformutowane za pomocg techniki symbolicznej [3][4][5] i

numerycznego odwracania hipermacierzy indukcyjnosci [I][6]j.

4.2. Reprezentacja graficzna przyktadowego zredukowanego modelu poliharmonicznego
w programie MATLAB / SIMULINK

Na rys.2. przedstawiono strukture graficzng zredukowanego modelu poliharmonicznego
(model A - tab. 1), uwzgledniajacego pie¢ harmonicznych przestrzennych przeptywu.

—») f(u) | »fils]—

i&
6 -» 1 Ku)

'
o

in_2 0
i(n)s | »i> 0 - O
0,— 1 ») 10 > 0- O
a @
») Ku) 0 -0
0 -
Msr, dMsr
te26
te2
te86
te58
te26
T52"

te

Rys.2. Graficzna reprezentacja modelu poliharmonicznego z piecioma harmonicznymi przestrzennymi o rze-
dach: 2, 26, 58, 82, 86

Fig.2. Graphical representation of the reduced poliharmonic model of an induction machine with five MMF
space harmonics: 2, 26, 58, 82, 86
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Do wejs$¢ ,,in i”, ,in_2" sg doprowadzane skfadowe ap napiecia zasilajgcego, a do wejs¢
»In_3” i ,in_4” moment bezwtadnos$ci (ktéry to parametr moze sie zmienia¢ w czasie) i
moment obcigzenia. Wejscie ,,in_5" jest niewykorzystane. Wyj$cia, oznaczone jako 1, 2, 3, 4,
5, 6, to odpowiednio: sktadowa a pradu stojana isa, sktadowa j3pradu stojana ifi, sktadowa d
pradu wirnika irg, sktadowa q pradu wirnika ir2, predko$¢ obrotowa wirnika Qmi kat obrotu
wirnika 9m. Na rys. 3 przedstawiono przykiadowy przebieg predkosci podczas nawrotu
otrzymany po rozwigzaniu rownan modelu 5-harmonicznego, przy powiekszonym momencie
bezwitadnosci wirnika (J= 0.1 kg m2) i poczatkowej predkosci obrotowej f2mo~ 50 rad/s.

a) b)

Rys.3. Nawro6t silnika: a) przebieg predkosci, b) powiekszony fragment przebiegu predkosci z rys. a. z
zaznaczonymi miejscami oddziatywania momentéw pasozytniczych synchronicznych: prostokat nr | -
moment pasozytniczy w zakresie pracy hamulcowej, prostokat nr 2 - moment pasozytniczy w zerze
predkosci, prostokat nr 3 - moment pasozytniczy w zakresie pracy silnikowej

Fig.3. Speed reverse of the motor: a) speed v. time curve, b) expended fragment of speed v. time curve from Fig.

A. with marked places of the strongest influence of the parasitic synchronous torques: rectangle no 1-
parasitic synchronous torque in broke region, rectangle no 2 - parasitic synchronous torque at the start,
rectangle no 3 - parasitic synchronous torque in motor region

4.3. Zestawienie czaséw rozwigzywania zredukowanych modeli poliharmonicznych

W tab. 2 i 3 zestawiono czasy dla symulacji przeprowadzonych przy warunkach
okreslonych  w pkt.4.1, dla zredukowanych modeli poliharmonicznych z tab.l,
sformutowanych za pomocg techniki symbolicznej i numerycznego odwracania
hipermacierzy indukcyjnosci.

Tabela 2
. Czasy rozwigzywania zredukowanych modeli poliharmonicznych w |sj
Technika y azy y P Y Is)
i Bogacki-
symboliczna Runge-Kutta 5 Adams 9 R Gear-Adams
Shampine
Model A 59,62 28,16 34,89 26,72
Model B 77,08 42,38 50,59 49,49
Model C 119,96 61,76 82,53 63,68

Model D 130,91 64,65 103,13 99,13
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Tabela 3

Technika num. Czasy rozwiagzywania zredukowanych modeli poliharmonicznych w [s]

odwr. Bogacki-

Runge-Kutta 5 Adams . Gear-Adams
Shampine
Model A 169,65 73,22 100,09 56,27
Model B 236,66 102,55 177,04 214,73
Model ¢ 268,80 116,38 164,71 127,85
Model D 496,00 186,30 317,13 240,00
a)
300
m Model A
0 Model B
&
5 200 B Model C
O Model D
? 150
1 100
I so
(o]
Runge Adams Bogacki- Gear-
Kutta 5 Shampine Adams
Metoda catkowania r.r.
b)
600
m Model A
2 500 0 Model B
g H Model C
2 400
? O Model D
m 30
| 200
«
0
Runge Kutta 5 Adams Bogacki- Gear-Adams

Shampine

Metoda catkowania r.r.

Rys.4. Poréwnanie czaséw trwania symulacji dla zredukowanych matematycznych modeli poliharmonicznych
rozwigzywanych z wykorzystaniem: a) techniki symbolicznej, b) techniki numerycznego odwracania
macierzy indukcyjnosci w kazdym kroku catkowania

Fig.4. Comparison times for solving the reduced poliharmonic models of an induction machine terminating with
the help of: a) symbolic calculations, b) classical numerical method for finding inverted form of
inductance hypermatrix
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5. PODSUMOWANIE

Dla zredukowanych modeli poliharmonicznych, sformutowanych z wykorzystaniem
techniki numerycznego odwracania hipermacierzy indukcyjnosci w kazdym kroku
catkowania, zwigkszenie wymiaru hipermacierzy indukcyjnosci WHI z WHI=4 na WH1=6
powoduje 2,5-krotny do ponad 4-krotny wzrost czasu trwania obliczen dla kazdej z uzytych
metod catkowania réwnan rézniczkowych. Wzrost liczby uwzglednianych harmonicznych
przestrzennych, przy statym wymiarze hipermacierzy indukcyjnosci, powoduje od 1,4- do
blisko 4-krotny wzgledny wzrost czasu obliczen dla WHI=4 oraz od 1,6- do 2-krotny
wzgledny wzrost czasu obliczen dla WHI=6. W przypadku zredukowanych modeli
poliharmonicznych sformutowanych za pomoca techniki symbolicznej zwiekszenie wymiaru
hipermacierzy indukcyjnosci z WHI=4 na WHI=6 powoduje 2-krotny do 4-krotny wzrost
czasu trwania obliczen. Przy wymiarze hipermacierzy indukcyjnosci WHI=4 wzrost liczby
harmonicznych przestrzennych z 2 na 5 powoduje wzrost czaséw obliczen od 1,3 do 1,9 razy,
natomiast przy WHI=6 wzrost liczby harmonicznych przestrzennych z 4 na 8 powoduje
wzrost czaséw obliczen od 1,1 do 1,6 razy.

Otrzymane wyniki $wiadczg o tym, ze wzrost liczby harmonicznych przestrzennych
uwzglednianych w modelu, zapewniajagcy prawidtowe odwzorowanie zjawisk zwigzanych z
poliharmonicznos$cig, nie musi prowadzi¢ do wzrostu czasu obliczen (przypadek zmiany
modelu C na model B), a decydujacy wptyw na czasy obliczen ma wymiar hipermacierzy
indukcyjnosci.

Najszybszg metodg rozwigzywania réwnan zredukowanych modeli poliharmonicznych jest
metoda Adamsa, natomiast najdtuzsze czasy obliczen uzyskuje sie rozwigzujgc réwnania
metodg Rungego-Kutty 5.

Przy zastosowanym maksymalnym kroku catkowania (0.00005s) uzyskano takie same
wyniki dla zredukowanych modeli poliharmonicznych (tab.l) co do amplitud generowanych
momentéw pasozytniczych i charakteru przebiegu krzywych dynamicznych predkosci
obrotowej dla przedstawionych metod catkowania réwnan rézniczkowych.
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Abstract

In analysis of properties of an induction machines many simplifying assumptions
related to a mathematical model of an induction machine are made. Usually, only the
fundamental space harmonic of the magnetic field in the air-gap is taken into account. Such
phenomena like torque ripples, differences in starting time, vibration of the motor corpus and
electromagnetic noise are connected with MMF space harmonics and cannot be investigated
basing on the classical monoharmonic model. MMF space harmonics results in parasitic
torques having asynchronous, synchronous or pulsating nature. Only so-called poliharmonic
model of an induction machine allows account to take into a very important phenomenon:
generation of parasitic electromagnetic torques which arise in the induction motor and
influence its steady state and dynamic properties as well as a whole drive. Usually analysis of
poliharmonic model of an induction machine is made with reduced number of space
harmonics, up to 200. Such models with high number of MMF space harmonics are really
complicated and difficult to analyse. High number of MMF space harmonics can result in
accidental mistakes. That is why it is important to have the possibilities to reduce the number
of MMF space harmonics taken into account in the mathematical poliharmonic model of an
induction machine guide to shorten the computer calculation. In this paper the comparison of
the two techniques for solving the reduced poliharmonic models of an induction machine with
different numbers of MMF space harmonics is presented. The first method employs symbolic
calculations for finding the inverted form of an inductance hypermatrix. The other one
method uses classical numerical method for finding the inverted form of an inductance
hypermatrix. The computer simulations are carried out with the help of MATLAB /
SIMULINK.



