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PROBABILISTYCZNA GENERACJA SELEKTOROW DLA ALGO-
RYTMOW KOMUNIKACJI GRUPOWEJ W SIECIACH RADIO-
WYCH

Streszczenie. Selektory to obiekty matematyczne wykorzystywane przez
kilka zaawansowanych algorytméw komunikacji grupowej dla sieci radio-
wych. Nalezy do nich algorytm Chrobak-Gasieniec-Rytter (CGR), asymp-
totycznie najefektywniejszy algorytm rozsytania dla sieci radiowych o nie-
znanej topologii. Artykut proponuje prostg, probabilistyczng metode kon-
strukcji odpowiednich rodzin selektorow oraz prezentuje wyniki symulacji
CGR majacych na celu ustalenie, w jakim stopniu wybo6r konkretnej rodziny
wplywa na efektywnos$¢, algorytmow.

RANDOMIZED GENERATION OF SELECTORS FOR GROUP
COMMUNICATION ALGORITHMS IN RADIO NETWORKS

Summary. Selectors are mathematical objects used by several advan-
ced group communication algorithms for radio networks. Those include
Chrobak-Gasieniec-Rytter (CGR) algorithm, which is asimptotically the
most efficient broadcasting algorithm for unknown topolog}' radio networks.
The article proposes randomized method of appropriate selectors and selec-
tor families construction, as well as presents the results of CGR simulations
carried out to determine whether the choice of selectors family affects the
efficiency of algorithms.

1. Wprowadzenie

Teoretyczne modele sieci radiowych pojawily sie po raz pierwszy w potowie
lat 80 [3, 8]. Podstawowymi elementami sieci radiowych sg urzadzenia, majace
zdolno$¢ wysytania i odbierania, nazywane weztami (nodes). W zhiorze weztow
definiujemy relacje zasiegu - wezet v jest w zasiegu wezta u, jesli jest w stanie
odebra¢ transmisje nadawang przez u, przy czym relacja ta nie musi by¢ syme-
tryczna. Sie¢ modelujemy digrafem prostym, gdzie wierzchotki reprezentujg wezty,
a luki opisujg relacje zasiegu. Komunikacja w modelu radiowym podzielona jest
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na przedziaty czasowe o jednostkowej dtugosci - rundy. Bardziej szczegdtowy opis
modelu w wersji badanej przez autora mozna znalez¢ np. w [5, 6].

Wiele uwagi poswiecono teoretycznej analizie probleméw komunikacji gru-
powej w sieciach radiowych. Opracowano szereg algorytmow dla probleméw' takich
jak rozsytanie (broadcasting) czy plotkowanie (gossiping), przy czym powszechnie
przyjeta miarg sity algorytmu jest pesymistyczna dtugos¢ schematu komunikacyj-
nego (liczba rund).

Kilka zaawansowanych algorytméw7korzysta z selektoréw, stosunkowo pro-
stych koncepcyjnie, lecz nietrywialnych w konstrukcji obiektdw' matematycznych.
Zakres ich praktycznej przydatnosci obejmuje m. in. problem pobudki (wake-up
problem) i problemy wazenia monet (coin-weighting problems) [9]. W kontekscie
sieci radiowych selektor}' zostaty uzyte po raz pierwszy w algorytmie rozsytania
Chrobak-Gasieniec-Rytter (CGR) [6].

W rozdziale 2. opisana jest probabilistyczna metoda konstrukcji selektorow'
i rodzin selektoréw, ktére mozna wykorzystywaé np. w algorytmie CGR. Pojawda
sie pytanie, na ile wybor konkretnej rodziny selektoréw wptywa na efektywmosé
algorytmu. W poszukiwaniu rozstrzygniecia przeprowadzone zostaty symulacje
algorytmu CGR dla réznych rozmiarow i typow sieci. Zatozenia symulacji oraz
ich wyniki sg przedstawione i omdwione w rozdziale 3.

2. Probabilistyczna generacja selektorow

W rozdziale tym zaproponowany zostat algorytm Monte Cario generacji
selektoréw. Jest on prosty i dos¢ tatwy w implementacji. Pewnym problemem jest
brak efektywniej metody sprawdzenia, czy wygenerowane obiekty sg faktycznymi
selektorami, co nie pozw'ala tatwo przeksztatci¢ tego algoiytmu w algorytm Las
Vegas - wymagamy ustalenia pewnego (dowolnie matego) prawdopodobienstwa,
ze wygenerowany obiekt nie bedzie selektorem.

Definicja 1. Zbiér X trafia w zbioér S, jesli |[X fi5j = 1. Jesli X fi S =0, to X
unika S.

Definicja 2. Dany jest zbiér A. Rodzina zbioréw- S = {So,Si,... ,Sm-\} jest
u-selektorem dla zbioru A, jesli dla dowolnych roztgcznych zbioréw' X ,Y c A
spetniajgcych warunki to/2 < \X\ < u3 |[Vj < u istnieje takie i, 0 < i < m, ze
X trafia w Si, a Y unika Sj. Liczba m to dtugosc¢ selektora; w-selektor dla zbioru
{0,1,... ,n —1} nazywamy skrétowo (ui,n)-selektorem.

Konstrukcja selektorow' o zadowalajgcej pod katem zastosowan dtugosci jest
zadaniem na tyle nietrywialnym, ze przez diugi czas algorytmy wykorzystujgce se-
lektory podaw'ane byty w wersjach niekonstruktywnych, jedynie z probabilistycz-
nym dowodem istnienia selektoréow' o okreslonych wiasciwosciach.1 W szczegol-

1Problem istnienia algorytmu deterministycznego, generujacego selektory o rozsadnej dtugo-
$ci, pozostawal przez dtugi czas otwarty. Dopiero w 2002 roku Piotr Indyk podat w [9] determi-
nistyczny algorytm generujacy selektory o dtugosci O (oj 10g0 *1*n).
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nosci algorytm CGR zostat pierwotnie podany w wersji niekonstruktywnej, przy
czym wykorzystano nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 ([6]). Dla dowolnego n > O i dowolnej oj, 0 < W < n, istnieje
(0i,n) -selektor o dtugosci O(cutogn).

Szkic dowodu. Rozpatrzmy nastepujacy algorytm:

GENSEL(n,w,m)
fori <—0tom —1do
si < 0;
forj <-0ton—1do
with prob 1/ T1) do
S <—Si U{j};
return S = {Sbh, Si,..., Sm_i};

Mozna wykazaé, ze:
pr[S niejest selektorem] < (31/32)ma/h24.

Widzimy, ze chcac uzyskaé niezerowe prawdopodobienstwo tego, ze generowana
przez GenSel rodzina rzeczywiscie jest selektorem, wystarczy wybraé takie m,
aby spetniona byta nieréwnosc

(31/32)mw2nad < 1 ()
Przeksztatcajgc mamy:
y<m
Zatem wywotujac GenSel -
m = i (logg + gjlogn) o (oi logn)
log(32/31)
otrzymamy z niezerowym prawdopodobienstwem faktyczny selektor. O

Rozumowanie przeprowadzone w dowodzie twuerdzenia 1 mozna fatwo zmo-
dyfikowaé tak, aby otrzymacé algorytm Monte Carlo, generujacy selektor o dtugosci
O(cnlogn) z prawdopodobiefAstwem przynajmniej 1 —e dla dowolnego ustalonego
z gory e > 0.

Twierdzenie 2. Dla dowolnego e > 0 istnieje algorytm Monte Carlo generujacy
dla dowolnych n i o spetniajacych warunki n > 0, 0 < w < n rodzine zbiorow S
o mocy O(oj\ogn), ktéra z prawdopodobienstwem 1 —e jest (oj,n) -selektorem.
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Dowdd. Nieréwnos¢ (1) z dowodu twierdzenia 1 zastagpmy nieréwnoscig
(31/32)mw2n2" < e

Po identycznych przeksztatceniach otrzymujemy:

2 (log g + 1ilogn) —loge
m > log(32/31) '

Wystarczy zatem uzy¢ algorytmu GensSel 2

2 (logw + ujlogn) -log e] IrA
log(32/31) ' (>

O

Niestety, przeksztatcenie algorytmu Monte Cario w algorytm Las Vegas nie
jest wtym przypadku oczywiste, gdyz brakuje efektywitych metod weryfikacji, czy
dana rodzina zbiorow jest selektorem.

Rodziny selektoréw. W algorytmie CGR uzywa si¢ w rzeczywisto$ci catych
rodzin selektorow o okre$lonych wiasciwosciach. Dla ustalonego rozmiaru sieci
n = 2k interesuje nas rodzina S = {So, 5"i,..., S}, gdzie 5¢ jest (21,n)-selektorem
o dtugosci 0 (2'logn). Zaktadajac, ze do generowania pojedynczych selektorow
uzyjemy algorytmu G ensel, przeanalizujmy, jakie wartosci parametru m sa ko-
nieczne, aby cata rodzina sktadata sie z rzeczywistych selektoréw z prawdopo-
dobieristwem przynajmniej 1 —5, dla ustalonej 5 > 0. Niech e bedzie zgdanym
prawdopodobiefistwem porazki przy generacji pojedynczego selektora. Otrzymu-
jemy:

1 —e)fctL > 1-8
1- e> (1- ¢)V(fct))

€< 1- (- A)V(H)

Aby wyznaczy¢ minimalne dtugosci poszczeg6lnych selektoréw, wystarczy pod-
stawic
c= 1- @ _ &i/C+i) ®)

do réwnania (2). Okazuje sie, ze dla ustalonej 5 nie zwiekszamy w ten sposéb
asymptotycznej dtugosci generowanych selektoréw: —loge = O(logn), a dtugosé
generowanych selektoréw nadal mozemy szacowac¢ przez O (wlogn) (por. (2)).

GenSelFamily(/c,S)
n <—2k\
e«—1—1—

fori <—0to k do
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2(loga;+u;logn)-loge .
"4 log(32/3i) >

Si <~ GENSEL(n,w,m);
return {S0,Si,...,Sk}]

Wniosek 1. Dla_ustalonych n = 2k > 01i S > 0 algorytm GenSelFamily
generuje rodzine S = {So, Si, m.., S;}, gdzie Si jest (21,n)-selektorem o diugosci
0 (2*logn), z prawdopodobienstwem prztjnajmniej 1 —86,

Tabela 1
Sumy diugosci selektorow w rodzinach generowanych przez algorytm
GenSelFamily
6 nN=4 n=16 n=64 n=25 n=1024 n —409 n = 16384
0.1 1062 6463 35120 181338 897833 4297269 20037549
0.01 1282 6831 35637 182004 898647 4298229 20038659
0.001 1500 7195 36145 182660 899447 4299170 20039749
0.0001 1719 7557 36653 183310 900242 4300116 20040836

W tablicy 1 zebrane zostaty fgczne diugosci rodzin generowanych przez algorytm
GenSelFamily, dla réznych wartosci n i 6. Jak widzimy, zmniejszanie prawdo-
podobieAstwa btedu 6 ma niewielki wptyw na dtugosc selektoréw. Jest to bardzo
istotne w sytuacji, gdy nie dysponujemy efektywnymi metodami sprawdzenia, czy
otrzymane rodziny Si rzeczywiscie sg selektorami.

3. Symulacje, dyskusja wynikow

W poprzednim rozdziale pokazano probabilistyczng metode generacji ro-
dzin selektoréw dla algorytmu CGR. Pesymistyczne oszacowanie dtugosci sche-
matu 0 (nlog2n) pozostaje w mocy dla dowolnej rodziny, spetniajgcej dyskuto-
wane wczesniej warunki dtugosci pojedynczych selektoréw. Nie wiemy jednak, czy
uzycie konkretnej rodziny wptywa na rzeczywista efektywno$¢ algorytmu (a jesli
tak, to w jakim stopniu).

W celu rozstrzygniecia tej kwestii przeprowadzone zostaty symulacje algo-
rytmu CGR. Mozemy sie spodziewac, ze wyniki symulacji CGR pozostang w mocy
takze dla innych algorytméw wykorzystujacych selektory. Zatozenia symulacji by-
ty nastepujace:

» Badane rozmiary sieci: 64, 128, 256, 512, 1024.

» Dla kazdego rozmiaru sieci wygenerowanych zostato 10 rodzin selektoréw,
spetniajgcych warunki algorytmu CGR, oznaczonych J. Do genera-
cji wykorzystany zostat algorytm GenSelFamily, z prawdopodobiefistwem
btedu S = 0, 001. £acznie wygenerowano 50 rodzin.
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» Dla kazdego rozmiaru sieci symulacje przeprowadzone zostaty na szesciu di-
grafach: drodze symetrycznej (path), cyklu symetrycznym (cycle), digrafie
petnym (complete) oraz trzech digrafach modelujgcych rzeczywiste sieci ra-
diowe (reala, realb, realc). Wykorzystano gotowe digrafy uzywane przez au-
tora we wcze$niejszych badaniach. Procedura konstruowania digrafow mode-
lujgcych rzeczywiste sieci zostata opisana w [1]. Tutaj wspomnijmy jedynie,
ze digrafy tej klasy generowane byly wedtug nastepujgcych szablondw:

—typ a mata $rednica, duze stopnie wejsciowe,
—typ b: $rednica rzedu n2/2, umiarkowane stopnie wejsciowe,

—typ c: $rednica rzedu n, mate stopnie wejsciowe.

» Dla kazdej badanej pary (digraf, rodzina selektoréw) przeprowadzono serie
symulacji. W kazdej symulacji w ramach serii losowana byta numeracja wierz-
chotkéw i identyfikator zrodta. Dtugosc serii ustalana byta dynamicznie, na
podstawie otrzymywanych wynikéw i zadanych parametréw ufnosci. Kon-
kretnie:

—Przyjeto poziom ufnosci 1 —a przy a — 0,05 i pozagdang wzgledng
dtugos¢ przedziatu ufnosci e = 0,01.

—Po kazdych 100 symulacjach wyznaczana byta $rednia dtugos$¢ schematu
Lavg oraz aktualny przedziat ufnosci (t/m?n, Umax). Seria konczyta sie,
jesli dtugos¢ przedziatu ufnosci w stosunku do wartosci $redniej nie prze-
kraczata e, jednak nie pozniej niz po przeprowadzeniu 20000 symulacji.

* Wszystkie symulacje zostaty przeprowadzone na domowym komputerze PC
autora.

Dla kazdego badanego digrafu G zdefiniujmy dwie wartosci: L min{G)
i Lmax(G), odpowiednio $rednig liczbe rund uzyskana na tym digrafie dla "najlep-
szej” i "najgorszej” rodziny selektorow. Przyjmijmy A(G) = Lmax{G)/Lmi,{G).
Tak zdefiniowany parametr Aprzyjmuje wartosci z zakresu (1, 0oo) i dobrze opisuje
wrazliwo$¢ algorytmu CGR na zmiane rodziny selektoréw dla danego digrafu.

* Najwiekszg warto$¢ A (2,05) otrzymujemy dla digrafu completel28 (Lmax =
9,93 dla rodziny G, Lmjn = 4,85 dla rodziny J). Wynik ten oznacza, ze
w pewnych przypadkach mozemy przynajmniej dwukrotnie zwiekszy¢ (lub
zmniejszy¢) efektywnos$¢ algorytmu CGR, zmieniajgc rodzine selektorow.

* Najmniejszg wartoscig A (1,18) charakteryzuje sie digraf realal024 (Lmax =
46,58 dla rodziny D, Lmin = 39,33 dla rodziny F), jednak nawet w tym
przypadku wartoS¢ jest istotnie wieksza od 1. Stad wniosek, ze algorytm
CGR wykazuje sporg wrazliw-08¢ na wybor rodziny selektorow’ w kazdych
warunkach, przynajmniej dla badanych tutaj rozmiaréw' sieci.
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* Wrazliwos¢ jest istotnie réznicowana przez klase sieci (typ digrafu). llustru-
jace to wartosci zostaly przedstawione w tablicy 2. Jak widzimy, algorytm
CGR jest najbardziej wrazliwy na zmiane rodziny selektorow dla sieci pet-
nych, natomiast najmniej dla sieci rzeczywistych typu b. Pozostate klasy
grafow charakteryzujg sie podobng wrazliwoscia.

Tabela 2
Wrazliwo$¢ algorytmu CGR na
wybdr rodziny selektoréw dla
poszczegOlnych klas sieci

klasa Ajnin Ajnax
patii 1,19 1,39
cycle 1,23 1,38
complete 1,66 2,05
real a 1,18 1,38
real b 1,13 1,32
real c 1,22 1,39

Dla wszystkich klas sieci, z wyjatkiem sieci petnych, obserwujemy wyrazny
spadek wartosci A wraz ze wzrostem rozmiaru sieci. Oznacza to, ze wybor
”dobrego” selektora jest bardziej kluczowy w sieciach o mniejszym rozmiarze.
Zaleznos$¢ te ilustruje rysunek 1

15
14
13

12

10
64 128 256 512 1024

Rys. 1. Sieci rzeczywiste typu b: spadek wartosci A wraz ze wzrostem roz-
miaru sieci

e Obserwujemy silng korelacje w wynikach poszczeg6lnych rodzin selektoréw
dla réznych klas sieci (przjf ustalonym rozmiarze). Przyktadowg zaleznosc
tego typu przedstawia rysunek 2. Oznacza to, ze je$li dla pewnej klasy sieci
rodzina A jest lepsza od rodziny B, to prawdopodobnie bedzie lepsza réwniez
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Rys. 2. Znormalizowane $rednie dtugosci schematu osiggane dla poszczegdl-
nych rodzin selektorow (A-J) w poszczegolnych klasach sieci, przy
rozmiarze n = 512. Obserwujenry wyrazng korelacje

dla innych sieci o tym samym rozmiarze. Wynik ten implikuje interesujace
perspektywy w dziedzinie zastosowan praktycznych. Mozemy sobie wyobra-
zi¢ pule starannie dobranych rodzin selektoréw, zapewniajacych mozliwie
krétkie schematy dla poszczego6lnych rozmiardw sieci. Rodziny z takiej puli
mogtyby by¢ wykorzystywane wielokrotnie, w sieciach dowolnych typow.

4. Podsumowanie

Odpowiedz na sformutowane na poczatku poprzedniego rozdziatu pytanie
jest jednoznaczna. Wybdr konkretnej rodziny selektorbw ma duzy wptyw na wy-
dajnos¢ algorytmu CGR. Wptyw ten maleje wraz ze wzrostem rozmiaru sieci,
pozostaje jednak zauwazalny dla sieci o najwiekszych badanych tu rozmiarach
(1024). Co w-iecej, wyniki symulacji dowodza, ze dla ustalonego rozmiaru sieci
efektywnos$¢ rodziny selektorow” nie zalezy od klasy sieci, co prowadzi do interesu-
jacych konkluzji w kontek$cie zastosowan praktycznych.

LITERATURA

1. Biatogrodzki J.: Implementacja algorytméw” rozsytania i plotkowania w sie-
ciach radiowych. Politechnika Gdanska 2004. Praca magisterska.

2. Bruschi D., Del Pinto M.: Lower bounds for the broadcast problem in mobile
radio netwnrks. Distributed Computing, 10, 1997, p. 129-135.

3. Chlamtac I., Kutten S.: On broadcasting in radio netwrorks - problem analysis



Probabilistyczna generacja selektoréw dla algorytméw 19

and protocol design. IEEE Transactions on Communications, 33, 1985, p.
1240-1246.

4. Chlebus B.S., Ggsieniec L., Ostlin A., Robson J.M.: Deterministic radio bro-
adcasting. Proc. 27th International Colloquium on Automata, Languages and
Programming (ICALP), 2000, p. 717-728.

5. Chlebus B.S., Ggsieniec L., Gibbons A.M., Pelc A., Rytter W.: Deterministic
broadcasting in unknown radio networks. Proc. 11th Annual ACM-SIAM
Symposium on Discrete Algorithms (SODA), 2000, p. 861-870.

6. Chrobak M., Ggsieniec L., Rytter W.: Fast broadcasting and gossiping in
radio networks. Proc. 41st IEEE Symposium on Foundations of Computer
Science (FOCS), 2000, p. 575-581.

7. De Marco G., Pelc A.: Faster broadcasting in unknown radio networks. 1999.
Nie publikowane.

8. Gallager R.: A perspective on multiaccess channels. IEEE Transactions on
Information Theory, 31, 1985, p. 124-142.

9. Indyk P.: Explicit constructions of selectors and related combinatorial struc-
tures with applications. Proc. 13th ACM-SIAM Symposium on Discrete Al-
gorithms (SODA), 2002, p. 697-703.

Recenzent: Dr hab. inz. Adam Czornik

Abstract

Selectors are mathematical objects used by several advanced group commu-
nication algorithms for radio networks. Those include Chrobak-Ggsieniec-Rytter
(CGR) algorithm, which is asimptotically the most efficient broadcasting algo-
rithm for unknown topology radio networks. The article proposes simple Monte
Carlo approach which can be used to generate appropriate selectors and selector
families effectively. That approach was actually used to generate some selector
families for various network sizes. Arising question is whether the arbitrary choice
of selector family affects the performance of algorithms. Generated families were
used in CGR simulations carried out to determine the answer. Results of those
simulations are presented and discussed.



