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SYMULOWANE WYZARZANIE W MAKSYMALIZACJI WAGI LISCI
DRZEWA ROZPINAJACEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono model kombinatoryczny problemu
maksymalizacji wagi liSci drzewa rozpinajacego grafu zwyklego. Szczegdtowo
omowiono trzy procedury generowania drzew sgsiednich do bazowego, ktére,
w procesie poprawy drzewa, sg eksploatowane przez klasyczny algorytm
symulowanego wyzarzania.

SIMULATED ANNEALING IN MAXIMIZATION OF THE LEAFS WEIGHT
OF SPANNING TREE

Summary. In the paper the combinatorial model of the weighted maximum leaf
tree problem of ordinary graph is presented. We give a detailed description of
three procedures of the neighboring trees generation to the basis one which are
exploited during the course of tree improving process realized by the classical
simulated annealing algorithm.

1 Wprowadzenie

Pierwszym, ktory analizowat problem minimalizacji urzadzen posredniczacych
w transmisji pakietéw w sieci komputerowej i sfonnutowat go jako problem
poszukiwania w grafie zwyktym drzewa rozpinajgcego z maksymalng liczbg lisci,
(problem MLSTP (ang. maximum leaf spanning tree problem)), byt Dijkstra (por. [4]).
Problem MLSTP lezy w kregu zainteresowan badan teoretycznych, dotyczacych
okreslonych wiasnosci grafow jak tez praktycznych, przy projektowaniu potgczen
w uktadach scalonych, sieciach telekomunikacyjnych i komputerowych (por., [1], [3],
[4], [6]). Naturalnym uogo6lnieniem problemu MLSTP jest problem WMLSTP (ang.
weighted maximum leaf spanning tree problem), gdzie kazdy z wierzchotkdw posiada
przypisang wage, ktora informuje o przydatnosci wierzchotka do petnienia roli liscia
w drzewie. Lu i Ravi [5] wykazali, ze sg to problemy NP-trudne.

Roznice, wystepujace pomiedzy problemami MLSTP i WMLSTP ilustrujg
przyktady zamieszczone na rysunkach 1 i 2. Dla grafu z rysunku la) drzewo
rozpinajace z maksymalng liczbg lisci (14) jest przedstawione na rysunku Ic), podczas
gdy drzewo z rysunku Ib) posiada tylko 2 liscie. Dla grafu wazonego z rysunku 2a)
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maksymalne drzewo rozpinajgce o wadze 8 jest przedstawione na rysunku 2c),
natomiast drzewo z rysunku 2b) ma, pomimo wigkszej liczby lisci, wage réwng 0.

Rys. 1 Przyktad rozwigzania problemu MLSTP

9

Rys. 2. Przykiad rozwigzania problemu WMLSTP

W rozdziale 2. opisano modele kombinatoryczne probleméw WMLSTP
i MLSTP. Jako algorytm popraw drzewa rozpinajgcego zastosowano klasyczny (stad
pominiecie jego opisu w pracy) algorytm symulowanego wyzarzania SA (ang.
simulated annealing), gdzie najwazniejszg sktadowag algorytmu jest przepis generacji
rozwigzan sasiednich do rozwigzania bazowego, tj. rozwigzania poprawianego
w biezacej iteracji. Po licznych prébach obliczeniowych do generacji drzew sgsiednich
drzewa bazowego zastosowano trzy, opisane w rozdziale 3., procedury losowej
generacji drzew. W rozdziale 4. przedstawiono wybrane z pracy [2] wyniki badan
komputerowych algorytmu SA.

2. Model kombinatoryczny problemu

Dany jest zwykty graf spojny G = (V, E ) i funkcja w: V -> R+u {0},
okreslajgca wage W kazdego wierzchotka j e V, gdzie V= {1, .../, .., n} - zbiér
wierzchotkéw grafu, E - zbior krawedzi, IE\=m >n-1, lii- liczba elementéw zbioru
E. Przyjeto nastepujgce oznaczenia:

T=(V,Et)- drzewo rozpinajace w grafie G,

gdzie: (Ejc:E)a (|-£y| = n-1) a ( T - grafacykliczny),

N(f) = § {/,/} e E) - zbior wierzchotkdw sasiednich do wierzchotka ie V w G,
oqi) = {{i,j}: {/./} g E }- zbior krawedzi incydentnych do wierzchotkaie V w G,
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Sj) = U/} {i,j} e Et}- zbior krawedzi incydentnych do wierzchotkaie Vw T

W problemie WMLSTP poszukiwane jest drzewo rozpinajace T w grafie G,
w ktorym suma wag lisci jest maksymalna, tj.:

X Wj — max
jelp

gdzie: LT={ie V: ISj{i)1 = 1}- zbidr lisci drzewa T ;
natomiast w problemie MLSTP poszukiwane jest drzewo rozpinajgce z maksymalng
liczbg lisci: \Lt\ — max.

Garne ograniczenie wartosci funkcji celu UB (ang. upper bound) w problemie
WMLSTP, poprzez optymalng warto$¢ funkcji celu dla drzewa rozpinajgcego w grafie
peinym, jest nastepujgce:

X w- <UB= Z w-- minwe
jeLT y=i J

podczas gdy w problemie MLSTP: UB =n -1 (liczba lisci w drzewie typu gwiazda).
3. Procedury generacji drzew sasiednich

W procesie poprawy rozwigzania bazowego poszukiwane jest rozwigzanie
lepsze wjego sasiedztwie i podstawowym problemem jest sposéb oraz koszt generacji
rozwigzan sasiednich do bazowego. Mozna tu zastosowac ,proste i tanie” reguty
generacji na zasadzie ,,swobodnych” modyfikacji rozwigzania bazowego i ponosic¢
znaczne koszty sprawdzania dopuszczalnosci generowanych rozwigzan. Sprawdzanie
dopuszczalnosci rozwigzania problemu WMLSTP jest zadaniem czasochtonnym,
zwhaszcza gdy okazuje sie, ze wiekszos¢ z generowanych w ten sposob rozwigzan nie
jest drzewem i trzeba je po prostu naprawiac lub odrzuca¢. Po negatywnych wynikach
préb, podejscie to odrzucono, decydujac sie na metody generacji drzew, polegajace na
usuwaniu krawedzi drzewa bazowego i wstawianiu nowych w sposob kosztowniejszy,
ale kontrolowany. W opisanych ponizej procedurach proces generowania drzew
sgsiednich wyglada nastepujgco: (i) usuwana jest wybrana krawedz lub krawedzie
zdrzewa bazowego, (ii) drzewo bazowe traci sp6jnos¢ i w wyniku tego powstaja
skfadowe spojne Ty, T2 Tk drzewa, ktdre sg identyfikowane za pomocg standar-
dowego algorytmu przeszukiwania grafu DFS (ang. depth-first search), (iii) nastepuje
faczenie skfadowych za pomocag wybranych krawedzi w nowe drzewo rozpinajace.
Ztozonos¢ obliczeniowa tych krokéw w istotny sposob wptywa na efektywnosc
algorytmu popraw.

Na podstawie przegladu rozwigzan, znajdujacych sie w literaturze (np.[1], [5])
i badan witasnych opracowano i przetestowano trzy procedury generowania losowego
drzew sasiednich do poprawianego drzewa bazowego.

Procedura 1-change. Niech V’= {ie V: \5j(i) I> t} jest zbiorem wierzchotkéw
drzewa T, ktore nie sg lis¢mi. Wyznaczamy z rozktadem losowo réwnomiernym
wierzchotek i ze zbioru V ’, oznaczenie stosowane w pracy: / = random (V) oraz,
takze losowo, krawedz {/ , _/}, gdzie j = random{ {k e N(i): {i, k} e A{)} ). Po
usunieciu krawedzi {i ,j} z drzewa bazowego otrzymujemy dwie roztgczne sktadowe
T i Ti drzewa bazowego T, gdzie identyfikacja wierzchotkéw przynaleznych do
sktadowych V(Tt), V(T2 jest wykonana za pomocg algorytmu DFS, w czasie 0{n+mT),
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poniewaz dla drzew liczba krawedzi mr =n -1, stad w tym przypadku ztozonos¢ DFS
jest O(/?). Wierzchotek /e F(7j) taczymy z losowo wybranym wierzchotkiem
v=random{V(T2 n JV(/)), krawedzig {/, v}, gdzie v . Biorgc pod uwage ztozonos¢
obliczeniowg O(n) procedur losowania wierzchotkdw i algorytmu DFS, ztozonos¢
obliczeniowa wygenerowania jednego z 2m-1 drzew sasiednich do bazowego jest
0 (.
Procedura l-excliange. Identycznie jak w procedurze 1-change usuwamy w czasie
O(n) losowo wyznaczong krawedz {/,j) i otrzymujemy dwa rozigczne podzbiory
wierzchotkéw V(T{) i V(T2). Nastepnie wyznaczamy zbior krawedzi U= {{v, ji}
(ve V(TV)) a (jje V(PY) a ({v, /j} e £)}, ktore moga potgczy¢ skltadowe 7j i T2
w drzewo. Nastepnie ze zbioru U wybieramy losowo krawedz {k, 1} = random{U)
zastepujac nig dopiero co usunieta. Czynno$¢ wyznaczenia krawedzi {k, 1} ma
ztozonos¢ O(w), stad losowa generacja jednego z m{n -1) drzew sasiednich ma
ztozono$¢ obliczeniowg O(n+m).
Procedura k-change. Niech V= {i e V: ISj{i) | > 1} jest zbiorem wierzchotkéw drze-
wa bazowego T, kt6re nie sa lisémi. Wyznaczamy losowo wierzchotek i= random(V)
lusuwajac wszystkie krawedzie incydentne do i w drzewie T, tj. krawedzie zbioru

otrzymujemy sktadowe 7j, T2 ..., Tk; 2 <k <n , drzewa bazowego, gdzie takze
identyfikacja wierzchotkéw przynaleznych do sktadowych F(7j), V(12),..., V(TK) jest
wykonana w czasie O(;?) przez algorytm DFS. Nastepnie w czasie O(«), dla/j = 1,2,

k wyznaczane sg losowo krawedzie {i,j* }, taczace izolowany wierzchotek i ze

sktadowymi T\,.., TM...., Tk w drzewo sasiednie, gdzie j u=random (V(TP)).

Warto odnotowac¢, ze w przypadku réwnosci  Sj(i) = 5c¢(i) dla wylosowanego
i € V procedury 1-change i k-change wyznaczajg ponownie drzewo bazowe, co
moze sie czesto zdarza¢ w przypadku grafu rzadkiego. W takim przypadku warto
sprawdzaé wymieniony warunek i przerywac¢ obliczenia.

W badanym algorytmie symulowanego wyzarzania proba poprawy drzewa
bazowego polega na zastosowaniu, z prawdopodobieristwem 1/3, jednej z opisanych
procedur i sprawdzeniu jakosci wylosowanego drzewa sasiedniego.

4. Wybrane wyniki badan i uwagi koricowe

Dla klasycznego algorytmu SA i zaproponowanych procedur generacji drzew
sgsiednich przeprowadzono badania numeryczne, jezyk C++, procesor: 15 GHz
i 1GB pamieci operacyjnej, w celu okreslenia relacji czasowych w zalezno$ci od
rozmiaru problemu i jakosciowych w stosunku do wynikéw uzyskanych przez
heurystyki konstrukcyjne. Losowo wygenerowano instancje probleméw dla liczby
wierzchotkéw grafu n = 25, 50, 75, 100, 125, 150, 175, 200, 225 i 250, przy czym
wagi wierzchotkéw wybrano losowo ze zbioru { 1, 2,..., 5}. Dla kazdego n utworzono
50 instancji testowych (20 - grafy typu siatka, 10 - grafy kubiczne, 20 - grafy
z losowymi potaczeniami), a dla kazdej instancji testowej wykonano 10 proceséw
optymalizacji z uzyciem tych samych parametrow.

Badany algorytm SA okazat sie metoda optymalizacji, ktéra w stosunkowo
szybkim czasie znajduje rozwigzania dla duzych instancji. W tabeli 1 przedstawiono
przyktadowe zaleznosci czasu obliczen, $redni czas w sekundach, od rozmiaru
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problemu n i liczby iteracji / algorytmu dla statej temperatury poczagtkowej = 100
i statej liczby préb w jednej iteracji = 20.
Tabela 1
Sredni czas obliczeri algorytmu SA

n/l 100 500 1000 1500 2000
25 0,09 0,41 0,80 1,29 161
50 0,17 0,78 1,50 2,25 2,98
75 0,23 1,14 2,22 3,21 4,39
100 0,31 1,48 2,90 4,32 5,73
125 0,39 1,84 3,61 5,39 7,12
150 0,45 2,19 4,28 6,42 8,50
175 0,54 2,58 5,02 7,51 10,00
200 0,61 2,92 5,73 8,56 11,39
225 0,72 3,31 6,52 9,61 14,19
250 0,77 3,98 7,14 11,80 15,62

Srednia poprawa rozwigzan przez algorytm SA w stosunku do najlepszych
uzyskanych przez 90 badanych heurystyk konstrukcyjnych (por. [2]) wynosi 14,8 %.
Jest to wartosc¢, ktéra pozwala na okreslenie algorytmu SA z zaproponowanymi trzema
procedurami generacji rozwigzan sasiednich, metodg skuteczng w znajdowaniu
rozwigzan dobrych jakosSciowo. Ponadto algorytm cechuje sie bardzo dobrym
wskaznikiem poprawy losowych rozwigzah poczatkowych, ktdry dla instancji
testowych wynosi $rednio 47%. Przyktadowy przebieg procesu optymalizacji
przedstawiono na rysunku 3, gdzie takze zaznaczono spadek temperatury podczas
procesu. Zauwazmy, ze proces poszukiwania z podzbioru rozwigzan dobrych w
sgsiedztwie rozwigzania poczatkowego przemiescit sie przez ,obszar” rozwigzan
gorszych do podzbioru rozwigzan lepszych.

temperatura T Wartos$¢ fukcji celu

Iteracje algorytmu

Rys. 3. Przyktad przebiegu procesu optymalizacji za pomocg algorytmu SA
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W zakonczeniu podkreslamy, ze z jednej strony zaproponowane procedury
posiadajg matg ztozono$¢ obliczeniowa jednego kroku O(«) lub 0(n+m) umozliwiajac
realizacje procesu poprawy drzew duzego rozmiaru, a z drugiej, sg skutecznym
narzedziem do wykonania procesu popraw, poniewaz zapewniajg wystarczajgce
réznicowanie procesu poszukiwania nowych drzew.
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Abstract

In the paper the combinatorial model of the weighted maximum leaf spanning
tree problem of ordinary graph is presented. We give a detailed description of three
procedures of the neighboring trees generation to the basis one which are exploited
during the course of tree improving process realized by the classical simulated
annealing algorithm. When tested on benchmark problem instances, algorithm SA
equipped with proposed three procedures proved capable of achieving good results,
both time expense and optimum seeking, e.g. the mean improvement of the best
constructive heuristic solutions of 5000 computational experiments is equal 14,8%.



