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GENEROWANIE SASIEDZTWA W ALGORYTMACH LOKAL-
NYCH POSZUKIWAN UPORZADKOWANEGO KOLOROWANIA
GRAFOW

Streszczenie. Przedstawienie rozwigzan probleméw kombinatorycznych
w postaci permutacji daje podstawy do konstrukcji algorytméw lokalnych
poszukiwan. Uporzadkowane pokolorowanie grafu mozna zapisaé w postaci
permutacji wierzchotkéw grafu. Podstawowe operacje, prowadzace do gene-
rowania sasiedztwa rozwigzania, to zamiana dwoch elementéw lub przesu-
niecie elementu permutacji. W artykule wskazujemy metode, pozwalajaca
na wykonanie takich operacji w czasie 0(m), przy zatozeniu, ze dane jest
drzewo eliminacji wyjsciowej permutacji.

NEIGHBORHOOD GENERATION IN LOCAL SEARCH ALGO-
RITHMS FOR VERTEX RANKING OF GRAPHS

Summary. Representing solutions to combinatorial problems as permuta-
tions allows us to use local search algorithms for solving them. A vertex
ranking of a graph can be represented by a permutation of the vertices
of the graph. Basic operations for generating a neighborhood of a current
solution are swapping two elements of the permutation or changing a posi-
tion of an element. We show how to perform such operations in time 0{rn)
assuming that an elimination tree of the current permutation is given.

1. Wprowadzenie

Uporzadkowane k-pokolorowanie wierzchotkdw grafu prostego G = (V, E)
to funkcja c: V —a {l,...,fc} taka, ze kazda Sciezka taczaca dwa wierzchot-
ki u,u o jednakowym kolorze (tzn. c(u) = c.(v)) zawiera wierzchotek w taki,
ze c(w) > c(u). Najmniejsza liczba k, dla ktorej istnieje uporzgdkowane k-
pokolorowanie, to uporzadkowana liczba chromatyczna grafu G, oznaczana sym-
bolem Xr{G). Méwimy, ze c jest optymalne je$li uzywa Xr(G) kolordw.

Problem uporzgdkowanego kolorowania grafow jest obliczeniowo trudny
w ogoélnosci [7] oraz dla graféw dwudzielnych [1] i cieciwowych [4]. Z drugiej stro-
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ny, istnieje szereg klas graféw, dla ktérych optymalne rozwigzanie mozna znalez¢
w wielomianowym czasie: drzewa [8], grafy przedziatowe, permutacyjne, grafy tu-
kow (ang. circular-arc) [3]. Dla graféw ogolnych znany jest wielomianowy algorytm
przyblizony o funkcji dobroci O (log2n), gdzie n jest liczbg wierzchotkéw grafu
[2], Uporzadkowane kolorowanie wierzchotkow grafu znajduje zastosowanie przy
réwnolegtej faktoryzacji symetrycznych i dodatnio okreslonych macierzy metodg
Choleskiego [5, 6].

Problem wyznaczania optymalnego uporzgdkowanego pokolorowania jest
rébwnowazny problemowi szukania drzewa eliminacji o minimalnej wysokosci.
W nastepnym rozdziale zostanie podana definicja drugiego z probleméw oraz zo-
stang wskazane pewne zwiazki tgczace oba problemy. Podstawowym faktem, ktéry
bedziemy wykorzystywac, jest to, ze kazdemu drzewu eliminacji odpowiada pewna
pennutacja wierzchotkéw grafu. To stwarza podstaw}" do konstrukcji metaheury-
styk lokalnych poszukiwan, ktére operujg wytgcznie na permutacji wierzchotkéw
grafu. Funkcja kosztu dla danej permutacji jest wysoko$¢ odpowiedniego drzewa
eliminacji (lub réwnowaznie liczba koloréw w odpowiednim uporzgdkowanym po-
kolorowaniu). Rozdziat 3. podaje twierdzenia, ktére pozwalajg dokona¢ pewnych
modyfikacji danej permutacji i obliczy¢ zmiane funkcji kosztu w czasie 0(m),
gdzie m jest liczbg krawedzi grafu G. Obliczenie drzewa eliminacji dla premutacji
na podstawie grafu G wymaga czasu O(mlogn), gdzie n jest liczbg wierzchotkéw
grafu [6]. Rozdziat 4. zawiera krotki opis wykorzystania podanych twierdzen do
konstrukcji metaheurystyk lokalnych poszukiwan.

2. Drzewa eliminacji

Niech bedzie dany graf prosty G oraz pewna pennutacja jego wierzchotkéw
p = (p(l),... ,p(n)). Przyjmijmy, ze Gp(0) = G. Eliminacja wierzchotka p(i)
polega na dodaniu do grafu Gp(i—1) krawedzi w taki sposéb, aby wszyscy sasiedzi
p(i), nalezacy do zbioru {p(i + 1),... ,p(n)}, tworzyli podgraf petny w Gp(i —1).
Nowo utworzony graf to Gp(i). Dla skrocenia zapisu oznaczamy Gp[n) — Gp.

Definicja 1. Drzewem eliminacji nazywamy zakorzenione drzewo Tp, w ktorym
wierzchotek p(i) jest ojcem wierzchotka p (j), o ile

1i>j,
2- {p(i).p{i)} € E(GP),
3. {p(i),p(k)} i E{Gp), dlak=i+1,...,j- L

Przez h(Tp) oznaczamy wysokos¢ drzewa Tp, ktorg definiujemy jako dtugos¢ naj-

dtuzszej Sciezki (dtugosé sciezki definiujemy jako liczbe jej krawedzi) tgczacej ko-

rzen z lisSciem. Symbol h(G) oznacza wysoko$¢ najnizszego drzewa eliminacji.
Ponizsze twierdzenie wskazuje na rownowaznos¢ problemdéw' szukania opty-

malnego uporzadkowanego pokolorowania oraz drzewa eliminacji o minimalnej
wysokosci.
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Twierdzenie 1. ([3]) Dla danego grafu prostego G zachodzi h(G) + 1= Xr{G). O

Co wiecej, dysponujgc drzewem eliminacji Tp, mozemy utworzy¢ uporzad-
kowane (h(Tp) + I)-pokolorowanie w taki sposéb, iz wierzchotki nalezgce do ¢-tego
poziomu w drzewie otrzymuja kolor i (korzen drzewa nalezy do poziomu numer
h(Tp) + 1 oraz jesli pewien wierzcholek nalezy do poziomu numer i, to wszyscy
jego synowie nalezg do poziomu i + 1).

3. Podstawowa operacja modyfikacji permutacji

W dalszej czesci bedziemy potrzebowaé kilku pojec¢ z teorii graféw. Niech
bedzie dany graf prosty G = (V(G),E(G)). Czesto piszemy V lub E zamiast
V(G) lub E(G). Grafjest spdjny jesli kazda para jego wierzchotkéw jest potgczona
Sciezka. Jesli S CV,to G- 5 = (VN S{{u,u} € E :u,v £ 5}). Zbibr S jest
separatorem grafu G jesli G—S nie jest spojny. Kazdy maksymalny spéjny podgraf
G jest nazywany jego sktadowa spéjnosci.

Dla danego drzewa eliminacji Tp oraz dowolnego wierzchotka v € V definiu-
jemy Tp[v] jako poddrzewo Tp indukowane przez wszystkich potomkdw wierzchotka
v (Wraz z v) w drzewie Tp. Ponadto niech Tp —v = Tp - V(Tp[v]).

W niniejszym rozdziale zakladamy, ze permutacja p: V —{1,... ,n} jest
dana, gdzie n —|Vj. Definiujemy permutacje p’ nastepujaco:

p' = {p{1),... ,p(i - 1),p{i),p(i), . **,p(n)). (1)

limymi stowy, p' powstaje z p poprzez przesuniecie wierzchotka p(j) na ¢-ta pozy-
cje. Naszym celem jest obliczenie drzewa eliminacji Tp>przy zatozeniu, ze Tp jest

Zauwazmy, ze p* mozna otrzymac z p poprzez dokonanie 0(\i —j\) zamian
sgsiednich elementow. Zaktadamy dalej, ze

pr={p(),....p(i- ),p(t+ 1),p(t),p(f + 2),...,p(n)). (2)
Lemat 1. Jesli p(i) oraz p{i 4-1) nie sg spokrewnione w Tp, to Tp = Tp=>

Dowdd. Zauwazmy, ze Gp(i —1) = Gp>(i —1). Z faktu, ze wierzchotki p(i) oraz
p{i + 1) nie sa spokrewnione w Tp wynika, ze nie sg one sagsiednie w Gp(i - 1),
gdyz  przeciwnym wy»adku bytyby spokrewnione w Gp i na mocy definicji mie-
libySmy, ze p(i + 1) jest ojcem p(i) w Tp. Niech Xi,Xi+i C {p(i + 2),.. .,p(n)}
oznaczajg sasiaddw wierzchotkéw p(i),p(i + 1) w grafie Gp(i - 1). Eliminacja p(i)
prowadzi do utworzenia grafu Gp(i), w ktérym sgsiedztwo (uwzgledniamy ponow-
nie tylko wierzchotki, ktore nie zostaty jeszcze wyeliminowane) p(i + 1) to zbior
JQH. Podobnie sasiedztwem p(i) w G”ii - 1) bedzie Xj. Oznacza to, ze eliminu-
jac p{i),p(i + 1) w dowolnej kolejnosci, utworzymy w obu przypadkach podgrafy
petne ztozone z wierzchotkdw™ Xj i Xj+1, wiec Gp(i + 1) = Gy (f + 1). O
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Rozwazamy zatem w dalszej czesci sytuacje, gdy p(i),p(i + 1) sg spokrew-
nione w Tp. Wprost z definicji drzewa eliminacji wynika, ze w takim przypadku
p(i + 1) jest ojcem p{i).

Lemat 2. ([6]) Dla dowolnego v € V, wierzchotki poddrzewa Tp[v] indukujg spéjny
podgrafw G. O

Lemat 3. ([6]) Wierzchotki p(i) oraz p{j) sa sasiednie w Gp wtedyi tylko wte-
dy, gdy sa one potaczone w G $ciezkg zawierajgcg wierzchotki nalezace dozhic

{p),....p(min{i,j} - 1)}. O
Procedure obliczajacg Tpi mozna opisaé nastepujaco.
1 ojcem wierzchotka p(i) w Tp>jest ojciec p(i + 1) w Tp,
2. ojcem wierzchotka p(i + 1) w Tpi jest /;(?7);

3. ojcem p(l) w Tpi jest p(i + 1) dla kazdego potomka p(l) wierzchotka p(i)
w Tp takiego, ze p(i +1) jest sgsiedni w G do pewnego wierzchotka skladowej
spojnosci indukowanej przez wierzchotki poddrzewa Tp[p()];

4. dla pozostatych wierzchotkdw p(l), ojciec w Tpt jest taki, jak ojciec p(l) w Tp\

Lemat 4. Powyzsza procedura wyznacza drzewo eliminacji Tp<dla pennutacji p'
danej wzorem (2).

Dowdd. Dowodzimy, ze ojcem (oznaczmy go przez p(t)) wierzchotka p(i) w Tpt
jest ojciec p(i + 1) w Tp. Z lematu 3 wynika, ze istniejg Sciezki w G, tgczace
odpowiednio p(i) z p(z-t-1) oraz p(?'+l) z p{t), obie ztozone z wierzchotk6w ze zbioru
(p(D),..., p(i)}. Oznaczato istnienie odpowiedniej Sciezki pomiedzy p(i) oraz p{t),
wdec {p(i),p(t)} e E{Gp>. Podobnie mozna pokaza¢, ze {p{i),p{t')} £ E{GP),
gdzie i + 1< t! < t, co oznacza, ze p(t') nie jest spokrewniony z p(i + 1) w Tp.

Dowodzimy, ze ojcem wierzchotka p(i +1) w Tpi jest p(i). Z definicji drzewa
eliminacji wynika, ze wystarczy pokazac, ze {p{i),p{i + 1)} € E(GP). Teza wynika
z lematu 3, gdyz {p(l),...,p(i - 1)} = {?7(1),.. ..p"(i - 1)}.

Niech p(l) bedzie dowolnym potomkiem p(i) w Tp. Niech G! C G bedzie
spojnym podgrafem indukowanym przez wderzchotki poddrzewar Tp[p(l)}. Na mo-
cy lematu 2 taki podgraf istnieje. Z definicji drzewa eliminacji wynika, ze p(l) jest
wierzchotkiem o najwyzszym indeksie w permutacji p, sposrod wierzchotkow™ na-
lezgcych do Tp[p(l)]. Jesli p(i + 1) jest sasiedni do pewmego wderzchotka nalezgcego
do Tp[p(l)], to wrG istnieje Sciezka tgczaca p(l) z p(i + 1), zawderajaca wierzchotki
nalezace do Tp{p(l)\. Na mocy lematu 3 mamy, ze pil) jest synem p(i + 1) w Ty.

Jesli p(l) jest potomkiem p(i) w Tp, to Tp\p{lj) = Tpi\p(1)]. Jesli p(l) nie
jest spokrewniony z p(i) lub p(i + 1) W Tp, to Tp[p()] = Tp>\p()]. Jesli pil) jest
przodkiem p(i + 1) w Tp (lecz nie ojcem), to z definicji mamy, ze zbiory potomkéw'
wderzchotka p{l) w chzewach Tp i Tp>sg rowne. O
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Twierdzenie 2. Niech bedzie dana permutacja p oraz odpowiadajgce jej drzewo
eliminacji Tp. Drzewo eliminacji Tpi, gdzie p' jest dana wzorem (1) mozna wyzna-
czy¢ w czasie 0{m).

Dowdd. Kroki 1 i 2 powyzszego algorytmu mogg zosta¢ zrealizowane w statym
czasie. Czas realizacji kroku 3 jest proporcjonalny do liczby krawedzi podgrafu
G indukowanego przez wierzchotki w Tp[l]. Dla kazdego wierzchotka x oblicze-
nie sasiedztwa wierzchotkow w Tp[x\ w grafie G wystarczy obliczy¢ co najwyzej
jednokrotnie. O

4. Podsumowanie

Twierdzenie 2, podane w poprzednim podrozdziale, mozna wykorzysta¢
do wydajniejszej implementacji metaheurystyk lokalnych poszukiwan. Algorytm,
w ktdrym sgsiedztwo danej permutacji to zbidr wszystkich permutacji mozli-
wych do otrzymania poprzez przesuniecie wybranego wierzchotka p(i) w dowolne
miejsce, ma ztozono$¢ 0(/n2m), gdzie | jest liczbg iteracji gtdwnej petli algo-
rytmu, w ktérej nastepuje wybor najlepszego sasiedniego rozwigzania. Zamiana
dwoch wierzchotkéw p(i),p(j) miejscami moze byé zaimplementowana jako zio-
zenie dwdch przesunieé, wiec taka operacja prowadzi do algorytmu o ztozonosci
podobnej do wymienionego powyzej. Zauwazmy, ze Lemat 1 pozwala na unik-
niecie obliczen w przypadku wdelu zamian elementéw’, jednak w pesymistycznym
przypadku ztozonos¢ algorytmu jest taka jak podano powyzej.
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Abstract

Given a simple graph G, a function c is a vertex ¢-ranking of G if it uses
k colors and each path connecting two vertices with the same colors contains
a vertex with a bigger color. The smallest number k for which there exists a
vertex ¢-ranking is called a vertex ranking number of G and is denoted by Xr(G).
The vertex ranking problem is equivalent to the problem of finding a minimum
height elimination tree of G. This implies that each vertex ranking of G can be
represented as a permutation of the vertices of G, which allows us to use local
search algorithms. In this paper we give an algorithm which for given permutation
p and its elimination tree Tp finds in time O(m) an elimination tree Tp/ where p' is
a permutation obtained fromp by changing the position of a selected element. This
algorithm can be used to improve the efficiency of some local search heuristics.



