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SAMOSTABILIZUJACY SIE ALGORYTM KOLOROWANIA GRA-
FOW DWUDZIELNYCH | KAKTUSOW

Streszczenie. W artykule podano algorytm rozproszonego, samostabili-
zujacego sie kolorowania grafow. Rozwazamy spojny system niezaleznych,
asynchronicznych weztow, z ktorych kazdy posiada tylko i wytgcznie lokalng
wiedze o systemie. Bez wzgledu na stan poczatkowy system powinien o0sig-
gna¢ pozadany stan globalny, wykonujac w kazdym z weztow algorytm dany
w postaci zbioru regut. Zgodnie z naszg wiedzg przedstawiony algorytm jest
pierwszym samostabilizujagcym algorytmem doktadnego kolorowania grafow
dwudzielnych, dziatajacym w wielomianowej liczbie ruchéw.

A SELF-STABILIZING ALGORITHM FOR COLORING BIPARTITE
GRAPHS AND CACTI

Summary. In'the paper a distributed self-stabilizing algorithm for graph
coloring is given. We consider a connected system of autonomous asynchro-
nous nodes, each of which has only local information about the system.
Regardless of the initial state, the system must achieve a desirable global
state by executing a set of rules assigned to each node. Our method based on
spanning trees is applied to give the first (to our knowledge) self-stabilizing
algorithms working in a polynomial number of moves, which color bipartite
graphs with exactly two colors.

1. Wstep

Algorytmy samostabilizujace sie rozwazamy w systemach rozproszonych.
Réznig sie one od innych algorytméw rozproszonych w swej filozofii zapewniania
poprawnosci. Podczas gdy tradycyjnie stosujmy sumy kontrolne, czasem skom-
plikowane schematy potwierdzania i retransmisji, to tutaj konstruujemy algorytm
tak, by z jakiegokolwiek nieprawidtowego stanu po awarii system powrécit w skon-
czonym czasie do stanu poprawnego. Nie zaktadamy wiec nic o stanach poczatko-
wych czy inicjalnych wartosciach zmiennych [2],
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System rozproszony modelujemy grafem G = (V,E), gdzie wierzchotki ze
zbioru V identyfikujemy z jednostkami obliczeniowymi, a krawedzie ze zbioru
E odpowiadaja potgczeniom konninikacyjnym pomiedzy nimi. Zmienne lokalne
kazdej jednostki determinujg jej stan. Sume mnogosciowg stanéw lokalnych po-
szczegblnych jednostek nazywamy stanem globalnym systemu. Spo$rod wszystkich
mozliwych stanéw globalnych wyrdzniamy podzbiér stanéw legalnych. Wykona-
nie algorytmu polega na krokowych zmianach stanéw poszczegélnych wierzchot-
kéw. Zmiane stanu jednego wierzchotka, czyli inaczej mdéwigc zmiang wartosci
jego zmiennych lokalnych, bedziemy nazywac ruchem. Pozgdang cechg algoryt-
mow samostabilizujacych jest doprowadzenie systemu do stanu legalnego przy jak
najmniejszej liczbie ruchdw.

Algorytm dla kazdego wierzchotka u jest dany za pomoca regut postaci:
if p(u) then M, gdzie akcja M opisuje ruch, a p jest warunkiem dotyczacym
stanu wierzchotka u oraz stanéw wierzchotkéw z otwartego sgsiedztwa wierzchotka
u, N(u) = {u|{u,u} £ E}. Jesli warunek p dla wierzchotka u jest spetniony,
to méwimy, ze wierzchotek jest aktywny. Przyjmujemy, ze istnieje demon, ktory
sposrod wierzchotkéw aktywnych wybiera jeden, ktory jako kolejny wykona ruch,
w ten sposéb zadne dwa ruchy nie sg wykonywane w tym samym czasie. Przez
pesymistyczng ztozono$é obliczeniowa algorytmu samstabilizujacego rozumiemy
maksymalng liczbe ruchéw potrzebng do ustabilizowania systemu.

2. Samostabilizujace sie algorytmy kolorowania grafow

Wersje optymalizacyjng problemu wierzchotkowego kolorowania grafow
mozna sformutowa¢ w sposéb nastepujgcy. Dany jest graf prosty G = (V, E).
Szukamy takiej funkcji ¢ : V —» N (pokolorowania), ze dla kazdego u,v £ V jesli
{u,v} £ E to c(v) ™ c(u), funkcje c spetniajgca taki warunek nazywamy pokolo-
rowaniem legalnym. Zadamy, by licznos¢ zbioru przydzielonych koloréw c(V) byta
najmniejsza z mozliwych, takg liczbe oznaczamy y(G) i nazywamy liczba chro-
matyczng G. Problem ten jest klasycznym w teorii graféw i doczekat sie bogatej
literatury i wielu odmian [g]. Pokolorowanie ¢ : V —»N nazywamy pokolorowa-
niem Grundy’ego, jesli dla kazdego wierzchotka v mamy: jesli N 3 i < c(v), to
3ueN(v)c(u) —* W dalszym ciggu bedziemy postugiwac sie nastepujacymi ozna-
czeniami. Niech n = |Vj oznacza liczbe wierzchotkéw w grafie, a m = |f?| liczbe
krawedzi. Ponadto przez deg(u) oznaczymy stopien wierzchotka v w grafie, a przez
A(G) maksymalny stopien wsrdd wszystkich wierzchotkdw.

Temat kolorowania w modelach rozproszonych zostat podjety niedawno
miedzy innymi w pracach Panconesiego i Srinivasana [9], Shamira i Upfala [10],
Kelsena [6] i pdzniej Johanssona [5]. Pole do zastosowan praktycznych zostato
pokazane w pracy [1].

Jeszcze mniej uwagi poswiecono samostabilizujgcym algorytmom koloro-
wania. Sur i Srimani w pracy [11] przedstawili algorytm dokiadnego kolorowania
graféw dwudzielnych, a Ghosh i Karaata w [3] podali algorytm kolorowania gra-
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fow planarnych szescioma barwami. Natomiast w pracy [4] pokazano dwa szybkie
algorytm}’ A(e") + 1 kolorowania dowolnych graféw. Pierwszy z nich Grundy co-
loring jest algorytmem zachtannym - stabilizuje sie w czasie O(m), drugi Fast
coloring - dziata w czasie 0(n).

Sur i Srimani udowodnili doktadno$é swojego algorytmu, nie podali jed-
nak ograniczen na czas dziatania. W niniejszej pracy, przyjmujac taki sam model
obliczen, poprawiamy wynik z roku 1993 w dwodch aspektach. Podajemy dobre
ograniczenie na czas dziatania, oraz opisujemy algorytm dla dowolnych graféw.
Rozwazania zaczynamy od opisu budowy drzewa spinajgcego [7],

2.1. Algorytm dla drzewa spinajgcego

Stan kazdego wierzchotka skiada sie z jednej zmiennej /. Na podstawie
jej wartosci okreslimy relacje ,jest rodzicem” pomiedzy wierzchotkami. Niech v
bedzie dowolnym wierzchotkiem w grafie G. Wybierzmy wierzchotek u w taki
sposob, ze f(u) = minw N(v)f(w) tj. u jest sgsiadem v, ma minimalng warto$¢
/ sposréd wszystkich sasiadow v i jest pierwszym wierzchotkiem o zadanej wia-
snosci. Jesli f(u) < f{v), to méwimy, ze u jest rodzicem v i oznaczamy p(v) = u,
w przeciwnym wypadku przyjmujemy, ze v nie ma rodzica i oznaczamy p(v) =
nuli. Latwo zauwazy¢, ze jesli wszystkie wierzchotki oprdocz korzenia majg swo-
jego rodzica, to wartosci zmiennych / wraz z relacjg ‘jest rodzicem” wyznacza-
ja dla grafu G = (V.E) drzewo spinajace T = (V,E"), w ktdrym zbiér kra-
wedzi skfada sie z tych par wierzchotkéw, ktore sg w relacji ‘jest rodzicem”,
E'= {{v,u} :u,v €V Au—p(v)}. Przyjmujemy, ze dla korzenia wartos¢ /(r)
jest stale réwna 0. Dla pozostatych wierzchotkéw’ algorytm dany jest jedng reguta.

Algorytm 1. Drzewo spinajgce

F o ifv+rAf{v) < minueAq,) f(u)
then f(v) = man""jf(u) +1

WezZmy pod mvage dowolnie ustalone drzewio spinajace T = (V, Ep) w G
i krawedZ e = {u,u} € Ep, w ktorej wierzchotek u jest blizej korzenia niz v
w drzewne T. Niech dp(v) oznacza odlegtos¢ (liczbe krawedzi wrnajkrotszej Sciezce)
od wierzchotka v do korzenia. KrawedzZ e nazwiemy dobrze skierowana, jesli / (u) <

10>)
Twierdzenie 1. [7] Algorytm 1 stabilizuje sie w czasie 0(n diam(G)) i zaden
z wierzchotkéw nie wykonuje wiecej niz diam(G) ruchdw.

2.2. Optymalne kolorowanie graféw’ dwudzielnych

Zaprezentowany ponizej algorytm kolorowania opiera sie na prostym po-
mysle. Uzyjemy funkcji okreslajacej parzystos¢ A :N U {0} —{0,1}, okreslonej
w naturalny sposob: A(¢) = ¢ mod 2, aby podzieli¢ zbiér dostepnych koloréw’ na
dwa podzbiory: koloréw parzystych {c £ Af U {0} : A(c) — 0} i koloréw niepa-
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rzystych {c € AU {0} : A{c) = 1}. Funkcje parzystosci mozna rowniez okresli¢
inaczej, jesli mogtoby to by¢ uzyteczne.

W dowolnym legalnym pokolorowaniu grafu kazdy wierzchotek musi mie¢
kolor inny niz jego rodzic w dowolnie wybranym drzewie spinajagcym. Dlatego
tez proponowany algorytm przydziela najmniejszy mozliwy kolor nieparzysty, je-
$li rodzic jest pokolorowany parzyscie, a najmniejszy mozliwy kolor parzysty, jesli
rodzic jest pokolorowany kolorem nieparzystym. Dla dowolnie ustalonego wierz-
chotka v kolor taki oznaczmy przez j(v):

y(v) = minflc € N : A(k) $ A(C(p(v))) AVUBN(V)K £ c(u)}.

Zauwazmy, ze wielkos$¢ 7 (1) jest poprawnie zdefiniowana wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje wierzchotek bedacy rodzicem v.

Algorytm 2: Algorytm kolorowania

F if v+ r Af(v) < minwA)/(u)
then f(v) = maxu€tf(8)f(u) + 1

C ifp(v) nuliAc(v) Nj(v)
then c(v) = y(w)

Regula Fjest identyczna jak w przy konstrukcji drzewa spinajgcego w algo-
rytmie 1ijej dziatanie nie zalez}" od reguty C dlatego korzystajgc z twierdzenia 1,
co najwyzej diam(G) ruchdéw zostanie wykonanych przy uzyciu F. Teraz oszacu-
jemy liczbe ruchéw wykonanych zgodnie z regutg C pomiedzy dwoma kolejnymi
ruchami wzgledem reguty F.

WezZmy pod uwage dowolnie ustalony wierzchotek v. Mozemy rozrozni¢ dwa
typy ruchéw wykonanych zgodnie z reguta G mianowicie ruchy zmieniajgce pa-
rzystos¢ zmiennej c(w), ktére nazwiemy ruchami przetaczajacymi oraz pozostate,
ktére nazwiemy ruchami nieprzetgczajacymi.

Twierdzenie 2. Liczba ruchéw przetgczajgcych wykonanych pomiedzy dwoma do-
wolnymi ruchami wykonanymi zgodnie z regutg C nie przekracza rr.

Dowdd. Niech T —(V, E") bedzie lasem w G indukowanym przez relacje p w naste-

pujacy sposéb: u,v GE' u = p(v) lub v = p(u). Zauwazmy, ze w kazdej skia-

dowej grafu T istnieje doktadnie jeden wierzcholek u taki. ze p(u) = nuli. Rozpa-

trzmy dowolny wierzchotek v w T. Niech rv bedzie jedynym takim wierzchotkiem,

ze p{rv) = nuli oraz zaréwno v, jak i rv naleza do tej samej sktadowej T. Poprzez

[r,, v]t 0znaczmy jedyna Sciezke zrvdov w T, [r,,v]= (rv = vo, ta,..., fic = v).
Rozpatrzmy nastepujaca funkcje:

St(p{v)) +1,  p(v) 7*nuli AA(c(p(v)) ™ A(c(w))
St(v) = m St(p(v)), p(v) A nuli AA(c(p(t>)) —A(c(u))
0, p(v) = nuli



Samostabilizujacy sie algorytm kolorowania graféw 79

Intuicyjnie s« (v) jest liczbg krawedzi na $ciezce [rwv]e , ktorych incydentne
wierzchotki sa pokolorowane barwami réznej parzystosci. Prawdziwa jest nierow-
nosé: 0 < st{v) < n. Zauwazmy tez, ze st (v) nie zalezy od wartosci f(x), dla
X [rv,v]x- Rozwazmy teraz wplyw ruchu przetgczajgcego Cwykonanego przez
X 6 [TV\V]r w st {v). Poniewaz rv nie mogt wykona¢ ruchu G wiec x ™ rv. Sg
dwie mozliwosci: jesli v —x, to St{v) wzrasta o 1, w przeciwnym wypadku, jesli
v X, to Sf(v) nie zmienia si¢ lub wzrasta o 2.

W konsekwencji inicjalna warto$¢ s« (v) rézni sie od wartosci koricowej co
najwyzej o n. A poniewaz st {v) wezrasta za kazdym razem, gdy wierzchotek v
wykonuje ruch przetgczajacy, wiec ruchéw tych nie moze byé wiecej niz n2. O

Twierdzenie 3. Algorrjtm 2 stabilizuje sie w 0(mn3diam(C)) ruchoéw.

Dowod. Pokazemy teraz ograniczenie na liczbe ruchow nieprzetaczajgcych pomie-
dzy dwoma kolejnymi ruchami przetaczajacymi. Ruchy nieprzetaczajgce mozemy
podzieli¢ na dwa rodzaje: te, ktére zwiekszajg wartos¢ c(v), nazywane dalej krot-
ko ruchami zwiekszajagcymi oraz pozostate - ruchy zmniejszajagce. Zauwazmy, ze
wykonanie przez jeden wierzcholek dwoch ruchéw zmniejszajacych bez wykonania
W systemie ruchu przetaczajgcego nie jest mozliwe, gdyz v po wykonaniu ruchu
jest pokolorowany legalnie. Tak wiec mozliwy jest tylko jeden ruch zwiekszajacy
i to jako pierwszy w serii ruchéw nieprzetaczajacych. Warto$¢ c(v) ustalona po
tym ruchu nalezy do zbioru deg(u) najmniejszych wartosci koloréw' o danej parzy-
stosci. Wobec tego liczba nastepujgcych ruchéw zmniejszajgcych nie przekracza
deg(u). Sumujac po wszystkich wierzchotkach otrzymujemy, ze liczba wszystkich
ruchéw nieprzetgczajacych pomiedzy dwroma kolejnymi przetaczajacymi ruchami
w systemie nie przekracza 2m.

Ostatecznie korzystajac z twierdzenia 3 i twierdzenia 2 otrzymujemy, ze
algorytm wykonuje co najwyzej 2m ruchéw nieprzetgczajacych pomiedzy dwoma
kolejnymi sposrod co najwyzej n2 ruchow przetgczajacych Cdla kazdego sposrod
co najwyzej ndiam(G) ruchéw F. Po przemnozeniu uzyskanych ograniczen uzy-
skujemy gorne ograniczenie o (mn3diam(C)) ruchéw, co korczy dowod. O

Twierdzenie 3 méwi, ze system sie ustabilizuje. Musimy jeszcze wykazac,
ze otrzymany wynik odpowiada naszym oczekiwaniom.

Twierdzenie 4. Algorytm 2 znajduje legalne pokolorowanie grafu G.

Dowoéd. Przypusémy, ze system jest stabilny, wtedy zaden wierzchotek nie jest
aktywny i korzystajgc z fatszywosci predykatu reguty C mamy, ze kazde dwa
wierzchotki sg pokolorowane réznobarwmie, a wiec pokolorowanie catego grafu jest
legalne. O

Twierdzenie 5. Algorytm 2 nie uzywa wiecej niz dwéch koloréw, jesli G jest
dwudzielny.

Dowdd. Przypusémy przeciwnie, ze G jest dwuidzielny, a algorytm 2 stabilizuje
sie, uzywajac wdecej niz dwoch kolorowe Zatem musiaty by¢ uzyte co najmniej
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dwa kolory parzyste lub nieparzyste. Bez straty ogélnosci wybierzmy wierzchotek
v sposrod tych, dla ktorych uzyto drugiego z kolei koloru parzystego c. Jesli v
nie jest aktywny, to musi istnie¢ jaki$ sasiad u € N(v) pokolorowany pierwszym
kolorem parzystym. Wtedy jednak zaréwno v ~ p(u) jak i u ™ p(v). Musi wiec
w G istnie¢ cykl zawierajacy u, v i ich wspdlnego rodzica. Cykl ten ma nieparzystg
dtugos¢, sprzecznos¢ z dwudzielnoscig G. O

2.3. Uwagi o kolorowaniu kaktuséw i grafow ogélnych
Warto zauwazy¢, ze algorytm 2 moze by¢ zastosowany do dowolnego grafu,
niekoniecznie dwudzielnego. Co wiecej, prawdziwy jest nastepujgcy wniosek.

Whniosek 1. Graf G jest kolorowany algorytmem 2 w ciggu 0(mn3diam(G)) ru-
chow, przy uzyciu co najwyzej 2A koloréw.

Niestety jest to wynik staby w poréwnaniu z innymi znanymi algorytma-
mi dla graféw ogdlnych. Przyktadowo algorytm pokazany w pracy [4] uzywa co
najwyzej A + 1 koloréw i dziata szybciej, mozna jednak bez trudu skonstruowac
graf dwudzielny, ktory zostanie pokolorowany tym algorytmem doktadnie A + 1
kolorami. Oczywiscie nic podobnego nie moze sie zdarzy¢ w wypadku algorytmu 2.

W ogoélnosci algorytm 2 nie koloruje grafow trojdzielnych optymalnie. Mo-
zemy jednak sformutowac dobre ograniczenie na liczbe uzytych koloréw dla pewnegj
rodziny grafow tréjdzielnych, mianowicie kaktusow.

Twierdzenie 6. Kaktus G jest kolorowany przez algorytm 2 przy uzyciu co naj-
wyzej 4 kolorow.

Dowdd. Dowiedziono, ze algorytm stabilizuje sie. Wystarczy pokaza¢, ze w przy-
padku kaktusow liczba uzytych koloréw nie przekroczy 4. Niech wobec tego G be-
dzie kaktusem, a T jego drzewem spinajacym utworzonym w trakcie dziatania al-
gorytmu. Rozpatrzmy dowolnie ustalony wierzchotek v € G nie bedacy korzeniem.
Niech Na(v) = {u € N(v) : A(u) = A(v)}, oczywiscie c(v) < 2(JAd (V)| + 1).
Przypusémy, ze u 6 Na(v), wtedy u ” p[v) iv ~ p(u).

Ponadto u nie nalezy do Sciezki [w.rjr, gdyz w przeciwnym wypadku mie-
libySmy Sciezke v = vg, W\, ..., = u, gdzie tg = p(u-1) dlai = 1,2,...,k
i fivi) < f{vi-1) < = < f(vo), co przeczy, ze p(v) jest sasiadem wierzchotka v
takiego, ze f(p(v)) = min{/(w) : w € N(v)}. Podobnie v nie nalezy do Sciezki
[u, rlp- Mamy wiec cykl w G zawierajacy u, v, p(v), ale G jest kaktusem, gdzie kra-
wedz {v,p(v)} moze wystepowaé tylko w jednym cyklu, wobec tego w N~(v) jest
co najwyzej jeden wierzchotek; a wiec c(v) < 4. Poniewaz warto$¢ ¢ dla korzenia
wynosi 0, dlatego dowdd zostat zakoriczony. O
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Abstract

In the paper a distributed self-stabilizing algorithm for graph coloring is
given. We consider a connected system of autonomous asynchronous nodes, each
of which has only local information about the system. Regardless of the initial
state, the system must achieve a desirable global state by executing a set of rules
assigned to each node. Our method based on spanning tree construction is ap-
plied to give the first (to our knowledge) self-stabilizing algorithms working in a
polynomial number of moves, which color bipartite graphs with exactly two co-
lors. The complexity and performance characteristics of the presented algorithms
are discussed. The number of moves performed by the algorithm is bounded by
0(ranzdiam(G)), where diam(G) < n is the distance between the furthest pair
of nodes of the system. Finally, we analyze the performance of the presented al-
gorithm for arbitrary and cacti graphs, stating that they use not more than 2A
colors in general case and not more than 4 colors in the case of cacti.



