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KOLOROWANIE HIPERGRAFOW

Streszczenie. Hipergraf to struktura stanowigca pewne uogolnienie grafu.
Oprécz tradycyjnych krawedzi dwuelementowych dopuszcza ona takze
krawedzie, ktére zawierajg inng, przewaznie wieksza, liczbe wierzchotkdw.
W tej pracy pokazemy kilka modeli kolorowania hipergraféw, takich jak koloro-
wanie krawedzi, kolorowanie wierzchotkéw i tzw. CD-kolorowanie, przedstawi-
my ich podstawowe wiasnosci, ztozonosci oraz wskazemy zastosowania.

HYPERGRAPH COLORING

Summary. A hypergraph is a generalization of a graph in which the edges may
contain any number of vertices. In this paper we discuss a few models of
hypergraph coloring, namely: edge coloring, vertex coloring and mixed coloring.
We present some basic properties of these models, complexity and their possible
applications.

1. Wstep

Rozwazmy zbidr procesoréw, ktore moga wykonywac pewne zadania czastkowe.
Procesory rdznig sie miedzy sobg i kazdy jest wyspecjalizowany w innej czynnosci.
WezZmy teraz zbidr niepodzielnych zadan, przypisanych konkretnym procesorom
w taki sposob, ze kazde zadanie moze by¢ wykonane tylko we wspdtpracy
z ustalonym zbiorem dedykowanych procesoréw. Czas jest podzielony na jednostki
i wykonanie kazdego zadania wymaga jednej jednostki czasu. Zaden procesor nie
moze pracowaé nad wiecej niz jednym zadaniem jednocze$nie. Celem szeregowania
jest utozenie najkrétszego mozliwego harmonogramu.

Rozpatrzmy teraz inny przyklad. Wyobrazmy sobie magazyn odczynnikéw
chemicznych. Wiadomo, ze pewne substancje bedace w poblizu (narazone na
przypadkowy kontakt) moga wejs¢ ze sobg w reakcje. Nie muszg to by¢ tylko dwie
substancje, czasem do reakcji konieczna jest obecno$¢ wigkszej liczby odczynnikéw
np. katalizatoréw. Celem naszym jest takie pogrupowanie odczynnikéw chemicznych,
by nie zachodzita mozliwo$¢ niekontrolowanej reakcji oraz, by uzyta byla jak
najmniejsza liczba pomieszczen.
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Te i inne problemy rozdzialu zasob6w mozna modelowaé za pomocy
kolorowania hipergraféw. W tej pracy rozpatrzymy rézne ich modele. Jednakze nasze
rozwazania rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych definicji.

Hipergrafem H nazywamy uporzadkowang pare H={V,E), gdzie V (lub V(H))
oznacza zbior wierzchotkéw, a E (lub E{H)) oznacza zbiér podzbioréw zbioru V.
Elementy zbioru E nazywa¢ bedziemy krawedziami lub hiperkrawedziami. Krawedz,
ktora zawiera dokiadnie k wierzchotkéw, nazywana bedzie k-krawedzig. Witedy
“He=A nazywamy wymiarem takiej krawedzi. Przez VF(//) oznaczymy wymiar
hipergrafu H, czyli najwiekszy wymiar krawedzi hipergrafu. Hipergraf, w ktorym
wszystkie  krawedzie sg /.'-krawedziami, nazywaC bedziemy hipergrafem
k-jednorodnym lub k-hipergrafem. Stopniem wierzchotka v w hipergrafie H okre$lamy
liczbe krawedzi, w ktorych wystepuje v i oznaczamy A(V). Stopniem hipergrafu H
nazywamy maksymalny stopien po wszystkich wierzchotkach i oznaczamy go A(//).
Liczbe wierzchotkéw w hipergrafie H oznaczamy przez \V(H)\ lub n, a liczbe krawedzi
przez \E{H)\ lub m.

Analogicznie do graféw prostych hipergraf nazywamy prostym, jesli kazde dwie
krawedzie maja najwyzej jeden wspdlny wierzchotek. Jest to na pierwszy rzut oka
bardzo niewielka klasa hipergrafow, ale na tyle duza, by pomiesci¢ w sobie wszystkie
grafy proste (czyli rézne od multigraféw). Kazdemu hipergrafowi H=(X,E)
odpowiada pewien graf dwudzielny B{H), ktory skiada sie z partycji wierzchotkow
odpowiadajacych wierzchotkom w H i partycji wierzchotkéw odpowiadajacych kra-
wedziom w H. Krawedz miedzy dwoma wierzchotkami wystepuje, jesli w hipergrafie
odpowiadajace im wierzchotek i krawedz sg incydentne. O hipergrafie H méwimy, ze
jestplanarny, jesli planarny jest odpowiadajacy mu graf dwudzielny B{H). Zauwazmy,
ze definicja taka poprawna bedzie takze dla zwyklych graféw, poniewaz
przeksztatcenie grafu prostego G w B{G) oznacza przedzielenie kazdej krawedzi w G
dodatkowym wierzchotkiem, a to nie wptywa na planarno$¢. Planarnos¢ hipergraféw
mozemy zdefiniowaé takze w bardziej intuicyjny sposob. Przedstawmy hipergraf na
ptaszczyZnie. Niech krawedzie beda pewnymi figurami na plaszczyznie, ktére na
swoim obwodzie maja odpowiadajgce im wierzchotki hipergrafu. Hipergraf jest
planarny, gdy da sie go tak narysowa¢, ze jedynymi stycznymi punktami wszystkich
figur, odpowiadajgcych krawedziom, sa wierzchotki. Hipergrafem indukowanym
H przez pewien graf prosty G bedziemy nazywaé kazdy taki hipergraf, ze zbiory
wierzchotkéw H i G sa takie same oraz kazda krawedZ w H indukuje pewien spojny
podgraf w grafie prostym G. Hiperdroga nazywa¢ bedziemy hipergraf indukowany
przez pewng droge. Analogicznie definiujemy hiperdrzewa, hipercykle i hiperkota.
Hipergraf z rys. 1 jest przykladem hiperdrzewa. Wystarczy zauwazy¢, ze jest on
indukowany przez drzewo, ktére powstaje przez potaczenie 2-krawedziami
wierzchotka o najwiekszym stopniu z pozostatymi wierzchotkami.

W drugim punkcie zaprezentujemy model kolorowania krawedzi hipergrafu oraz
jego podstawowe whasnosci. Krawedziom przydzielamy barwy w taki sposéb, by
kazde dwie sasiednie krawedzie miaty rézne kolory. W trzeciej czesci zajmiemy sie
tematyka kolorowania wierzchotkéw hipergrafu. Aby poprawnie pokolorowaé
wierzchotki hipergrafu, trzeba tak rozdzielic barwy, by kazda krawedz zawierata
wierzchotki w dwoch réznych kolorach. Istnieje jeszcze inne podejscie do
kolorowania wierzchotkéw, zwane silnym kolorowaniem. Polega ono na takim
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przydzielaniu koloréw wierzchotkom, by zadna krawedz nie zawierata dwdéch
wierzchotkéw tego samego koloru. Ostatni punkt po$wiecony jest uogdélnionemu
kolorowaniu wierzchotkéw, zwanemu kolorowaniem hipergraféw mieszanych lub
CD-kolorowaniem. Hipergraf mieszany posiada dwa rodzaje krawedzi: D-krawedzie,
ktore majg te wkasnos¢, ze musza zawiera¢ przynajmniej dwa wierzchotki réznego
koloru oraz C-krawedzie, ktore muszg zawieraC przynajmniej dwa wierzchotki tego
samego koloru.

Rys. 1 Przyktad hipergrafu H narysowanego na dwa sposoby, (a) Hipergraf H
narysowany w klasyczny sposob, cyfry przy wierzchotkach oznaczajg
optymalne pokolorowanie wierzchotkowe, (b) Hipergraf H narysowany w
sposob uwypuklajacy jego planamo$¢. Cyfry na krawedziach oznaczajg
optymalne pokolorowanie krawedzi

2. Kolorowanie krawedzi

Poprawnym pokolorowaniem krawedziowym hipergrafu nazywamy funkcje
c:E(H)-> {1 taka, ze krawedzie majace wspolny wierzchotek dostajg inny numer,
zwany dalej kolorem. Indeks chromatyczny y'{H) to najmniejsza mozliwa liczba
koloréw potrzebna, aby poprawnie pokolorowa¢ wszystkie krawedzie hipergrafu H.
Sumacyjny indeks chromatyczny to najmniejsza mozliwa liczba koloréw
potrzebna, aby poprawnie pokolorowa¢ krawedzie hipergrafu H w taki sposob, ze
suma koloréw przydzielonych krawedziom, zwana krawedziowa sumg chromatyczng
X'(fy), jest minimalna.

Model ten ilustruje wspomniany we wstepie problem szeregowania zadan
wieloprocesorowych z procesorami dedykowanymi. Niech wierzchotki oznaczajg
procesory, a krawedzie niech reprezentujg zadania. Nie trudno zauwazyé, ze
pokolorowanie takiego hipergrafu bedzie odpowiadato roztozeniu zadarn w czasie.
Znalezienie indeksu chromatycznego jest réwnowazne ustaleniu minimalnego czasu
potrzebnego na wykonanie wszystkich zadan. Znalezienie minimalnej sumy koloréw
i sumacyjnego indeksu chromatycznego pozwala ustali¢ minimalny S$redni czas
przeptywu zadan. Analogiczny model badany byt na przyktad w [7],

Problemy kolorowania krawedziowego hipergrafow z 1-krawedziami i bez
+-krawedzi sg rownowazne, poniewaz dla kazdej 1-krawedzi mozemy dostawi¢ jeden
specjalny wierzchotek wiszacy, zmieniajac 1-krawedZ? w 2-krawedZ. Dlatego
tradycyjnie rozwaza sie kolorowanie krawedzi hipergrafow bez 1-krawedzi.



86 M. Kubale. P. Obszarski. K. Piwakowski

Kolorowanie krawedzi hipergrafu jest problemem NP-lrudnym, poniewaz jest
uogdlnieniem problemu kolorowania krawedzi graféw prostych i multigrafow, ktory
pozostaje NP-trudny.

2-sekcja hipergrafu H to multigraf \1i\2 bez petli na zbiorze wierzchotkéw V{H)
z k rownoleglymi krawedziami pomiedzy wierzchotkami v i u, jesli wystepujg one
razem w k krawedziach w hipergrafle H. Silny stopien wierzchotka Afv) w hipergrafie
H, to stopien tego wierzchotka w multigrafie |//]2- Silny stopien hipergrafu AfJE) to
oczywiscie maksymalny silny stopiert wierzchotkéw hipergrafu. Hipergraf nazywamy
przecinajacym sie, jesli ma takawtasnos¢, ze kazde dwie krawedzie sg sasiednie.

W tabeli 1 podajemy syntetyczny stan wiedzy na temat kolorowania krawedzi
hipergraféw. Pokazujemy gorne oszacowanie lub doktadny indeks chromatyczny oraz
ztozonosé algorytmu znajdujacego ten indeks dla pewnych Kklas hipergraféw.

Tabela 1
Indeks chromatyczny wybranych klas hipergraféw

Klasa hipergrafu Indeks chromatyczny — Ztozono$¢  Zrodio
Ogolne X\H)<2A(H)-\ NP-trudne  [3]
Ogdlne X\H) <L15A(/)I*  NP-trudne [3]
Proste *(*)<iri,5«-2] NP-trudne  [2]
Proste | ’(H) < n* NP-trudne  [4]
Proste X'(H)<As(H)+\* NP-trudne  [1,6]
Proste przecinajace sie X\H) = m <As(H)+l 0 (m) [6]
Bez 2-krawedzi X'(N<LI,5A(MYI-2  ? [3]
Przecinajace sie X\H) = m<V\,5A{H)\ O(/7? [3]
r-jednorodne hipergrafy t(H) = A(H) o777) [1]
peine, r dzieli n
Hipcrdrzewa f(H) = A(H) o777) [14]
* hipoteza

3. Kolorowanie wierzchotkéw

Przez pojecie k-pokolorowania hipergrafu H=(V,E) rozumiemy funkcje
c. K—={12, .. , K taka, ze dla kazdej krawedzi eeE zachodzi [{c(v): v e e}\ > 2
Innymi stowy kolorujemy graf w taki sposob, ze zadna krawedz nie jest
monochromatyczna. Zauwazmy, iz nie ma sensu méwi¢ o kolorowaniu hipergraféw,
ktére majg 1 - krawedzie, poniewaz takiego hipergrafu z definicji nie datoby sie
pokolorowa¢. Dlatego w tym punkcie bedziemy rozwazaé tylko hipergrafy bez
1-krawedzi. Liczba chromatyczng yfH) hipergrafu H nazywamy takie minimalne k, ze
istnieje /.--pokolorowanie hipergrafu.
Model taki pozwala nam przedstawi¢ wspomniany w drugim paragrafie wstepu
problem rozmieszczania odczynnikéw chemicznych w magazynach oraz minimalizacji
ilosci pomieszczen. Przyjmijmy, ze kazda substancja chemiczna reprezentowana jest
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przez wierzchotek w hipergrafie H. Jesli pewna grupa odczynnikéw potencjalnie
reaguje ze sobg, to tworzymy z nich krawedz. Poprawne pokolorowanie takiego
hipergrafu méwi nam jak rozmiesci¢ odczynniki, by nie zachodzito ryzyko
niekontrolowanej reakcji. Znalezienie liczby chromatycznej daje nam wiedze na temat
tego, jaka jest minimalna ilos¢ bokséw w magazynie. Podobny problem postawiony
zostat w [5].

Zauwazmy, ze 2-jednorodne hipergrafy to zwykle graly, wtedy takze
kolorowanie definiuje zwykie kolorowanie graféw. Mozemy zatem bez wahania
stwierdzi¢, ze problem kolorowania wierzchotkéw hipergrafu, jako uogélnienie
problemu zwyktego kolorowania graféw, jest NP-trudny. Dodatkowo Lovasz [13] juz
w 1973 roku pokazal, ze problem sprawdzenia, czy 3-jednorodny hipergraf jest
2-barwny jest NP-trudny. Z kolei Phelps i Rodl [15] udowodnili, ze problem
Ic-kolorowalnosci, nawet dla prostych hipergrafow /-jednorodnych, jest NP-trudny dla
r>3. M. Krivelevich i B. Sudakov [12] pokazali, ze dla pewnego ustalonego r>3 nie da
sie przyblizy¢ liczby chromatycznej /'-jednorodnych hipergraféw z czynnikiem /A £dla
pewnego ustalonego s>0 w wielomianowym wzgledem n czasie.

Kosztem pokolorowania lub suma chromatyczng hipergrafu H=(V,E) nazywamy
2ve|.c(v), gdzie c jest pokolorowaniem. Minimalnym pokolorowaniem nazywamy
pokolorowanie ¢, ktore spetnia Zvsk c(v)=minc6/? (Evsr c’(v)), gdzie F to zbibr
wszystkich  mozliwych pokolorowart hipergrafu H. Sume uzytych koloréw
potrzebnych do minimalnego pokolorowania hipergrafu H nazywamy wierzchotkowa
sumg chromatyczng. Oznaczamy ja przez Z(/7).

W tabeli 2 pokazujemy wartosci liczby chromatycznej oraz sumacyjnego indeksu
chromatycznego dla pewnych wybranych klas hipergraféw, oraz ztozono$¢
algorytméw uzyskujacych takie pokolorowanie.

Tabela 2

Liczba chromatyczna i sumacyjna liczba chromatyczna wybranych klas hipergrafow

Klasa Liczba Ztozonosé Suma chromatyczna Ztozonos¢
hipergrafow chromatyczna
Hiperdrzewa 2 0(/7) 77+1<Z(/N)il 51?3 o ()
Hiperdrogi 2 o(7?) Z(IN=L1,5¢//+1)3H1-17;-1 o(77)
proste
Hipercykle 2,3 0 (? [T+ 1<Z(IN<IT+L77/2] ?
Hiperkota  2,3,4 ? [T A<ZNTH(TT- 1y2 s 7
Petne n o7?) Z(Ih=(I7-0)772 o(7?)
Petne, re/(r-Nl o(77) Z(/7)=0,5(/-1 1)- 0(7?)
/~-jednorodne y.(H)(n mod (r-1))
Planarne 1(H)<4 NP-trudne

4. Kolorowanie hipergraféw mieszanych

Pewnym uogo6lnieniem wierzchotkowego kolorowania hipergraféw jest
kolorowanie hipergraféw mieszanych. Problem ten znajduje wiele zastosowan
zarbwno przy rozwigzywaniu innych probleméw teoretycznych, jak i praktycznych.
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Hipergrafmieszany H=(V,C,D) to trdjka taka, ze Fjest zbiorem wierzchotkéw, aCiD
sg rodzinami podzbioréw zbioru V. Elementy zbioréw C i D nazywa¢ bedziemy odpo-
wiednio C-krawedziami i D-krawedziami. Poprawne k-pokolorowanie c: V—{1, .../c}
hipergrafu mieszanego H-( V,C,D), to takie przydzielenie koloréw wierzchotkom, ze:

e kazda C-krawedz zawiera co najmniej dwa wierzchotki tego samego koloru

(common);

skazda D-krawedZ zawiera co najmniej dwa wierzchotki roznego koloru

odifferent).

O zbiorze wierzchotkbw YczV méwimy, ze jest monochromatyczny, jesli
wszystkie wierzchotki z Y sg jednego koloru, a jesli kazdy wierzchotek jest innego
koloru, to méwimy o takim zbiorze, Ze jest poijchromatyczny. Zauwazmy, ze nie ma
sensu méwi¢ o krawedziach wymiaru 1 w hipergrafach mieszanych, poniewaz
zaréwno kolorowanie D-krawedzi, jak i C-krawedzi wymaga przynajmniej dwoch
wierzchotkéw. Dlatego w dalszej czesci rozdziatu bedziemy przyjmowaé, ze
krawedzie sg przynajmniej dwuelementowe.

Sciste k-pokolorowanie to takie pokolorowanie, w ktorym wszystkie kolory 1,...,k
zostaty uzyte. Jesli graf posiada przynajmniej jedno pokolorowanie, to méwimy, ze
jest kolorowalny, w przeciwnym wypadku méwimy o nim, ze jest niekolorowalny.
Gorna liczba chromatyczna z(H) to najwieksza mozliwa liczba koloréw jaka dany
hipergraf mozna $cisle pokolorowa¢. Dolna liczba chromatyczna yfli) to najmniejsza
mozliwa liczba koloréw jaka hipergraf mozna $cisle pokolorowac. Jesli rozpatrzymy
sytuacje H=(X,0,D), to bedzie to zwyczajne kolorowanie hipergrafu.

Niech rk oznacza liczbe mozliwych ¢-pokolorowaé hipergrafu, przy czym dwa
pokolorowania, ktére dzielg wierzchotki na te same podzbiory, traktujemy jak jedno.
Witedy spektrum chromatyczne bedzie wektorem postaci R {H )= {r\,. Wektorowi
temu odpowiadac bedzie zbiér dopuszczalny S(H), na ktory skladac sie beda wszystkie
k takie, ze rk >0. Innymi stowy, S(H) to taki zbidr liczb k, ze istnieje ¢-Sciste
pokolorowanie hipergrafu mieszanego. Zbior dopuszczalny, o ile istnieje, zawsze
bedzie ksztattowat sie nastepujaco: S(H) = {y{H),....,y{H)}. Oczywiscie w przypad-
ku, gdy graf nie zawiera D-krawedzi, to ¢'(/Z) = 1. Podobng obserwacje mozna poczy-
ni¢ dla sytuacji, gdy hipergrafH nie zawiera C-krawedzi, wtedy y(H) =n.

Problem znajdowania gornej liczby chromatycznej hipergrafow mieszanych jest
NP-trudny nawet dla graféw postaci //=(K,C,0) [10]. Do kolorowania hipergrafow
mieszanych mozna zredukowaé wiele probleméw teoretycznych, takich jak szukanie
liczb Ramseya, czy listowe kolorowanie grafow [16].

Pierwotnie uwazano, ze zbidér dopuszczalny dla kazdego hipergrafu mieszanego
jest ciagly, a wiec jest przedziatem liczb naturalnych [y{H),y(H)]. Faktycznie na
pierwszy rzut oka przypuszczenie takie wydaje sie prawdzie. Wasno$¢ taka zachodzi
dla wielu klas hipergrafow, ale nie dla wszystkich. Co wiecej zachodzi nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. [8] Skonczony zbidr liczb naturalnych jest zbiorem dopuszczalnym
pewnego hipergrafu mieszanego wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera on 1 lub jest
cigglym przedziatem zawierajagcym 1 w swoim zbiorze dopuszczalnym.
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Bihipergrafem nazywamy mieszany hipergraf taki, ze C-D. Hipergraf jest

przedziatowy, jesli da sie ustawi¢ jego wierzchotki w takim porzadku, ze kazda
krawedz jest przedziatem w tym porzadku.

W tabeli 3 podajemy jak ksztattuje sie spektrum chromatyczne dla pewnych

wybranych klas graféw.

Tabela 3
. Spektrum chromatyczne réznych klas hipergrarfow

Klasa hipergrafow Spektrum chromatyczne Zrddto

Ogolne moze byc¢ nieciagte
Bihipergrafy /--jednorodne moze by¢ nieciagte [8]
Planarne moze by¢ nieciagte [9]
Przedziatowe ciggte [8]
Hiperdrzewa ciggte [10]
Unicykliczne ciggte [11]
Ogolne n<6 ciggte [8]
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Abstract

A hypergraph H=(V,E) consists of a set V of vertices and a family E of nonempty
subsets of V called edges. In this paper we discuss a few models of coloring of
hypergraphs. A coloring is a function c\B—>{1,2,... X}, where B is the set of vertices or
the set of edges of H. Thus we can treat colors as positive integers.

The first model considered is the edge coloring problem. Analogously to graphs
we color the edges of a hypergraph in such a way that no two intersecting edges have
the same color. The aim is to find the minimal number of colors (chromatic index) or
to find a coloring that minimizes the sum of colors. We present known facts and
conjectures about upper bounds for the chromatic index and the complexity of
algorithms for finding it. This model finds its application in the multiprocessor task
scheduling problem.

The second model is the vertex coloring problem. In this model we assign colors
to vertices in such a way that each edge contains at least two vertices in different
colors. We present results on the chromatic number and the complexity of coloring
algorithms for some kinds of hypergraphs. This model can be used in simulation of the
problem of location in a chemical warehouse.

Finally, the last model considered is coloring of mixed hypergraphs H=(V,C,D).
In this model we have the edges of two kinds. C-edges have a property that while
colored they have to contain at least two vertices in the same color. D-edges require at
least two vertices in different colors. In this case the coloring is most complicated,
because it is nontrivial to find the highest and the lowest number of colors needed.
Also, it is nontrivial to decide if a mixed hypergraph can be colored with the number
of colors between the highest and lowest possible value. If this is impossible, we say
that a hypergraph has a gap in the chromatic spectrum. We present some results on the
chromatic spectrum for different classes of hypergraps.



