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ZLOZONOSC OBLICZENIOWA PROBLEMU SZEREGOWANIA
ZADAN W CYLINDRYCZNYM SYSTEMIE PRZEPLYWOWYM

Streszczenie. W pracy rozwazamy ztozono$¢ obliczeniowg szeregowania
zadan w cylindrycznym systemie przeptywowym. Konstruujemy algorytm
wielomianowy dla problemu dwumaszynowego oraz wykazujemy, ze problem
staje sie NP-trudny przy szeregowaniu na trzech maszynach oraz na dwdch
maszynach przy wymuszeniu braku obustronnych przestojéw.

COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF THE PROBLEM OF SCHE-
DULING IN CYLINDRICAL FLOW SHOP

Summary. We consider the scheduling problem in a cylindrical flow shop
to minimize the cycle time. We provide a polynomial time algorithm in the
case of two processors and prove that the problem becomes NP-hard in the
case of three processors. Moreover, we show that scheduling with no-wait
and no-idle constraints is NP-hard in the case of two processors.

1. Wprowadzenie

System przeptywowy jest jednym z podstawowych modeli szeregowania za-
dan. Sktada sie na niego zbiér m procesoréw, ktore bedziemy oznacza¢ przez Pi,
.., Pm oraz zbiér n zadan oznaczanych symbolami J\, ..., Jn. Kazde z zadan
sktada sie z operacji, z ktérych kazda jest przypisana do ustalonego procesora.
Operacje zadania /¢, ktéra ma by¢ wykonywana na procesorze Pj, bedziemy ozna-
cza¢ symbolem Tij, za$ czas jej przetwarzania symbolem tij. W obrebie kazdego
zadania, operacje muszg by¢ przetwarzane w kolejnosci zgodnej z numeracjg pro-
cesorow. Mowigc precyzyjnie, operacja T,s musi by¢ wykonana przed operacjg Tjr
dla wszystkich s < .

W naszych rozwazaniach bedziemy przyjmowac, ze praca odbywa si¢ w ru-
chu ciaghjm. Oznacza to, ze cykl pracy systemu jest wielokrotnie powtarzany,
a pomiedzy poszczegdlnymi wykonaniami cykli nie ma przerw. W takim przypad-
ku bedziemy uznawaé za dopuszczalne, aby procesor, ktory zakornczyt prace nad
i-tym zestawem, przeszedt do (i-t-1)-szego zestawu, nawet jesli pozostate procesory
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przetwarzajg wcigz zadania z i-tego cyklu. Przez T-j bedziemy oznaczali operacje
Tij w k-tym cyklu pracy oraz przez xfj czas rozpoczecia wykonywania operacji T/,
Przyjmujemy uproszczenie, polegajgce na zatozeniu, iz harmonogram jest stabil-
ny, tzn. ze istnieje stata //, taka ze —x\j = P dla wszystkich operacji Ty oraz
dowolnego r. Takie zatozenie wymusza, aby kazdy cykl pracy byt realizowany we-
dtug tego samego schematu przesunietego w czasie o odpowiednig wielokrotno$¢
/z. Sjduacja ta niesie za sobg wiele korzysci [6]. Harmonogram stabilny prowadzi
do statego obcigzenia produkcyjnego przy, w przyblizeniu, statych dostawach ma-
teriatu i przeptywie czesci. Co wiecej, wystarczy wyznaczy¢ jedynie uszeregowanie
dla jednego zestawu, dla pozostatych harmonogram otrzymujemy wykonujac kopie
harmonogramu dla pierwszego zestawu przesuniete o wielokrotnosé¢ p. Liczbe fj,
bedziemy okresla¢ jako dtugos¢ cyklu CT (ang. cycle timc). Parametr ten, bedacy
kryterium optymalizacyjnym w naszych rozwazaniach, wyraza, z jaka czestoscig
realizowane sa kolejne zestawy zadan.

W pracy bedziemy rozpatrywac tzw. cylindryczny wariant pracy cyklicznej.
Woystepuje on w takich sytuacjach jak przydziat zasobéw ludzkich i maszyn przy
produkcji wielozmianowej. W tym przypadku przystgpienie do przetwarzania ope-
racji (r + 1) zestawu danego zadania wymaga uprzedniego ukonczenia wszystkich
operacji tego zadania z zestawu poprzedniego.

W notacji trojpolowej system przeptywowy jest oznaczany symbolem F
w polu a. W niniejszej pracy bedziemy postugiwaé sie notacjg wprowadzong w
[8], gdzie cylindryczny system przeptywowy jest oznaczany symbolem F&. W ko-
lejnych podrozdziatach bedziemy zajmowac sie problemem minimalizacji dtugosci
cyklu, oznaczajac to symbolem CT w polu 7.

W niektérych zastosowaniach przemystowych systemu przeptywowego, ta-
kich jak metalurgia, przemyst chemiczny i spozywczy, a takze w przypadku przy-
dziatu zasob6w ludzkich, czesto pojawia sie dodatkowy wymadg braku przestojow
oznaczanych odpowiednio jako no-idle w przypadku braku przestojow dla proce-
soréw i no-wait w przypadku braku przestojéw dla zadan. W przypadku systemu
cylindrycznego bedziemy méwic, ze harmonogram spetnia ograniczenie no-idle, o
ile kazdy z procesoréw w pojedynczym cyklu pracy ma co najwyzej jeden cyklicz-
ny przedziat bezczynnosci. Podobnie powiemy, ze harmonogram spetnia wymég
no-wait, jesli kazde z zadann w pojedynczym cyklu ma co najwyzej jeden cykliczny
przedziat bezczynnosci. W swoich rozwazaniach bedziemy analizowac przypadek
jednoczesnego wymuszenia braku przestojow dla zadan i procesoréw, co bedziemy
sygnalizowa¢ oznaczeniem no-wait&idle w polu (3 notacji tréjpolowej.

2. Ztozonos¢ obliczeniowa przy ograniczonej liczbie procesoréw

Na podstawie wczesniejszych wynikdéw wiemy, ze ogoélny problem szerego-
wania w cylindrycznym systemie otwartym, ktory jest uproszczeniem systemu
przeptywowego, jest NP-trudny [5]. Tak wiec spodziewamy sie, ze takze NP-
trudne bedzie szeregowanie w cylindrycznym systemie przeptywowym. Tak jest
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istotnie. Poirizej podajemy klasyfikacje ztozonosci w zaleznosci od liczby proce-
sorow. Najpierw pokazemy, ze, podobnie jak w przypadku klasycznego systemu
przeptywowego, przypadek dwdéch procesoréw jest wielomianowy [4], Jednak al-
gorytm konstrukcji harmonogramu jest zgota inny i gwarantuje, ze dtugos¢ cyklu
bedzie zawsze wynosi¢ T —max{maxj Ej ¢¢J, maxj Ei L'j}, czyli wiekszej z liczb:
maksymalne obcigzenie procesora i maksymalne obcigzenie zadania. Nastepnie za$
podamy dowdd wskazujacy, ze problem szeregowania staje sie trudny obliczeniowo
w przypadku trzech procesorow.

Twierdzenie 1. Optymalny harmonogram dla problemu Fc\2\\CT moze zostac
wyznaczony w czasie 0(n). Optymalna dtugos¢ cyklu dla takiego przypadku wynosi
T = max{maxj Ej tij, maxj E; %}e

Dowdd. Algorytm konstrukcji harmonogramu jest oparty na algorytmie konstruk-
cji harmonogramu dla dwuprocesorowego klasycznego systemu otwartego [2].

Oznaczmy przez W\ obcigzenie procesora J\, za$ przez MA obcigzenie Po.
Przyjmijmy, ze T = max{MA, MA} (w przypadku, gdy parametr T jest realizowany
dla pewnego zadania, bez trudu mozna skonstruowac odpowiednie uszeregowanie).
Oznaczmy przez A zbidrtych zadan J/;, dla ktérych tu> ¢, za$ przez B zbior
pozostatych zadan. Zat6zmy dodatkowo, nie zmniejszajacog6lnosci,ze zadania J\
oraz J2 spetniaja odpowiednio:

A1 >U2, dla Ji € A,
22 >Ui, dlaJie B.

Oznaczmy A" —A\ {J\, J2} oraz B' = B\ {Jj, Jo}-

Przypus¢my, ze MA—21 < MA—12- Wskazemy uszeregowanie dla operacji
pierwszego zestawu. Najpierw uktadamy harmonogram dla procesora P\, rozpo-
czynajac od momentu 0. Szeregujemy bez przestojow: najpierw operacje zadania
J2, nastepnie operacje zadan ze zbioru B*, kolejno operacje zadan z A" i na koniec
operacje zadania J\. Na procesorze /A szeregujemy zadania w tej samej kolejno-
$ci bez przestojow, przy czym zaczynamy od momentu ¢21- Diagram Gantta dla
tego harmonogramu jest zilustrowany na rys. 1. Z warunku 22 > Ui dla Pt € B’
wynika, ze pierwsze zadanie ze zbioru B' jest poprawnie uszeregowane. Natomiast
poprawnos¢ uszeregowania dla pozostatych zadan ze zbioru B* wynika stad, ze
dla Ji € B' zachodzi tu < ¢;2- Legalno$¢ uszeregowania dla zadania J\ wynika
Z nierowmosci MA —:21 < W2 —¢12- Natomiast poprawnos¢ harmonogramu dla
zadan A' wynika z analogicznych argumentéw jak dla zadan B*. Uszeregowanie
dla kolejnych cykli produkcyjnych otrzymujemy przesuwajac kopie uszeregowania
dla pierwszego zestawu o wdelokrotnos¢ W = max{MA, MA}.

W przypadku gdy MA - 21 > MA - 12, konstruujemy harmonogram
w sposob analogiczny jak dla poprzedniej sytuacji, przy czym szeregowanie na
procesorze P2 rozpoczynamy od momentu MA —(MA —¢12)- u
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Rys. 1. Harmonogram dla systemu dwuprocesorowego w przypadku W\ —:21 <
Wo - 12

Twierdzenie 2. Problem Fc\2>\\CT jest NP-trudmj.

Dowdd. Konstruujemy redukcje z problemu podziatu zbioru. W tym celu, majac
zbior A = {ai,...,alJ C N, ai + ... + = 25, rozwazamy system om = 3
procesorach i n = k + 2 zadaniach. Kazde z zadan <, i = 1... ,n sklada sie
z jednej operacji Ta o czasie wykonania 2a-, za$ zadania Jjt+i, J/-+2 majg operacje
na wszystkich procesorach o dtugosciach odpowiednio ¢a = 1, ¢¢0= .3 = 25+ 1,
dlai=k+ 1,k+ 2.

Pokazemy, ze istnienie harmonogramu o diugosci cyklu 45 + 3 jest
rownowazne istnieniu podziatu zbioru A. Istotnie, jesli istnieje harmonogram
0 CT = 45 + 3, to mozemy bez utraty ogoélnosci przyjac 0 = 4+i1 < 4+2r
Wrtedy, poniewaz obcigzenie Jk+i wynosi 45 + 3, otrzymujemy 4+12 = 1,
4 +13= 25+ 2. Zatem operacje Jk+i sg uszeregowane tak, jak ilustruje to rys. 2.
Zauwazmy teraz, ze w analogiczny sposob operacje Jk+2 muszg by¢ przetwarzane
bez przestojow. Implikuje to, ze 4 +21 > 25 + 2. Z drugiej strony musi zachodzi¢
4 +2] < 25+ 3, gchiz inaczej przetwarzanie pierwszego zestawu na procesorze PA
trwatoby ponad 45 + 3 jednostek czasu. Rozwazmy teraz podzbiér B C A ztozony
z takich cii, ze Tu jest uszeregowane wewnatrz przedziatu [x]+1; + |,x\+21ptzn.

B = {ai :X\X€ [4+i,1+ 1,4+2,i]}-

Zwroémy uwage, ze obcigzenie Pi wynosi 45 + 2, skad wynika, ze w kazdym
cyklu przez jedna jednostke czasu procesor ten pozostaje wolny. Z drugiej strony
dtugos¢ przedziatu (4+i,;1 + 4 +2.1) Jest liczbg z zakresu [25,25 + 1], za$ czasy
wykonania zadan Tu sg parzyste dlai —1 To implikuje, ze sumaryczny
czas operacji wykonywanych w rozwazanym przedziale wynosi 25, a co za tym
idzie, B stanowi podziat A.

Jesli za$ istnieje podziat A, to konstruujemy odpowiedni harmonogram.
Wopierw szeregujemy operacje zadan oraz Jt+2 zgodnie z diagramem Gantta
przedstawionym na rys. 2. Wtedy na procesorze Pi w kazdym cyklu pracy mamy
dwie luki o dtugosciach 25 oraz 25 + 1, wewnatrz ktérych mozemy uszeregowac
operacje zadan A, ..., I O
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Rys. 2. Harmonogram systemu skonstruowanego w dowodzie twierdzenia 2

3. Szeregowanie bez obustronnych przestojow

W niniejszym podrozdziale bedziemy rozwaza¢ cylindryczny system prze-
ptywowy z wymuszonym brakiem przestojéw zaréwno po stronie procesoréw, jak
i zadan. Dla klasycznego modelu , juz w przypadku dwdch maszyn, problem szere-
gowania w systemie przeptywowym bez obustronnych przestojow jest silnie AlP-
trudny [1]. Ponizszy wynik wskazuje, ze takze w modelu cylindrycznym dodanie
wymogu no-wait&idle sprawia, ze problem szeregowania staje sie trudny oblicze-
niowo juz dla dwdch procesorow.

Twierdzenie 3. Problem Fc\2\no-wait&idle\CT jest NP-trudny.

Dowdd. Podobnie jak w poprzednim dowodzie skonstruujemy redukcje z problemu
podziatu zbioru. W tym celu, majac zbior A —{a\,..., ay} ¢ N, aj+.. .+ay = 25,
rozwazamy system o m = 2 procesorach i n = k + 3 zadaniach. Kazde z zadanh J;,
i = 1...,n, sklada sie z jednej operacji Tu o czasie wykonania 2a;, za$ zadania
JjfcH, J/—+2 oraz J/+3 majg operacje na obu procesorach o dtugosciach odpowiednio
Ui=1ii2=25dlai=k+ 2 k+ 3ity+11 = 25, ty+1,2 = 25 + 2. Wykazemy,
ze A ma podziat wtedy i tylko wtedy, gdy w skonstruowanym systemie istnieje
uszeregowanie bez obustronnych przestojow o dtugosci cyklu 65 + 2,

Przypusémy, ze A posiada podziat. Wtedy najpierw szeregujemy operacje
zadan J/cH, Jy+2 i Jk+3>tak jak ilustruje to diagram Gantta na rysunku 3(a).
Wowczas na procesorze P\ pozostajg dwie luki dtugosci 25, w ktérych mozemy
uszeregowac operacje zadan J\. ..., Jy.

Zaldzmy teraz, ze istnieje uszeregowanie bez obustronnych przestojow
0 dhugosci cyklu CT = 65 + 2. Rozwazmy wszystkie mozliwe sposobu uszere-
gowania zadan Jy+1, Jy+2, Jy+Z- Jesli odrzucimy sytuacje symetryczne oraz takie,
w ktérych na procesorze Pi pozostaja luki dtugosci 25—1 (wéwczas nie ma moz-
liwosci uszeregowania w tych lukach zadan J\, .... .p ze wzgledu na parzystos¢
dhugosci T,i dlai = 1,..., k), to mamy cztery mozliwe konfiguracje przedstawione
na rys. 3. We wszystkich przypadkach na procesorze Pi pozostaje luka dtugosci
25, ktora bedzie generowac podziat A w sposéb analogiczny jak w dowodzie twier-
dzenia 2. n
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Rys. 3. Harmonogramy bez przestojéw z dowodu twierdzenia 3

4, Podsumowanie

Uzyskane wyniki wskazuja, ze granica pomiedzy przypadkami fatwymi

i trudnymi obliczeniowo przebiega podobnie dla modeli klasycznego i cyklicznego
systemu przeptywowego. Tym nie mniej nalezy zaznaczy¢, ze nie mozna w pro-
sty sposéb przenies¢ algorytmow wielomianowych ani dowoddéw NP-zupetnosci
pomiedzy klasycznym a cylindrycznym wariantem szeregowania. W rozprawie [g]
zostaty skonstruowane zaréwno przykfady, dla ktoérych problem w wersji standar-
dowej jest IVP-trudny, za$ w wersji cyklicznej posiada wielomianowy algorytm,
jak i takie, dla ktérych wariant klasyczny jest tatwy, za$ cykliczny trudny oblicze-

Niowo.
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Abstract

In the paper we study the problem of scheduling in a flow shop in which
production occurs in a cyclic manner, i.e. there is a number of identical job sets
and whenever one set is completed the following one is started immediately. We
consider a model of cylindrical flow shop, where no task of a given job can be
performed prior to the completition of all the tasks of that job in the previous
job set. The main optimization criterion is the cycle time. First we analyze the
problem of scheduling with a few processors. We prove that the problem is hard
in the case of three processors and we provide a polynomial time algorithm for
scheduling on two processors. Then we stud}' the complexity of scheduling without
two-sided waiting periods. We show that no-wait and no-idle constraints make the
problem hard even in the case of two processors.



