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ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW ROJOWYCH DO KOLOROWANIA
GRAFOW

Streszczenie. Przedstawiamy sposb adaptacji heurystycznej metody przeszuki-
wania PSO (ang. Particle Swann Optimization) do znajdowania suboptymalnych
pokolorowann  wierzchotkowych graféw prostych. Prezentujemy sposob
przeprowadzenia eksperymentéw obliczeniowych oraz ich wyniki.

APPLYING PSO PARADIGM TO GRAPH COLORING

Summary. Adaptation of the Particle Swarm Optimization method for obtaining
suboptimal vertex colorings of graphs is proposed. We present details of
performed computational experiments and their results.

1. Wierzchotkowe kolorowanie grafow - algorytmy sekwencyjne

W niniejszej pracy rozwazamy wytgcznie grafy proste, tzn. niekierowane, bez
petli i krawedzi réwnolegtych. Dla danego grafu G = (V(G), E(G)) pokolorowaniem
(wierzchotkowym) nazywamy dowolng funkcje / : V(G) — N taka, ze dla kazdej
krawedzi vw e E(G) zachodziy[v) ~J[w). Pokolorowanie nazywamy k-pokolorowa-
niem, gdy F[V(G))\ < k. Najmniejszg liczbe k e N, dla ktorej istnieje A-pokolorowanie
grafu G nazywamy liczbg chromatyczng i oznaczamy przez %(G). Wyznaczanie
doktadnej wartosci  liczby chromatycznej oraz znajdowanie optymalnego
pokolorowania (czyli ~(G)-pokolorowania) sg problemami NP-trudnymi [1], Wobec
braku efektywnych metod znajdowania rozwigzann dokfadnych, w praktyce czesto
stosowane sg algorytmy przyblizone, wéréd ktérych istotne miejsce zajmujg algorytmy
sekwencyjne, realizujgce nastepujacy schemat:

Krok 1. Ustal kolejnos¢ wierzchotkéw W, V2 ..., v,

Krok 2. fori :==1to ndo
Przydziel wierzchotkowi v, najmniejszy mozliwy kolor (nie zablokowany
przez pokolorowanych sasiadow).

Krok 2 jest w tym schemacie okreslony jednoznacznie. Krok 1 natomiast pozo-
stawia natomiast wielkg dowolnos$¢. Dla dowolnego grafu G mozna zawsze znalezé
taka kolejnos¢ wierzchotkow, ze realizacja kroku 2 prowadzi do pokolorowania opty-
matnego. W tym celu wystarczy wzia¢ dowolne pokolorowanie optymalne/ i posorto-
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wac wierzchotki w kolejnosci niemalejacych kolordw /(v,) < dla i<j. Dla tak
wybranej kolejnosci pokolorowanie g, wygenerowane w kroku 2 spetnia g(v,)

dla 1</<n, a zatem jest takze pokolorowaniem optymalnym. Algorytmy sekwen-
cyjne roznig sie miedzy sobg sposobem realizacji kroku 1 Jedna z najbardziej popu-
larnych heurystyk, metoda LF (ang. Largest First) [6], porzadkuje wierzchotki w kolej-
nosci nierosngcych stopni deg(v,) > deg(wy), dla i<j, gdzie deg(v) = {w e V: vw e £}|.
Jest ona zgodna z intuicja, ze lepiej kolorowa¢ wierzchotki o duzym stopniu
weczesniej, aby, gdy jest juz wiele wierzchotkéw pokolorowanych, ktore tym samym
wprowadzajg ograniczenia przyznawania koloréw nowym wierzchotkom, pozostawaty
do pokolorowania wierzchotki o mozliwie jak najmniejszym stopniu. Ta sama intuicja
tkwi w algorytmie SL (ang. Smallest Last) [5], gdzie kolejnos¢ wierzchotkéw jest
ustalana w n krokach w ten sposob, ze w i-tym kroku wierzcholek o najmniejszym
stopniu jest umieszczany na n - i + 1 pozycji sekwencji i usuwany wraz z incy-
dentnymi krawedziami z grafu. Metody te sg efektywne, a dla niektérych klas grafow
uzyskujg rozwigzania optymalne lub bliskie optymalnym. Na przykiad algorytm SL
koloruje optymalnie drzewa i nie zuzywa nigdy wiecej niz 6 koloréw do kolorowania
graféw planarnych. Niestety dla kazdej z obu tych metod mozna wskaza¢ przyktady
graféw, dla ktorych uzyskanie optymalnych pokolorowan jest niemozliwe [3,4],
Wolny od tej wady jest losowy algoiytm sekwencyjny, gdzie w pierwszym kroku
wybor sekwencji odbywa sie bez zadnej heurystyki - zupetnie losowo. W tym
przypadku dowolny graf ma szanse zosta¢ pokolorowany optymalnie, ale Srednio
liczba wykorzystywanych koloréw przez ten algorytm jest wieksza niz przez
algorytmy LF i SL. W dalszej czesci przedstawimy nowa metode realizacji wyboru
sekwencji wierzchotkéw w algorytmie sekwencyjnym oparta na algorytmie rojowym.

2. Paradygmat przeszukiwania PSO

Idea poszukiwania ekstremum nieliniowych ciagtych funkcji wielu zmiennych,
inspirowana zachowaniem sie kluczy ptakéw, tawic ryb i rojéw owadéw PSO (ang.
Particie Swann Optimization), zostata zaprezentowana po raz pierwszy w 1995 roku
przez Kennedy'ego i Eberharfa [2]. W tym podejsciu pewna skoriczona liczba
/mosobnikéw ze zbioru osobnikéw P przemieszcza sie w przestrzeni X, w ktorej
kazdemu punktowi x e X przyporzadkowana jest okreslona wartos¢ funkcji cclu /(x),
ktorej minimum pragniemy zlokalizowa¢. Stan kazdego osobnikap 6 P jest okreslony
przez aktualne potozenie xp e X i aktualng predkos$¢ vp_Oprocz tego, kazdy osobnik
pamieta odwiedzony przez siebie punkt bp e X, w ktorym wartos¢ funkcji celu/jest
najmniejsza, sposréd wszystkich punktéw przestrzeni odwiedzonych dotad przez tego
osobnika. Po losowym nadaniu inicjalnych wartosci predkosci i potozenia kazdemu
z osobnikow, realizowana jest petla ztozona z trzech kolejnych krokéw:

Krok 1. Wyznaczany jest osobnik g, dla ktérego bg=min{6p :p e P}.
Krok 2. Wyznaczana jest nowa warto$¢ predkosci dla kazdego osobnika p:
vp' = cywp + rand-cafbp- xp) + rand-c*((69 - xp), gdzie rand jest losowa
wartosciaz przedziatu (o, 1).
Krok 3. Wyznaczana jest nowa warto$¢ potozenia dla kazdego osobnika p:
Xp'=xp+w.’
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W kroku 1 wyznaczany jest osobnik g, ktory odwiedzit kiedykolwiek punkt
przestrzeni X, w ktdrym warto$¢ funkcji celu/ jest najmniejsza sposrdd wszystkich
punktow przestrzeni odwiedzonych dotad przez wszystkich osobnikéw, tzn.
bg=min[bp:p e P}. W kroku 2 kazdy osobnik p zmienia swdj wektor predkosci
poprzez wyznaczenie kombinacji liniowej wektorow aktualnej swojej predkosci vp:
wektora prowadzacego z aktualnego potozenia xp do *'najlepszego’™ odwiedzonego
w przesztosci przez tego osobnika miejsca bR oraz wektora prowadzacego z aktual-
nego potozenia xp do *'najlepszego™ miejsca przestrzeni X odwiedzonego dotad przez
jakiegokolwiek osobnika ze zbioru P. Wspdlczynniki cv, ca oraz e* sg statymi,
okreslajgcymi wage wptywu tych poszczeg6lnych czynnikéw zaburzang przez
wprowadzenie losowej funkcji rand (chwilowo osobnik decyduje sie podazaé za
swoim najlepszym wspomnieniem, decyduje sie podaza¢ w kierunku tego, ktory
zgtasza, ze odkiyl co$ lepszego albo po prostu podaza w swoim aktualnym kierunku).

Mozliwosé skutecznego wykorzystania tej metody do rozwigzywania
probleméw optymalizacyjnych, gdzie przestrzen standw jest dyskretna i funkcja stanu
jest nieciagta, wymaga zdefiniowania takich operatoréw dodawania wektorow
potozenia i predkosci, mnozenia wektora predkosci przez skalar oraz wyznaczania
wektora predkosci z réznicy dwoéch wektorow potozenia, aby wykonanie
przemieszczenia z pozycji o wiekszej wartosci funkcji celu w kierunku pozycji
0 mniejszej wartosci funkcji celu statystycznie zwiekszato szanse na osiggniecie
pozycji 0 mniejszej wartosci funkcji celu. Innymi stowy, wykonanie kroku w kierunku
"lepszej'* pozycji czesciej powoduje poprawe aktualnej pozycji niz jej pogorszenie.

Propozycje adaptacji paradygmatu PSO do poszukiwania pokolorowac
wierzchotkowych graféw prostych przedstawiamy w nastepnej sekcji.

3. Adaptacja algorytmu PSO do poszukiwania pokolorowaé wierzchotkowych

Dla danego grafu G, gdzie \V(G)\ = n, zbiér wszystkich sekwencji wierz-
chotkéw V(G) utozsamiamy z przestrzenig standw X, gdzie X ¢ R". Element x, wektora
x - (Xi, X2 ..., X,,) okresla pozycje wierzchotka v-w odpowiadajacej mu sekwengcji. | tak
np. sekwencji wierzchotkéw v3 V], v2 v4 odpowiada stan (2, 3, 1, 4).

Sumowanie wektoréw i mnozenie wektorow przez skalar jest okreslone jak
w zwyklej przestrzeni euklidesowej R". Elementy przestrzeni X sg traktowane jak
elementy R'1 a po wykonaniu operacji algebraicznych uzyskany wyniky e R" jest
normalizowany do elementu x e X zgodnie z formutg*,e= {y#\yj<yh 1 <j<n}\.

Rozwazmy nastepujacy przykiad. Dla grafu o czterech wierzchotkach V= {vi,
v2>v3>va} dane s4 dwie sekwencje wierzchotkow x = (V2 v4, v3 V) orazy = (V2 W, V3
V). Przeanalizujmy wykonanie operacji z = +.5x - y. Stany odpowiadajace X iy
odpowiednio przyjmujg wartosci (4, 1, 3, 2) oraz (2, 1, 3, 4). Po wykonaniu operacji
algebraicznych w R* otrzymujemy w wyniku wektor (4, 0.5, 15, -1), ktory po
normalizacji przyjmuje wartosé (4, 2, 3, 1), co dopowiada sekwencji z = (v4, v2 V3 vi).

Przedstawiony powyzej algorytm nie wyznacza pokolorowania, lecz jedynie
sekwencje wierzchotkéw, ktéra stuzy do wyznaczenia pokolorowania zgodnie
z drugim krokiem algorytmu sekwencyjnego omoéwionego w pierwszej sekcji. Dla
danego stanu x warto$¢ funkcji celu/[x) jest réwna liczbie koloréw wykorzystanych
przez algorytm zachtanny dla sekwencji wierzchotkdw odpowiadajgcej stanowi*.
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Whniki eksperymentdw obliczeniowych oraz poréwnanie skutecznosci nowego
podejscia z algorytmami losowym oraz LF przedstawiamy w nastepnej sekcji.

4. Wyniki eksperymentéw obliczeniowych

Przeprowadzono eksperymenty na grafach losowych o 100 wierzchotkach,
liczbie chromatycznej %= 20 i rdznej gestosci krawedzi. Grafy byty generowane w ten
sposob, ze zbidr wierzchotkéw dzielono na 20 réwnolicznych zbioréw niezaleznych
V=Wu V2u ..u VX Z kazdego tych zbioréw wybierano jednego reprezentanta
e \f i kazde dwa wierzchotki uh U, dla 1 </ <j < 20 faczono krawedzig, co
powodowato powstanie podgrafu petnego K2 Dla kazdej pozostatej pary
wierzchotkow v e Vhw e \j, i &, dotgczano krawedZ vw z prawdopodobienstwemp,
ktorej wartos¢ wptywata na gestos¢ generowanych graféw. Poniewaz tak wygene-
rowany graf G zawiera podgraf petny Ko wiec %G) > 20. Z dragiej strony zawiera 20
zbioréw niezaleznych, wiec 9%4G) < 20. Doktadna znajomo$¢ liczby chromatycznej
pozwolita precyzyjnie wyznaczy¢ blad popetniany przez testowane algorytmy
przyblizone.

Eksperymentalnie dopasowano nastepujgce parametry: cv = 0.7, ca = 1.8,
ca= 1.9 oraz przyjeto statg liczbe 10 osobnikéw w roju. W ramach kazdej iteracji
konieczne wiec bylo dziesieciokrotne wykonanie kolorowania zachtannego. Prze-
prowadzono eksperymenty dla graféw o réznych gestosciach, gdzie parametr
p przyjmowat odpowiednio wartosci 0.6, 0.75 oraz 0.9. Eksperyment przerywano po
500. iteracji, czyli po wykonaniu 5000 pokolorowan. Na tych samych grafach
przeprowadzano analogicznie po 5000 pokolorowarh metodg losowg oraz metodg LF.
Rysunki 1 i 2 przedstawiajg wykres najlepszego uzyskanego rezultatu przez kazdag
zmetod w funkcji liczby wykonanych iteracji (wyniki usredniono powtarzajac
eksperyment dziesieciokrotnie). Przeprowadzono takze drugi eksperyment, polegajacy
na stukrotnym powtorzeniu wyznaczania mozliwie jak najlepszego pokolorowania
tego samego grafu kazda z trzech nastepujacych metod: (a) wybor najlepszego sposrod
1000 pokolorowan metodg losowa, (b) wybor najlepszego sposrod 1000 pokolorowan
metodg LF oraz (c) zastosowanie algorytmu rojowego, zatrzymanego po 100 ite-
racjach (czyli takze po wykonaniu 1000 pokolorowan). Wyniki drugiego ekspery-
mentu zostaty przedstawione w tabeli 1, gdzie komérka w wierszu i i kolumnie j
zawiera liczbe przypadkéw uzyskania liczby koloréw okreslonej w pierwszej
kolumnie i tym samym wierszu za pomocg metody i dla parametru gestosci grafu
okreslonego w nagtéwku kolumny. Na przykiad dlap = 0.9 algorytm POS uzyskat 61
razy pokolorowanie optymalne, 35 razy pokolorowanie 21-kolorowe, 3 razy
22-kolorowe i 1 raz pokolorowanie 24-kolorowe.
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Rys.l. Najlepsze uzyskane pokolorowanie w funkgcji liczby wykonanych iteracji przez
algorytmy losowy, LF oraz PSO dla parametru gestosci grafup = 0.9. Skala na
osi pionowej wskazuje liczbe uzytych koloréw, a na osi poziomej liczbe
wykonanych pokolorowarn od momentu rozpoczecia wykonywania algorytmu

Rys.2. Najlepsze uzyskane pokolorowanie w funkgcji liczby wykonanych iteracji przez
algorytmy losowy, LF oraz PSO dla parametru gestosci grafup = 0.6. Skala na
osi pionowej wskazuje liczbe uzytych kolorow a na osi poziomej liczbe
wykonanych pokolorowan od momentu rozpoczecia wykonywania algorytmu
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Tabela 1
Statystyka liczby uzytych koloréw przez algorytmy losowy, LF oraz PSO
Liczba p=0.9 p =0.75 o =928
koloréw  Losowy LF PSO Losowy LF PSO Losowy LF PSO
20 1 0 61 0 0 0 0 0 0
21 3 5 35 0 0 0 5 7 23
22 24 15 3 0 0 0 95 92 77
23 30 36 0 0 0 0 0 0 0
24 36 37 1 0 0 1 0 0 0
25 6 7 0 1 1 12 0 0 0
26 0 0 0 12 9 47 0 0 0
27 0 0 0 67 67 37 0 0 0
28 0 0 0 20 23 3 0 0 0

5. Podsumowanie

Szczeg6lnie dobre wyniki uzyskano dla graféw gestych (dlap = 0.9). W ponad
60% przypadkach algorytm znajdowat optymalne rozwigzanie juz po 100 iteracjach
(czyli, po wykonaniu 1000 pokolorowan), gdzie algorytm losowy oraz algorytm LF
znajdowaty pokolorowania wykorzystujace najczesciej 2, 3 lub 4 kolory wiecej.
Rdznice tg wida¢ wyraznie na wykresie na Rysunku 1 oraz poréwnujac statystyki
liczby uzytych koloréw z pierwszych czterech kolumn tabeli 4.1. Dla mnigjszych
wartosci parametrup przewaga algorytmu rojowego nad pozostatymi dwoma nie jest
juz tak spektakularna (patrz rys. 2 oraz prawa czes¢ tabeli 4.1).
Uzyskane wyniki wskazuja, ze zaproponowana adaptacja paradygmatu PSO do
znajdowania pokolorowan wierzchotkowych przynajmniej dla niektérych grafow, przy
zuzyciu tej samej mocy obliczeniowej, pozwala uzyskiwaé lepsze wyniki niz zwykie
algorytmy sekwencyjne.
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Abstract

Graph coloring problem is NP-hard, which implies that some approximation
algorithms are studied. In 1995 Kennedy and Eberhart introduced a concept for the
optimization of nonlinear functions using particle swarm methodology. Later it turned
out that it could be applied to construct approximation algorithms for solving hard
optimization problems. In this paper we present the idea of defining 1-1 relationship
between sequences of vertices of graph and vectors in the Euclidian multidimensional
space. On the other side we also connect sequence of vertices with the coloring
obtained by greedy algorithm (which always assigns first available color for each
vertex in the order defined by the sequence). In such a way we have specified relation
between points in the space and vertex colorings. The number of used colors
corresponds with the value of the state function for which we want to find global
minimum.

Computational experiments with graphs of order 100 and chromatic number 20
were performed using new POS approach and using two other well known sequential
approximation graph coloring algorithms that is completely random and LF. In each
tests the same amount of CPU time was given to each algorithm. For dense graphs the
PSO behaved significantly better than random and LF algorithms. Detailed results arc
presented in a table and charts.



