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O PEWNYCH PROBLEMACH SZEREGOWANIA ZADAN Z EFEK-
TEM UCZENIA SIE

Streszczenie. Praca dotyczy wybranych probleméw wielomaszynowego
szeregowania zadan z efektem uczenia sie oraz kryterium minimalizacji
czasu zakonczenia wykonywanych zadan. Przedstawiono przyklady, gdy nie
jest mozliwe zastosowanie dla tych probleméw algorytméw szeregowania
znanych dla probleméw klasycznych. Podano modyfikacje wybranych kla-
sycznych algorytméw szeregowania, pozwalajgce na ich zastosowanie dla
probleméw szeregowania jednostkowych zadan z efektem uczenia sie.

ON SOME SCHEDULING PROBLEMS WITH LEARNING EFFECT

Summary. In the paper selected problems of minimum makespan, parallel
machine scheduling with learning effect are considered. It has been shown
by examples that some classical scheduling algorithms are not applicable in
the case of scheduling with learning effect. There have been given modifi-
cations of some classical scheduling algorithms which allow to apply them
to scheduling unit processing time jobs with learning effect.

1. Wstep

Deterministyczna (klasyczna) teoria szeregowania zadan ([2]) powstata w
potowie XX wieku jako narzedzie do rozwigzywania probleméw spotykanych w
produkcji przemystowej. Podstawy tej teorii stanowig nastepujgce zatozenia:

(Z1) w danej chwili zadanie moze by¢ wykonywane przez co najwyzej jedng ma-
szyne oraz kazda maszyna moze wykonywac nie wiecej niz jedno zadanie,

(Z2) predkosci maszyn moga byc¢ rozne, lecz podczas wykonywania zadan nie zmie-
niajg sie,

(Z3) czasy wykonywania zadan sg statymi, znanymi z gory wielko$ciami.

Zmieniajac jakiekolwiek z zatozen (ZI) - (Z3) otrzymujemy modele niekla-
sycznej teorii szeregowania zadan. Jednym z takich modeli jest szeregowanie zadan
z efektem uczenia sie.
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Pierwszg praca, dotyczacg efektu uczenia sie¢ w kontekscie szeregowania za-
dan zaleznych od pozycji w uszeregowaniu, jest praca Biskupa ([3]). Przedstawit
on model efektu uczenia sie, ktéry zdominowat dalsze badania nad tg klasg proble-
mow. Rdéwniez w tej pracy uzywac bedziemy wprowadzonego przez niego modelu.
Opis innych modeli szeregowania zadan z efektem uczenia sie mozna znalezé np.
w [1], [7] lub [14],

Najszerzej badanymi zagadnieniami w dotychczasowych pracach dotyczacych
szeregowania zadan z efektem uczenia si¢ sg problemy jednomaszynowe. Rozwaza-
no kryteria takie, jak: czas zakonczenia wykonywanych zadan ([10]), suma czaséw
zakonczenia wykonywanych zadan ([3]), suma wazonych czaséw wykonywanych
zadan ([1]) oraz kryteria dotyczace opdznien ([10], [13]). Rozwazano réwniez pro-
blemy, gdzie kryteriami sg kombinacje wypukte innych kryteriéw ([3]). Mniejsza
grupe stanowig prace, dotyczace srodownsk wielomaszynowych. Prace te dotyczg
gtéwmie szeregowania zadan na identycznych maszynach réwnolegtych dla kryte-
rium sumy czasow® zakonczenia wykonywania zadan ([11]) oraz probleméw' szere-
gowania wrsystemach przeptywowych ([9], [14]).

2. Sformutowanie problemu

W pracy rozwazamy nastepujgcy problem szeregowania zadan. Danych jest
m rownolegtych identycznych maszyn oraz zbiér n zadan takich, ze czas wykony-
wania j-tego zadania ze zbioru zadahn T na r-tej pozycji w uszeregowaniu wyraza
sie wzorem = pj *ra, gdzie a < o0 jest indeksem uczenia sie, a pj jest poczat-
kowym czasem wykonania zadania. Na zbiorze zadanh zdefiniowano ograniczenia
kolejnosciowe zadane w postaci acyklicznego digrafu Gp = (T,Ep), gdzie Ep jest
zbiorem tukéw (T), Tj) takich, ze w grafie Gp istnieje skierowana Sciezka od T, do Tj
w'tedy i tylko wtedy, gdy wykonywanie Ti musi sie zakonczy¢ przed rozpoczeciem
wykonywania Tj (symbolicznie T)  Tj). Stosowanym kryterium optymalnosci
uszeregowania jest czas zakonczenia wykonywanych zadan

Cmax = max {pjjj *1Q+ pj2l *2a+ ... + pjnj * na},
gdzie p¥j oznacza poczatkowy czas wykonywania j-ego zadania na maszynie Pi.
Do opisu omawianych probleméw bedziemy uzywali notacji aj/2|7 ([8]).
3. Omoéwienie uzyskanych wynikow

Wobec NP-zupetnosci problemu Pm\\Cmax (w wnrsji decyzyjnej), problem
P2\pj'T= pj *ra|Cmax w wnrsji decyzyjnej takze jest NP-zupetny ([10]).

3.1. Dowolne czasy wykonywania zadan
W ciggu kilku ostatnich dekad dla problemu Pm\\Cmax wyprowadzono wuele
heurystyk i algorytméw aproksymacyjnych, generujacych rozwigzania przyblizone
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0 pewnych gwarancjach jakosci ([2]).

Jedng z nich jest algorytm LPT (od ang. Longest processing time first, [2]). W
czasie t = 0 przydziela ona m najwiekszych zadan do wolnych maszyn. Nastepnie,
w kazdym momencie czasu, w ktorym nastepuje zwolnienie maszyny, przydzielamy
tej maszynie najwieksze dostepne zadanie.

Znane jest twierdzenie ([2]), dotyczace analizy najgorszego przypadku dla

LPT, mowiace, ze cTI{Soft) N t —3to’ gdzie &LPT to uszeregowanie uzyskane
za pomocg LPT, a Sopt to uszeregowanie optymalne. W przypadku problemu
uwzgledniajacego efekt uczenia sie, twierdzenie to nie zachodzi.

Przyktad 1
Dana jest instancja problemu P2|p_,ir = pj * ra\Cmax taka, ze indeks a = —0.322,
zbiér zadan T = {Tj,T2, ...,Tio}, a poczatkowe czasy wykonania sg dane wektorem

p — [10,10,1,1,1,1,1,1,1,1]. Warto$¢ kryterium dla uszeregowania zgodnego z reguta
LTP SLPT = ((Ti, T3,T5,T7,T9), (T2, T4,T6, Ta, T10)) wynosi:

Cmax{SLPT) = 10 * 1-032 + 1*2~032 + 1*3“032+ 1*4-0322 + 1*5“°322
Warto$¢ kryterium dla uszeregowania optymalnego (uzyskanego metoda, petnego prze-
gladu) Sopt = ((Ti, Ts,T7,Tg, T\), (T4, Tg, Tg, T10, T2)) wynosi:

Cmax{SOpr) = 1*1“032+ 1*2-°32+ 1*3~°"32+ 1*4-032+ 10 * 5~0'322.

Stad mamy, ze « fF = 14> f.

Podobny przyktad mozna wygenerowaé réwniez dla dowohiego m > 2
Wystarczy w zbiorze T umiesci¢ m ,,duzych” zadan i 4m zadan ,,matych”.

Innym algorytmem aproksymacyjnym dla problemu Prn\\Cmax jest algorytm
listowy (ang. list scheduling, w skr. LS). Przydziela on wolnym maszynom pierwsze
dostepne zadanie z listy bedacej dowolng permutacjg zadan.

Znane jest twierdzenie ([2]), dotyczace analizy najgorszego przypadku dla
LS, zgodnie z ktérym cWit”opr) N A 8dzie ~LS oznacza uszeregowanie
bedace wynikiem dziatania algorytmu LS.

Przyktad 2
Dana jest instancja problemu P2\pj,r = pj * iIM\Cmax taka, ze a = —0.55, zbior
T={Ti,..Tio} taki, z2p= [30,30,1,1,1,1,1,1,1,1].

Warto$¢ kryterium dla uszeregowania otrzymanego z algorytmem LS (w przy-
padku, gdy zadania na liscie dane sg w porzadku nierosnagcym wzgledem parametru Pj)
Sts = ((Ti,T3,Ts5,T7,Tg), (T2,T4,T6,T8,Tw)) wynosi:

Cmex{SLs) = 30 * 1“055 + 1*2“a55 + 1*3~°55+ 1*4-085+ 1*5~055.

Warto$¢ kryterium dla uszeregowania optymalnego (uzyskanego metodg petnego prze-
gladu) sopt = ({T3,T5T7,Tg,Ti),(Ti,T6,Ts,Ti0, T2)) wynosi:

Cmex{SOPT) = 1*1-0%+ 1*2-0'55 + 1*3-055 + 1 *4-°'55 4- 30 * 5~0'55,
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Stad mamy, ze ~(Soer) « TSSr= 2'13 > §

Przyktad 2 pokazuje, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe w przypadku mo-
delu
z efektem uczenia sie dla m = 2 (dla przypadku , gdy m > 2 mozna
wskaza¢ podobny przykiad, zob. komentarz po przyktadzie 1).

3.2. Jednostkowe czasy wykonywania zadan

Relaksacja Pm\\Cmax prowadzi do kolejnego problemu, Pm\pj = p\Cmax,
ktéry jest wielomianowo rozwigzywalny ([2]). Problem Pm\pjfT = p* ra\Cmax jest
réwniez rozwigzywalny w czasie wielomianowym.

Przedstawimy algorytm Al, rozwigzujacy problem Pm\pj = p* ra\Cmax. W
pierwszym kroku algorytm Al przydziela |*J zadan kazdej z m maszyn. Jesli
dx —n —m™* |*j > 0, to nalezy przydzieli¢ dr maszynom po jednym dodatko-

wym zadaniu. Diugos¢ uszeregowania dla n-zadaniowej instancji problemu wynosi
will rood
Cmax = E p*ra,gdzienm= |- 1

Twierdzenie 1. Algorytm Al generuje optymalne uszeregowanie dla problemu
Pm\pj = p* ra\Cmax w czasie 0(n).

Dowdd. (Szkic) Zat6zmy, ze uszeregowanie generowane przez algorytm Al nie jest
optymalne, czyli istnieje uszeregowanie krétsze w sensie kryterium CmaxmOznacza
to, ze w uszeregowaniu optymalnym (niezgodnie z A1) musimy co najmniej jedno
z zadan przydzielonych i-tej maszynie (1 < i < m) przez algorytm Al przydzie-
li¢ innej maszynie. Wtedy nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki. Jesli przydzielimy je
maszynie, ktéra ma przydzielonych |*J zadan (gdy |*J ~ [m])> to dtugos¢ usze-

regowania nie zmieni sie. Jesli przydzielimy je maszynie, ktéra ma przydzielonych

r 1 f nm-f-1 n

j® | zadan, to Cmax = E P *rn, co jest wartosScig wiekszg od uzyskanej przez
r=1

algorytm Al. Sprzecznosc.

|

Innym klasycznym problemem, dla ktérego istnieje doktadny algorytm
wielomianowy A2, jest problem P2\pj = p,prec\Cmax ([2]). W pierwsze] fazie
algorytm A2 przydziela zadaniom etykiety liczbowe. Nastgepnie, dostepne zadania
0 najnizszej etykiecie sg przydzielane do wolnych maszyn w kazdej jednostce
czasu. Pokazemy teraz, ze algorytm ten nie znajduje zastosowania dla modeli
uwzgledniajgcych efekt uczenia sie.

Przyktad 3

Dana jest nastepujgca instancja problemu P2\pj = p *ra,prec\Cmax- a < 0, zbior zadan
T = {Ti, T2,T3,Ta, TS5} oraz zbiér ograniczenn kolejnosciowych jest dany przez czesciowy
porzadek Ot = {T\ <Tj, T2-<Tj, T3 <Ta, T$ < T5}.

Jezeli uszeregujemy zbior T w porzadku przedstawionym na rys. 1 (zgodnie z algo-
rytmem A2), to wynikiem jest sytuacja, w ktérej ,,przedziaty czasu" poczawszy od pozycji
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r+—»

P: Ti Ti Ta

Pi Ti T,
....... >

P*3 ..p*_r

Rys. 1. Przyktad sytuacji nierozpatrywanej przez algorytm A2

3 majg na kazdej maszynie inng szerokosc.

Kolejnym problemem, dla ktérego istnieje wielomianowy algorytm A3, jest
problem Pm\pj = p,in —tree\Cmax ([2]).

Algorytm A3 dla problemu Pm\])j —p,in —tree\Cmax dziata w dwdéch kro-
kach. Dla kazdego zadania ze zbioru T nalezy obliczy¢ odlegto$¢ danego zadania od
korzenia drzewa. Nastepnie, w kazdej jednostce czasu wolnym maszynom nalezy
przydziela¢ zadania w kolejnosci od najwyzszego poziomu. Algorytm ten mozna
zaimplementowaé w czasie 0 (n) ([2]).

W przypadku problemu Pm\pj*r = p *ra,in —tree\Cmax algorytm A3 wy-
maga modyfikacji. Zmodyfikowany algorytm A3m, w momencie, gdy w aktualnym
przedziale czasu dostepnych zadan jest mniej niz dostepnych maszyn, przydziela
zadania do maszyn o najwiekszej liczbie wykonanych zadan.

Twierdzenie 2. Algorytm. A3m generuje optymalne uszeregowanie dla problemu
Pm\pj®» = p*ra,in —tree\Cmax w czasie O(n).

Dowdd. (Szkic) Optymalnos¢ algorytmu A3m wynika bezposrednio z optymalno-
Sci algorytmu A3. Wystarczy pojecie ,jednostki czasu” zastgpi¢ pojeciem ,prze-
dziatu czasu” oraz zapewni¢ wykonywanie sie zadan na maszynach o jak najwiek-
szej liczbie przetworzonych zadan. W przypadku, gdy chcielibySmy przydzielié
zadanie maszynie, ktéra wykonata mniejszg liczbe zadan, to czas wykonania za-
dania wzrasta, poniewaz czynnik ra nie jest minimalny.

Co z sytuacjg, gdy dostepnych zadan w przedziale r+1 jest wiecej niz maszyn,
ktore do r-tego przedziatu wykonaty r zadan (por. uszeregowanie na rys. 1)? Taka
sytuacja nie moze zaj$¢, gdyz ograniczenia kolejnoSciowe sg dane w postaci drzewa
wstepujacego, a przez to dostepnych zadan w i-tym przedziale nigdy nie bedzie
mniej niz wr przedziale i + 1.

U

W klasycznej wersji problem Pm\pj = p,in —tree\Cmax jest istotnie zwia-
zany z problemem Pm\pj —p,out —tree\CmaxmDo rozwigzania wykorzystuje sie
ten sam algorytm A3 (odwracajac tuki w wejsciowym digrafie i czytajgc wyjsciowe
uszeregowanie “wspak”). Niestety, w szeregowaniu zadan z efektem uczenia sie al-
gorytm ten zawodzi, poniewaz czytajac uszeregowanie “wspak”, nalezatoby wzigc
pod uwage skracanie sie zadan.
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Rozszerzeniem klasycznej wersji problemu Pm\in —tree\Cmax jest problem
Pm\pj =p, in —forest\Cmax, ktéry mozna rozwigza¢ za pomocg tego samego al-
gorytmu, dodajac do zbioru T jedno zadanie, ktére bedzie nastepnikiem korzeni
wszystkich drzew nalezacych do tego lasu. W problemie z efektem uczenia sie
mozna stosowac¢ indentyczng metode. W uzyskanym uszeregowaniu nalezy odrzu-
ci¢ ostatni przedziat zadan, poniewaz bedzie sie¢ w nim znajdowato tylko dodat-
kowe sztuczne zadanie.

4. Podsumowanie

W pracy podano wstepng analize wybranych probleméw zwigzanych z sze-
regowaniem zadan z efektem uczenia sie.

Kolejnym krokiem, dotyczacym analizy zagadnieh wielomaszynowych, sg
problemy uwzgledniajgce inne modele efektu uczenia sie wprowadzone w [1], [4],
[7] lub [12], Przedmiotem dalszych badan mogg by¢ problemy wielomaszynowe
dla innych kryteriow optymalnos$ci, np. kryteriow zwigzanych z pozadanym cza-
sem zakonczenia wykonywania zadan ([10], [13]). Mozna rowniez zbada¢ wiasnosci
uszeregowan, dla ktérych kryterium jest kombinacjg wypuk#a kryteriéw prostych
(zob. [3], [20]).
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Abstract

In the paper selected scheduling problems with sequence-dependent learning
effect are considered. In some of these problems precedence constraints may exist.
The chosen job model is p]s = Pj *ra, where pj< is the processing time of job
sequenced on r-th place in some schedule, pj is the initiate processing time, and
a < 0 is a learning index. All the problems concern identical parallel machines
with the makespan criterium.

It has been shown by counter-examples that some classical approximation
algorithms are not useful when learning considerations have been taken into ac-
count. There have been also proposed some modifications of algorithms for sche-
duling unit processing times jobs with in-tree precedence constraints for the case
of learning effect. It has been proved that some of these modified algorithms are
optimal.



