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MODELE PLC PLANOWANIA WIELKOSCI | SZEREGOWANIA
PARTII ZIDENTYCZNYMI LINIAMI ROWNOLEGLYMI

Streszczenie. Praca opisuje modele programowania catkowitoliczbowego
mieszanego zadan planowania wielkosci i szeregowania partii wielu produk-
tow na identycznych liniach produkcyjnych o ograniczonej wydajnosci. Dla
przypadku, gdy w jednym okresie mogg by¢ produkowane dwa produkty,
zaproponowany zostat nowy model ze zmiennymi catkowitoliczbowymi, opi-
sujgcymi liczbe maszyn przezbrojonych do wykonywania danego wyrobu.

MIP MODELS FOR LOT-SIZING AND SCHEDULING
WITH IDENTICAL PARALLEL LINES

Summary. This paper addresses mixed integer programming models of the
lot-sizing and, scheduling problems for several products on identical parallel
lines with limited capacity. For the case with two products produced in
single period has been proposed new model with integer variables describing
number of machines set up to process some product.

1. Wprowadzenie

Niniejsza praca opisuje sposoby modelowania zadan planowania wielkoSci
i szeregowania partii za pomocg programowania catkowitoliczbowego mieszanego.
Omawiane tu modele zadan z wieloma produktami, rownolegtymi liniami produk-
cyjnymi z wieloma stadiami, moga w przysztosci udoskonali¢ lub wrecz zastapic
procedury obliczeniowe MRP Il (np. Drexl i Kimms [3]). W Swietle dynamiczne-
go rozwoju technik programowania matematycznego perspektywa ta nie jest tak
odlegta.

Celem tej pracy nie jest jednak przedstawienie bogatego przegladu lite-
ratury na ten temat, lecz wyjasnienie podstawowych réznic pomiedzy modelami.
Ponadto zaproponowany zostanie nowy model umozliwdajgcy wykonywanie dwdch
réznych partii w jednym okresie, korzystajgcy ze zmiennych calkowitoliczbowych
a nie binarnych. Dzigki temu ma on ciasniejsze relaksacje liniowce i jest znacznie
tatwiejszy do rozwigzania.
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Motywacje do napisania tego artykut data praca nad metodami wyznacza-
nia gtéwnego planu produkcji (ang. Master Production Schedule, MPS) w tancu-
chu dostaw, w ktérym wytwarzane sa telefony komdrkowe Motoroli. Sktada sie on
z kilku fabryk montazu elektronicznego (ang. Surface Mount Technology, SMT)
oraz kilku centréw dystrybucyjnych, gdzie przeprowadza sie ostateczny montaz [5].
W fabrykach SMT pracuje zazwyczaj wiele réwnolegtych linii produkcyjnych, a
przezbrojenia sg bardzo czasochtonne i kosztowne. Dane wykorzystane do obliczen
w niniejszej pracy zostaty oparte na informacjach zebranych w trakcie realizacji
tego projektu.

Modelom PLC dla zadan planowania wielkosSci i szeregowania partii poswie-
cono juz sporo uwagi. Drexl i Kimms [3] przedstawili szeroki przeglad takich mode-
li, ale zadaniom z rdwnolegtymi liniami nie poswiecili zbyt wiele uwagi. Taki model
byt juz jednak przedstawiany we wczes$niejszych pracach dla linii réznigcych sie
wydajnoscig, np. Kimmsa i Drexla [7] czy Salomona i innych [9]. Wykorzystywane
sg w nich zmienne binarne do opisu przezbrojen poszczeg6lnych linii. Belvaux and
Wolsay [1] omdwili r6znorodne sposoby modelowania zadan planowania wielkosci
i szeregowania partii, w tym takze zadan z r6znymi rownolegtymi liniami, a takze
sposoby dodawania nowych ciasniejszych ograniczen. Kang i inni [6] zaproponowa-
li niekonwencjonalny model i algorytm dla przypadku z maszynami réwnolegtymi
i kosztami przezbrojen zaleznymi od kolejnoSci partii. MejT [8] przedstawit model
ze zmiennymi binarnymi oraz algorytm symulowanego wyzarzania.

Drex|l i Haase [2] przedstawili model z liniami réwnolegtymi, w ktorym
kazdy z produktdéw jest na state przypisany do jednej maszyny. Bytyby to wiec
w istocie kilka niezaleznych zadan, gdyby nie fakt, ze model ten uwzglednia popyt
zalezny, tzn. jedne produkty sa czesSciami innych produktéw.

2. Modele z pojedynczg maszyng

W Kklasie zadan planowania wielko$ci i szeregowania partii wyrdznia sie tzw.
big (time) bucket models, dopuszczajgce wiele przezbrojerh w pojedynczym okresie
planowania, oraz smali (time) bucket models, dopuszczajgce tylko jedno. W tej
pracy opisywane sg wytacznie zadania z tej drugiej grupy. W modelach tych rze-
czywiste okresy planistyczne sg dzielone na szereg fikcyjnych, mniejszych okreséw',
aby utatwi¢ znalezienie jakiego$ dobrego czy wrecz dopuszczalnego rozwiagzania.
Im wiecej okresowy tym lepsze rozwigzanie mozna znalez¢, ale tym trudniej takie
zadanie rozwigzad.

Modele z jednym przezbrojeniem na okres dzielg sie na dwa rodzaje. W
pierwszym przezbrojenie maszyny ma miejsce na poczatku okresu, a dopuszczal-
ne jest wykonywanie tylko jednego wyrobu w okresie. Jezeli nie ma koniecznosci
petnego wykorzystania zdolnosci produkcyjnych, to otrzymujemy tzwu Continu-
ons Setup Lot-sizing Problem (CSLP). Réwnania (1) przedstawiajg wtasnie taki

mOtleL min £ E (sjzjt + hjljt) (la)
jeM teT
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Tabela 1
Parametry i zmienne wspolne dla wszystkich modelP
T = (1 ,T) - zbidr okresow,
A¢ — (1,...,n) - zbi6r produktow,
L - ditugos¢ okresu,
L j~L - czas przezbrojenia przed produktem j,
5/ = Lj/L - utamek okresu, jaki trzeba poSwieci¢ na przezbrojenie przed pro-
duktem j,
Sj - koszt przezbrojenia przed produktem j,
Pj - czas wykonywania produktu j,
Cj = L/pj - zdolnos¢ produkcyjna dla produktu j,
hj - koszt magazynowania porcji Cj produktu j przez jeden okres,

djt - popyt na produkt j w okresie t jako wielokrotno$¢ Cj,

Ijt - zapas produktu j na koniec okresu t jako wielokrotnos$¢ Cj,

1jO - poczatkowy zapas produktu j jako wielokrotnos¢ Cj,

Xjt - wielkos¢ produkcji produktu j w okresie i jako wielokrotnos$¢ Cj.

f Pozostate zmienne, w tym opisujgce przezbrojenia, majg ré6zng postaé w roz-
nych modelach i dlatego zostaty opisane obok odpowiednich modeli.

Tabela 2
Zmienne decyzyjne dla modeli z jedng maszyng

yj( - jezeli maszyna w okresie t jest gotowa do produkcji produktu j,

UO - poczatkowy stan maszyny,

Zjt - zmienna binarna réwna 1, jezeli maszyna w okresie t jest przezbrajana do
produkcji produktu j, podczas gdy poprzedniego dnia wykonywata jaki$
inny produkt.

lit—i T %jt  djt —Ijt, jEtf, teT, (ib)
%jt T SjZjt  {ijt, jEM, tGT, (Ic)

v =X teT, (1d)

Uit Ujt ~ zjti j €N, tGT, (le)

£ >o jemM, teT, (1)

Xjt € [0,1], i GAC, tGT, (Ig)

Ujti zjt £ {0,1}, j GAC, ter. (1h)

Ograniczenie (Ib) zapewnia poprawny bilans produkcji, zapaséw i popytu. Ogra-
niczenie (lc) nie dopuszcza do nadmiernego obcigzania maszyny. Ograniczenie
(Id) zapewnia, ze stan maszyny jest jednoznaczny, a ograniczenie (le) sprzega
zmienne opisujgce stan maszyny yjt ze zmiennymi opisujagcymi jego zmiany zjt.
Nalezy zwroci¢ uwage, ze zmiennych Zjt nie trzeba deklarowac jako zmiennych bi-
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narnych, gdyz ograniczone sg one od dotu wyrazeniem binarnym, wiec i tak beda
miaty warto$é 0 lub 1.

Jezeli przyjmiemy, ze w kazdym okresie zdolno$¢ produkcyjna musi by¢é mak-
symalnie wykorzystywana (ang. all or nothing), a takze pominiemy czasy prze-
zbrojen, to z ograniczenia (Ic) wynika, ze xjt — yjtmZmienna xjt moze wigec w
calym modelu zosta¢ zastgpiona przez yjt, a wspomniane ograniczenie staje sie
zbedne. W ten sposéb otrzymujemy tzw. Discrete Lot-sizing and Scheduling Pro-
blem (DLSP) opisany przez Fleischmana [4]. Ma on ciekawe wtasnosci utatwiajgce
budowanie efektywnych algorytmoéw.

Jezeli dopuszczalne jest wykonywanie dwé6ch wyrobéw w okresie, jednego
przed a drugiego po przezbrojeniu, to otrzymujemy tzw. Proportional Lot-sizing
and Scheduling Problem (PLSP) zaproponowany przez Drexla and Haasego [2],
Model ten ma te przewage nad CSLP, ze umozliwia znalezienie dobrych rozwigzan
przy mniejszej liczbie okreséw.

Aby przeksztatci¢ model CSLP w PLSP, trzeba ograniczenie (Ic) zastapic
ograniczeniami (2). Dzieki (2a) produkcja jest mozliwa takze w okresie, w ktérym
nastepuje przezbrojenie do wykonywania innego produktu, bezposrednio przed
przezbrojeniem. Natomiast ograniczenie (2b) zapewnia, ze zdolnos$¢ produkcyjna
nie zostanie przekroczona takze wtedy, gdy w jednym okresie wykonywane sg dwa
produkty.

Xjt < Ujt-i + yjt, je-A7, teT. (2a)
53 (xjt  &zjt) ~ u teT. (2b)
jelv

Wolsay i Belvaux [1] proponujg nieco inny sposdb opisu tego zadania, w
ktorym zmienne dwdch wyrobow moga réwnocze$nie przyjmowac warto$¢ 1,

t-j- A A

3. Modele z rbwnolegtymi liniami

Bardzo istotne z praktycznego punktu widzenia sg modele z rownolegty-
mi liniami z wieloma stadiami produkcyjnymi. Mozna je bowiem wykorzysta¢ do
usprawnienia MRP 11 [3]. Uwzglednienie wielu stadiébw w modelach planowania
wielkosci partii sprowadza sie na ogol do dodania ograniczen zapewniajgcych, ze
nie zostanie przekroczona ich zdolnos$¢ produkcyjna. Jest to doS¢ proste rozszerze-
nie wczesniejszych modeli ([3], [7]). Nie uwzglednia sie natomiast kolejnosci tych
stadiéw. Mozna takie modele poréwnaé¢ do wielowymiarowych zadan pakowania.

Uwzglednienie réwnolegtych linii jest juz znacznie trudniejsze. Dotychczas
znane modele wykorzystuja zmienne binarne oddzielne dla kazdej z linii, przez co
sg bardzo trudne do rozwigzania. Ich stosowanie jest usprawiedliwione, gdy linie
majg rézng wydajno$¢. W nastepnym podrozdziale przedstawiony jest wtasnie
taki model. Dalej przedstawiony jest model w}'-korzystujagcy zmienne catkowite do
opisu liczby przezbrojonych identycznych linii.
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Tabela 3
Dodatkowe parametry dla zadan z réwnolegtymi liniami
m - liczba linii produkcyjnych,
C = {1,...,m} - zbior linii produkcyjnych,
M - zbior stadiow w liniach produkcyjnych,
Pij - czas wykonywania produktu j w stadium i.
3.1. Modele dla dowolnych linii réwnolegtych
Tabela 4

Zmienne decyzyjne dla zadania z dowolnymi liniami rownolegtymi

xijt - wielkos$¢ produkcji produktu j na linii | w okresie t,

yijt - zmienna binarna réwna 1, jezeli linia | w okresie t jest gotowa do wykony-
wania produktu j,

zijt - zmienna binarna réwna 1, jezeli linia | w okresie t jest przezbrajana do
produkcji produktu j, podczas gdy poprzedniego dnia wykonywata jakis
inny produkt.

Rozszerzenie jednomaszynowego modelu PLSP przedstawione np. w pracy
Kimmsa i Drexla [7] polega na oddzielnym opisaniu poszczegélnych maszyn tak
jak w modelu z jedng maszyng, a takze sumowaniu ich przezbroje6 w funkcji celu
(3a) oraz produkcji w ograniczeniach bilansujgcych produkcje, zapasy i popyt (3b).

min E E_z Zz zljt+hjljt) (3a)
jedMteT  leC )
ljt—i T E -Pji ~djt = Ijti ie AC, tgr, (3h)
lec
xijt + Sjzijt < yijt-1+ yijt, j e-A¢, tgT, IGE, (3¢)
E feljt + 3jzljt) ~ h ieM. tgT, IGE, (3d)
jeN
E vyijt= te T, IGE, (3e)
jeAf
® — 3~ S g j EAE, tGT, IGE, (37)
z° jeM, tGT, IGE, (39)
Xljt € [O ) jeM, tGT, ZGE, (3h)
yiju zijt £ {0) jeAf, tGT, IGE. (3i)

4. Modele dla identycznych linii réwnolegtych

Aby uprosci¢ model (3), nalezy wykorzysta¢ fakt, ze dla linii identycznych
nie jest wazne, ktére z nich wykonujg partie danego produktu, ale ile z nich.
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Tabela 5
Zmienne decyzyjne dla modeli z identycznymi liniami rownolegtymi

yjt - liczba linii gotowych w okresie t do wykonywania produktu j,
Zjt - liczba linii przezbrojonych w okresie t do wykonywania produktu j,
ktore w poprzednim okresie wykonywaty jakis inny produkt.

Ponizej przedstawione sg dwa modele. Pierwszy z nich jest prostym rozsze-
rzeniem CSLP (model (1)), tzn. dopuszcza wykonywanie tylko jednego produktu
w kazdym okresie. Zapis tego modelu jest niemal taki sam jak modelu dla po-
jedynczej maszyny. Inna jest jednak interpretacja zmiennych decyzyjnych, patrz
tab. 5, inne tez moga one przyjmowac wartosci. Stgd w miejsce ograniczenia (Id)
wstawic¢ trzeba ograniczenie (4a), a zmienne przezbrojenia nie sg juz binarne, co
deklaruje (4b).

E Vjt = rn, te T (4a)
je.
vit.zjt 6 {0,... m}, j €M, teT. (4b)

Duzo wieksze mozliwosci ma jednak model zezwalajagcy na wykonywanie
dwéch produktéw w jednym okresie, jednego przed, a drugiego po przezbrojeniu.
Dzieki temu jest on elastyczniejszy, tj. umozliwia znalezienie lepszych rozwigzan
przy mniejszej liczbie okreséw planistycznych.

Przedstawiony ponizej taki model jest rozwinieciem dwoch r6znych mode-
li. Z jednej strony wykorzystuje on zmienne i ograniczenia podobne jak w CSLP
(model (1)), z drugiej strony za pomocg dodatkowych zmiennych ciggtych i do-
datkowych ograniczen kopiuje logike modelu PLSP (2) zaproponowanego przez
Drexla i Haasego [2].

Tabela 6
Dodatkowe zmienne decyzyjne dla nowego modelu

Wijt - liczba linii, ktére w okresie i —1 wykonywaty produkt j i zostaty w okresie
t przezbrojone do wykonywania innego produktu,

bjt - czas pracy linii przed ich przezbrojeniem w okresie t zarezerwowany do wy-
konywania produktu j, tych linii, ktére w poprzednim okresie wykonywaty
produkt j,

a,jt - czas pracy linii po ich przezbrojeniu w okresie t, zarezerwowany juz do wy-
konywania produktu j. tych linii, ktore w poprzednim okresie wykonywaty
inny produkt.

min  E E isjzjt + hjljt) (5a)
je\rteT
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ljt— T %jt  djt —Ijt, 3GAn tGT, (5b)
Zjt T 6jZjt »~ Ujt~ Zjt T Ojt T bjti 3 GAr, teT, ieM (5¢)
E yjt="b teT (5d)
jeds

Vjt ~ Ujt— —zjt —wjtt 3GAL te T (5e)
E (ajt T bjt) = E zjt> teT (5f)

je X jeAf
bj * zZjt  ajt 'a Zjt, j'G AA, teT (59)
bjt < Wjt{1- 5), j gAs teT (5h)
Ijt ~ o, 3€AL teT (5i)
ajt) bjt, Zjt € [0,m], jeAr teT (5)
yjt,Wjt,zjt G {0,... ,m}, 3GAL teT. (5k)

W ograniczeniu (5e) wyznaczane sg przyrost zjt oraz zmniejszenie Wjt liczby
linii gotowych do wykonywania wyrobu j. Po prawnej stronie ograniczenia (5c)
liczba linii gotowych w okresie t do wykonywania wyrobu j najpierw pomniejszana
jest o liczbe linii, ktdre dopiero w tym okresie zostaty przezbrojone, a zatem nie
moga byé wpetni wykorzystane dla wyrobu j. Nastepnie dodawany jest czas ajt
zarezerwowany dla wyrobu j juz po przezbrojeniu.

Jezeli zadne linie nie sg przezbrajane dla wyrobu j, to mogg by¢ takie, ktore
wykonywaty produkt j w poprzednim okresie t —1li zostaty przezbrojone w okre-
sie t dla innego wyrobu. Mogga one jeszcze przed ich przezbrojeniem wykonywaé
produkt j. Ten czas pracy linii reprezentuje zmienna bjt.

Dopuszczalne wartosci ajt oraz bjt zdefiniowane sg w ograniczeniach (5f)-
(5h). Nalezy zaznaczy¢, ze czas przezbrojenia jest zaliczany do czasu wykonywania
nowego wyrobu ftp.

5. Eksperymenty obliczeniowe

Do przetestowania nowego modelu wykorzystane zostaty rzeczywiste dane
zebrane w zakladach montazu elektronicznego (ang. Surface Mount Technology,
SMT). W zaktadach tych z uwagi na matg liczbe produktow, duzag liczbe linii
oraz diugie czasy przezbrojen mozna wykonaé co najwyzej jedno przezbrojenie
danej linii dziennie. W takim przypadku bez tworzenia fikcyjnych okresow- mozna
wprost zastosowac takie modele, jak CSLP i PLSP. W odrdznieniu od przyktadow'
z fikcyjnymi okresami popyt pojawia sie tutaj we wszystkich okresach a nie tylko
w okresie odpowiadajgcym koricowi okresu rzeczywistego.

Zbudowane zostaly dwa zestaw}' danych - pierwszy z 3 produktami oraz
4 liniami, a drugi z 5 produktami oraz 7 liniami. W obu przypadkach uwzglednio-
no dwa stadia produkcyjne limitujgce zdohio$¢ produkcyjng. W obu przypadkach
dostepne byty dane o popycie za 30 dni. Dla obu zestawww rozwigzano po 4 przy-
ktady kolejno dla pierwszych 15, 20, 25 oraz 30 dni za pomocg trzech modeli:
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Tabela 7
Jako$¢ obliczen dla przyktadowych zestawoéw danych

Zestaw Model

danych PLSP/catkowity CSLP/catkowity PLSP/binarny
T V[%) 7[%] 6[%] "7 % S[%] T [ n[%]

Przypadek 1. z 3 produktami oraz 4 liniami

15 64 0 0 11 0 0 31
20 71 0 0 5,4 0 0 38
25 80 0 0 6,7 0 1,8 49
30 88 0 14 0,7 0 12,2 46

Przypadek 2. z 5 produktami oraz 7 liniami

15 37 0 0 0,8 0 0 46
20 39 0 0 0,4 0 17,8 62
25 49 0 O 3.1 0 69,6 80
30 61 0 10 0,2 0 54,2 67

T - liczba okreséw, g - obcigzenie linii, tj. stosunek czasu pracy do czasu dysponowanego,
7 = (I —/*)II* - wzgledna odlegtos¢ wartosci funkcji celu znalezionego rozwigzania / od
najlepszego rozwigzania /*, 6 - procentowa réznica pomiedzy znalezionym rozwigzaniem
catkowitym a jego relaksacja liniowa.

PLSP ze zmiennymi catkowitymi CSLP ze zmiennymi catkowitymi, oraz PLSP ze
zmiennymi binarnymi.

Do obliczen wykorzystano GLPK (GNU Linear Programming Kit), prosty,
darmowy program rozwigzywania zadan programowania catkowitoliczbowego. Ob-
liczenia wykonano na komputerze z procesorem AMD 64 Athlon 3000+ 1.8 GHz.
We wszystkich przypadkach czas obliczen ograniczono do 1800 sekund.

W tabeli 7 przedstawione sa wyniki obliczen ilustrujgce jako$¢ uzyskanych
wynikéw. Nalezy zwr6ci¢é uwage ze we wszystkich przypadkach PLSP ze zmien-
nymi catkowitymi dat najlepszg warto$¢ funkcji celu, a jedynie dla najwiekszych
przyktadéw nie znalazt rozwigzania optymalnego. Model CSLP, nawet jezeli zna-
lezione zostajg optymalne dla niego rozwigzania, daje warto$¢ funkcji celu nieco
gorszg od PLSP ze zmiennymi catkowitymi. Dla PLSP ze zmiennymi binarnymi
tylko dla 3 przyktaddw znalezione zostaly rozwigzania optymalne.

Szczegblng uwage nalezy zwrdci¢ na réznice pomiedzy rozwiagzaniami cat-
kowitymi i ich relaksacjami liniowymi. Model PLSP ze zmiennymi binarnymi jest
pod tym wzgledem duzo gorszy, nawet dla przyktadow, dla ktdrych znaleziono
rozwigzania optymalne.

W tabeli 8 zebrano wyniki ilustrujgce ztozono$¢ badanych modeli. Jak wi-
da¢, model CSLP zostat rozwigzany optymalnie dla wszystkich przypadkow, a
model PLSP ze zmiennymi catkowitymi dla szeSciu. Model PLSP ze zmiennymi
binarnymi znalazt co prawda w trzech przypadkach rozwigzania optymalne, ale
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Tabela 8
Ztozonos¢ obliczen dla przyktadowych zestawéw danych
Zestaw Model
danych PLSP/calkowity CSLP/calkowity PLSP/binarny
T V%) ow ZW t 9] ow ZW t ig] ow ZW  t[sj

Przypadek 1 z 3 produktami oraz 4 liniami

15 64 0 117 03 0 7% 01 48 071 128 925 1800
20 71 0 207 06 0 1223 11 81 762 27 357 1800
25 80 0 20441 107 0 18915 27 61 136 11 513 1800
30 88 37296 98225 1800 0 27559 63 26 128 48 640 1800

Przypadek 2. z 5 produktami oraz 7 liniami

15 37 0 91 0,3 0 19 01 9 961 8 138 1800
20 39 0 10 147 83 0 8523 17 4 025 2 617 1800
25 49 0 10157 149 0 5991 21 7778 1528 1800
30 61 13335 43 111 1800 0 45689 229 3901 1367 1800

T - liczba okresow, 1j- obcigzenie linii, tj. stosunek czasu pracy do czasu dysponowanego,
OW - liczba otwartych, ZW - zamknietych weztéw drzewa przegladu, t - czas obliczen
[seK].

nie zakonczyt przeglgdania wszystkich rozwigzan. Dzieje sie tak z dwoch przy-
czyn. Dla matych modeli liczba weztow drzewa przegladu rozwigzan jest bardzo
duza, a dla duzych przyktadéw kazdy wezet jest bardzo pracochtonny, przez co
nie udato sie przejrzec ich zbyt wiele.

Podsumowujgc mozna stwierdzi¢, ze model PLSP ze zmiennymi catkowity-
mi jest duzo tatwiejszy do rozwigzania niz ze zmiennymi binarnymi. Natomiast
model CSLP jest nieco prostszy, ale daje gorsze rozwigzania.

Ta praca powstata w ramach projektu badawczego nr 3 T11F 010 28.
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Abstract

Presented paper contains description o MIP models for capacited lot-sizing
and scheduling problems with many products, parallel lines and several production
stages. Presented are so called small bucket models allowing only one start-up per
period.

Proposed model for the case with identical parallel lines uses integer varia-
bles to describe number of lines set up to process some product. The new model
is based on so called Continuous Setup Lot-sizing Problem (CSLP), but it al-
lows to process up to two products per period as in Proportional Lot-sizing and
Scheduling Problem (PLSP).

Several experiments based on realistic data for Surface Mount Technology
lines show that proposed models have much better computational characteristics
as already known model based on binary variables.



