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M DM GVRP - NOW Y W ARIANT PROBLEMU MARSZRUTYZACJI 
POJAZDÓW. CZĘŚĆ 1 - SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

Streszczenie. W  artyku le krótko scharakteryzow ano problem  m arszru tyza- 
cji pojazdów  (ang. V R P ), następnie sform ułowano nowy w ariant problem u: 
problem  m arszru tyzacji pojazdów  z wielom a m agazynam i i w ielom a asorty­
m entam i (M D M G V R P). W iele odm ian V R P  stanow i szczególny przypadek 
M DM GV RP. Pub likacja  niniejsza zaw iera opis nowego w arian tu  oraz m odel 
m atem atyczny.

M DM GVRP - A NEW  VARIANT OF VEHICLE ROUTING  
PROBLEM. PART 1 - DEFINITION

Summary. T he paper presents a  short in tro d u ctio n  to  V R P  and a  defi­
n ition  of M D M G V RP, a  new' varian t of V RP. A m athem atica l m odel of 
M D M G V RP is presen ted  and  discused. T he p ap e r serves as in troduction  to  
th e  paper “M D M G V R P - a  new varian t of vehicle ro u tin g  problem . P a r t  2 
- th e  C LP so lution” .

1. W stęp

Ogólnie problem  m arszrutyzacji pojazdów  (ang. V R P  - vehicle routing pro - 
blem) polega n a  znalezieniu ja k  najkró tszych  dróg d la  floty ciężarówek o określonej 
ładowności, m ających odwiedzić zadaną liczbę m iast (lokalizacji klientów') w  celu 
dostarczenia lub po b ran ia  zadanej liczb}' jednostek  tow aru. Odległości pom iędzy 
m iastam i są dane. Zadanie należy rozw iązać tak , aby nie przekroczyć ładowności 
pojazdów  i zaspokoić zapotrzebow ania klientów.

1.1. K lasyfikacja problem ów V R P
V R P  w ystępuje w wielu w ariantach. Nazwy poszczególnych wariantów' V R P  

są tw orzone w w yniku dodaw'ania do V R P przedrostków', np. CVRP. M ożna tu  
wym ienić tak ie  jak:

• Capcitated Vehicle Routing Problem (CVRP) - hom ogeniczny w'ariant 
V R P  (z jednakow ym i ciężarówkam i).
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• Multiple Depot VRP (M DVRP) - dostaw y są  dokonywane z wielu m a­
gazynów.

• VRP with Time Windows (VRPTW ) - do klientów są przypisyw ane 
“okna czasowe” (czas s ta rtu , czas zakończenia, czas obsługi). Zgłoszenia m u­
szą być obsłużone zgodnie z określonym i chwilami czasu.

• Stochastic VRP (SVRP) - jeśli k tó raś ze składowych problem u zachowuje 
się stochastycznie.

• Periodic VRP (PVRP) - jeśh  d o s t a w  m uszą być dokonywane okresowo.

• Split Delivery VRP (SDVRP) - jeśli jedno  zgłoszenie m oże być obsłużone 
przez kilka pojazdów.

• VRP with Backhauls (VRPB) - jeśli po jazdy  m uszą odebrać ładunek 
po dokonaniu dostaw.

• VRP with Pick-Ups and Deliveries (VRPPD) - jeśli po jazdy  m uszą 
coś odebrać i dostarczyć do klientów.

Powyższą klasyfikację zaproponow no w [1], Dodatkow o w arto  zapoznać się 
z zaproponow aną bibliografią [2], O d sfom ułow ania V R P  m inęło już prawie 50 la t 
[3]. O sta tn ia  dekada wskazuje n a  szczególne zainteresow anie V R P. Z tego okresu 
pochodzi większość publikacji na  te m a t problem u. Ciekawy przegląd problem u 
możemy znaleźć w [4].

2. Sformułowanie problemu M DM GVRP

Klasyfikacja obejm uje znaczne sp ek tru m  problem ów. Rzeczywistość jes t 
zwykle bardziej skomplikowana niż m odele m atem atyczne, k tó re o d d a ją  św iat 
w pewnym przybliżeniu.

Rozważmy sytuację, gdy dysponujem y pew ną liczbą m agazynów. W  tych 
m agazynach przechowywany je s t pew ien zapas dóbr należących do kilku rodzajów  
asortym entów. S tany poszczególnych m agazynów  są ograniczone i określone. Do­
datkowo m am y do dyspozycji pew ną flotę ciężarówek, k tórym i możemy dostarczać 
asortym enty do klientów.

Klienci i magazyny zn a jd u ją  się w  m iastach. Odległości pom iędzy tym i 
m iastam i są dane. Wielkości zam ówień poszczególnych klientów  są określone d la 
każdego asortym entu.

Opisana sy tuacja częściej odpow iada rzeczywistości niż abstrakcyjny pro­
blem  VRP, określony dla jednego aso rtym en tu  i nieograniczonych stanów  m aga- 
zyńÓwych. D latego zdecydowałem się wprow adzić kolejny w ariant VRP.

’’M DM GVRP” to ”M ultiple Depots and M ultiple Goods Vehicle Routing  
Problem” czyli :'problem m arszrutyzacji pojazdów z wieloma m agazynam i i wielo­
m a asortym entam i’’.
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Niekiedy do rozw iązania M D M G V RP w ystarczą m odele m atem etyczne 
stworzone d la innych w ariantów  V RP. W yobraźm y sobie sytację kiedy m am y je­
den m agazyn, w k tórym  zapasy poszczególnych dóbr są nieograniczone. W  tak im  
przypadku  rozważyć w ystarczy zagadnienie V R P  dla sumy dostaw  w szystkich 
asortym entów .

Jeżeli jed n ak  pojaw i się więcej m agazynów  lub więcej m agazynów z ograni­
czeniem  zapasów poszczególnych asortym entów , do rozw iązania koniecze s ta je  się 
stworzenie nowego m odelu m atem atycznego.

W iele dotychczas spotykanych w ariantów  V R P  je s t w istocie szczególnym 
przypadkiem  M DM GV RP. Podobnie rzecz się m a do problem u kom iw ojażera.

3. Model matematyczny

3.1. Definicje
D ana jes t pew na liczba m iast M ,  pew na liczba sam ochodów V  oraz pew­

na liczba asortym entów  A . Zakładam y, że bez względu na rodzaj asortym enty  
konfekcjonowane są  w jednakow ych pojem nikach. S tąd  w spólna jednostka m iary  
załadunku i zamówień dla w szystkich asortym entów .

Odległości pom iędzy m iastam i określa m acierz O:

0  = {oi,j} i , j  =  (1)

gdzie i oznacza m iasto  początkowe, j  m iasto  końcowe.
W  niektórych m iastach  zna jdu ją  się magazyn}'. W  m agazynach przechowy­

wana jes t określona liczba pojem ników różnych asortym entów:

S  — [Sa,jn] O, — 1, . . . , A] 771 =  1 , . . .  , M , Sa,m €  N ,  ( 2 )

gdzie a oznacza rodzaj asortym entu , m  m iasto, w k tórym  jest przechowywany, 
V m  ~ liczbę pojem ników  asortym entu  a dostępnych w m agazynie m . Jeżeli liczba 
sa,m jes t w iększa od  0, oznacza to , że w mieście m  zna jdu je się sajn pojem ników 
z asortym entem  a.

W  niektórych m iastach  zna jdu ją  się klienci, których zamówienia m uszą zo­
stać zrealizowane. Zam ówienia oznaczone są m acierzą D:

D = [ d a,m] a  =  l ,  m  =  l ,  da,m £  N , (3)

gdzie a oznacza asortym ent, m  -  m iasto  klienta, da m̂ -  zam aw ianą liczbę pojem ­
ników asortym entu  a.

W  danym  mieście nie może znajdow ać się jednocześnie m agazyn i klient:

A A
Vrn 6 {1, . . .  , M } :  E  Sa.m =  0 V E  da,m =  0 (4)

a=l a=1
Samochody, k tórym i dysponujem y w celu realizow ania zamówień, m ają  określone 
ładowności lv wyrażone w liczbie pojemników:

lv e  N  u =  l , . . . , Y  (5)
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oraz charakteryzują się kosztem przejazdu jednostki odległości:

ą , € N  v = l , . . . , V j  (6)

gdzie cv oznacza koszt przejechania jednej jednostki odległości przez samochód v. 
Samochody mają określone miasto startowe:

Pv v = l , . . . , V ;  pv e { l , . . . , M } ,  (7)

gdzie pv oznacza miasto startowe samochodu v. Dla zobrazowania rozważmy na­
stępujące dane:

M -  9 A == 2 V = 3;

h == 9,¿2 = 15, h  = 15,

ci = 1, C2 == 1, C3 = 1,

P\ = 4, P2 =- 4, Pz = 5,
' 0, 6, 10, 5, 9, 4, 8 , 10, 13

6, o, 4, 3 , 5, 7, 9, 7, 9
10, 4, 0 , 7, 3, 11, 12, 9, 7
5, 3, 7, 0 , 4, 4, 5, 5, 7

= 9, 5, 3, 4, 0 , 8 , 8 , 5, 4
4, 7, 11, 4, 8 , 0 , 4, 7, 11
8 , 9, 12, 5, 8 , 4, 0 , 4, 9
10, 7, 9, 5, Dy 7, 4, 0 , 4
13, 9, 7, 7, 4, U, 9, 4, 0

s 0 , 0 , 0 , 10 3 0 , 0 , 0, 0
0, 0, 0, 5, 5 0 , 0 , 0, 0

D '1, 2, 0 0, 0 , 3, 1, 3, 3 '
.2 , 1 9 0, 0 , 0 , 1, 1, 3 .

Rjrsunek 1 obrazuje problem MDMGVRP dla powyższych danych.

3.2. Sformułowanie problemu
Wprowadźmy następujące oznaczenia:

XV =  [•<!■!, m2] V = 1 , . . . , V ;  mi ,  m2 = 1, . . . ,  M ; < ni,m2 € {0,1}, (8)

gdzie X v jest macierzą trasy przejechanej przez samochód v, zbudowaną w nastę­
pujący sposób:

v _  j  1 jeżeli samochód v jedzie z miasta m\  do m 2 ,Q,
|  o w przypadku przeciwnym
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Rys. 1. Dane M D M G V RP

D any sam ochód może odwiedzić dane m iasto co najw yżej raz, co zapisujem y wzo­
rem:

M
E  Vf G { 1 , . . . ,  V }, Vm.2 G { 1 , . . . ,  M }  (10)

mj=l
Podobnie dany sam ochód m oże opuścić dane m iasto  co najw yżej raz, co zapisu­
jem y wzorem:

M
E  < 1 W € {1 ,..., V}, Vmi G {1, ■ ■ •, M}  (11)

ni2=l

Jeżeli dany  sam ochód uczestnicz}7 w tran sp o rtach , to  w yrusza ze swojej 
lokalizacji startow ej. Jeżeli na to m iast nie uczestniczy w tran sp o rta ch  (nie w yrusza 
z lokalizacji startow ej), to  w szystkie elem enty jego tra sy  p rzy jm ują  w artość 0. 
Możemy to  zapisać w sposób następujący:

M  M  M
W 6 { 1 , . . . , V } :  E  =  0 =* E  E < m 1,m2 = 0  (12)

7712 =  1 7771 =  1 7772 =  1

Oznaczm y lite rą  Z v m acierz załadunków:

Z  =  K m )  a = 1 , . . . ,  A;  m  =  l , . . . , M ;  z va m  €  N ,  (13)

gdzie z va m  oznacza liczbę pojem ników  z asortym entem  a załadow anych do sam o­
chodu v  w mieście m.

Sum a załadunków  w szystkich sam ochodów w danym  m ieście nie może być 
większa niż s tan  m agazynu:

Vm £  { 1 , . . . ,  M }, Va £  4 , m  <  s a,m (14)
V = 1



100 R. Szklarczyk

K ażdy załadunek  m usi być m niejszy lub równy dopuszczalnej ładowności rozpa­
tryw anego sam ochodu:

Vm € { 1 , ,  M},  Va € { 1 , . . . ,  A}, W  G { 1 , . . . ,  V } :  <  ls (15)

Podobnie m ożna zdefiniować m acierz rozładunków:

R  =  K , J  v  =  l , . . . , V ]  o =  l , . . . ,  A; m  = 1 , . . . .  Ad; r va m  G N , (16)

gdzie r„ m oznacza liczbę pojem ników z asortym entem  a w yładow anych z sam o­
chodu v  w mieście m .

Każde zamówienie musi być zrealizowane, co oznacza, że sum a w yładow a­
nych towarów^ w danym  mieście musi być rów na zam ówieniu w ty m  mieście:

Vm € { 1 , . . . ,  M} ,  Vo 6 { 1 , . . . ,  A}: £  < m =  d a,m  (17)
V — \

W  niniejszym  w ariancie V R P  (w odróżnieniu od SD V R P) przyjm ujem y, że zam ó­
wienia n a  wszystkie tow ary w danym  mieście m uszą być załatw ione przez jeden 
transport:

Vm € { 1 , . . . ,  M } , 3 v  G { 1 , . . . ,  V’}:

r a , m = d a,m V o e { l , . . . , A }  (18)

Zakładam y, że wszystkie sam ochody ład u ją  dokładnie ty le towarów, ile później 
rozładowmją. Sum a załadunków  każdego sam ochodu jes t rów na sum ie roz ładun­
ków':

Vv €  { 1 , . . . ,  V},  Va €  { 1 , . . . ,  A ):
M  M
Z  < m  = Z  r a,m (19)

iii=l m =1
Sam ochody m uszą odwiedzić m iasta , w k tórych  są rozładunki lub załadunki. M u­
szą do nich dojechać lub m uszą z nich wyruszyć. Dzieje się ta k  w przypadku,
gdy rozpatryw ane jes t m iasto startow e. W  opisywanym  w ariancie zakładani}', że
sam ochody nie m uszą powTÓcić do m iasta  startow ego, z którego wryruszyły. S tąd:

Vv G { l , . . . , K } , V m  G { 1 , . . . ,  M} :

z a,m >  0 V r a,m >  0, O =  1, . .  . ,  A =►
M  M
Z  <a,m2 = lV £  = 1 (20)

m2 = l  m \—1
M ając zdefiniowane załadunk i i rozładunki należy pam iętać  o tym , że dopuszczal­
na ładowność sam ochodu nie może być przekroczona w którym kolw iek m iejscu 
trasy. To znaczy, że przy  spraw dzeniu, czy w danym  mieście sam ochód nie został
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przeładowany, m usim y wziąć pod uwagę załadunek, w yładunek oraz ładunek, k tó ­
ry  wynika z b ilansu załadunków  i rozładunków  poprzedniego odwiedzonego m ia­
sta , stąd:

W G  { l , . . . , k } , V m e  { 1 , . . . , M } :

0 <  B ( y ,m ) <  lv,

gdzie:
A
Z « ,B( v ,  m ) ra,m) +  B{v,  mo)
fl=l

( 21)

( 2 2 )

a \v mieście startow ym  danego sam ochodu:

B ( s ,p v) =  E « Ps
0 = 1

) (23)

Dodatkowo należy pam iętać , że aby sam ochód m ógł coś załadow ać lub rozładować, 
to  musi odwiedzić dane m iasto, stąd:

m o r2’0 a.ni o) ^  O VQ €  { ! , . . .  . y j . m o  €  { 1 , . . .  ,M }  =»
A

v~a.,7
a=l

(3m €  { 1 , . . . .  A/} : =  1 V 3 m  €  { 1 , . . . ,  A/} : x $ L 0 =  2) (24)
K oszt tran sp o rtó w  zależny jes t od odległości przejechanych przez poszczególne 
sam ochody, s tąd  funkcja celu:

F ( X \ . . . ,  X r ) = Z  Z  Z  * c, (25)
0=1 «¡1=1 072 = 1

Rozwiązanie problem u polega n a  znalezieniu tak ich  m acierzy X v, Z v oraz R v, aby 
w artość funkcji celu F  by ła  jak  najm niejsza i w szystkie powyższe ograniczenia 
były  spełnione.

P roblem  nie został sprowadzony do postaci kanonicznej, gdyż m etody za­
stosowane do jego rozw iązania w [5] tego nie w ym agają.

D la p rzyk ładu  z rozdziału poprzedniego rozw iązanie dopuszczalne w ygląda 
następująco:

Zi =

R i  =

X  =

o, 0, 0, 6, 0, 0, 0, 0, 0 '

0, 0, 0, 3, 0, o. 0, 0, 0

1, 2, 0, 0, 0, 3, 0, 0; 0 '
9 1, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0

0, 1, o. o, 0, 0, 0, 0, 0 '

0, 0, 0. 1, 0, 0, o, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, o, 0, 0, 1, 0, 0, 0

0, 0, 0, 0, o, 0, 0, 0, 0

1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

0, 0, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0
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^2 =

R2

X 2 =

¿3 =

R z

X *

' 0, o, o, 4, o, o, o, o, 0 '
0, o, o, 2 o, o. o, o, 0

’ 0, o, o, 0, o, o, 1, 3, 0 '

o, o, o, o, o, o, 1, 1, 0

’ 0, o, o, o, o, o, 0, o, 0 '

o, o, o, o, o, o, o, o, 0
o, 0, o, o, 0, o, o, o, 0
o, o, o, o, o, o, 1, o, 0
o, o, 0, o, o, o, o, o, 0
o, o, o, o, o, o, o, 0, 0
o, o, o, o, o, o, o, 1, 0
o, o, o, 1, o, o, o, o, 0
o, o, o, 0, o, o, o, o, 0 _

’ 0, 0, o, o, 3, o, 0, o, 0 ■
0, o, o, o, 5, o, o, 0, 0

' 0, o, o, o, o, 3, o, o, 3 ■
0, o, 2, o, o, o, o, o, 3

’ o, o, o, o, o, o, o, o, 0 '

o, o, o, o, o, o, o, o, 0
o, o, o, o, o, o, o, 0, 1
o, o, o, o, o, o, o, o, 0
o, o, 1, o, o, o, o, o, 0
o, o, o, o, o, o, o, o, 0
o, o, 0, o, 0, o, o, o, 0
o, o, o, 0, o, o, o, o, 0
0, o, 0, o, 1, o, 0, o, 0

W celu zilustrowania rozwiązania MDMGYRP zamieszczono rys. 2.
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Rys. 2. Rozwiązanie M D M G V RP
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P o d z ię k o w a n ia

A utor chciałby podziękować Prof. A. N iederlińskiem u za pom oc przy opra­
cowaniu tego artyku łu .

T he V R P  problem  is one of suppling a  set of c u s to m e rs  w ith  a  single 
com m odity, using a fleet of vehicles, under costra in ts on vehicles, rou tes, and 
custom ers. Each vehicle has a  ce rta in  capacity  and  each custom er has a  certa in  
dem and. T here is also a  set of depots storing an  unlim ited  num ber of com m odities 
and  th e  d istance m a trix  for all relevant distances. T he goal is to  m inim ize th e  to ta l 
d istance traveled or th e  num ber of vehicles required  to  solve th e  problem , so th a t  
all dem ands are satisfied.

T he paper presents a  new variant of V R P  called M ultiple D epots and M ul­
tip le  G oods Vehicle R outing Problem  (M D M G V R P). I t is characterized by addi­

Recenzent: Prof. dr hab. inż. Zbigniew B anaszak

A b s t r a c t
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tional constra in ts. T he first constra in t is th a t  th e re  is a  nurnger of depo ts storing  
a  lim ited  num ber of different com m odities. For exam ple a factory  offers apple 
ju ice and b an an a  juice. T he second constra in t is th a t  custom ers m ay dem and so­
m e am ounts of diffrent com m odities. T he goal is to  m inim ize th e  to ta l d istance 
traveled while m eeting all dem ands and respecting  all ap rop ria te  constra in ts.

A m athem atical m odel for M D M G V RP has been form ulated and discused. 
A C LP solution solution is presented in accom paning paper “M D M G V RP - a  new 
varian t of vehicle rou ting  problem . P a rt 2 - th e  C LP solution” .


