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MDMGVRP - NOWY WARIANT PROBLEMU MARSZRUTYZACJI
POJAZDOW. CZESC 1- SFORMULOWANIE PROBLEMU

Streszczenie. W artykule krotko scharakteryzowano problem marszrutyza-
cji pojazdow (ang. VRP), nastepnie sformutowano nowy wariant problemu:
problem marszrutyzacji pojazdéw z wieloma magazynami i wieloma asorty-
mentami (MDMGVRP). Wiele odmian VRP stanowi szczeg6lny przypadek
MDMGVRP. Publikacja niniejsza zawiera opis nowego wariantu oraz model
matematyczny.

MDMGVRP - A NEW VARIANT OF VEHICLE ROUTING
PROBLEM. PART 1- DEFINITION

Summary. The paper presents a short introduction to VRP and a defi-
nition of MDMGVRP, a new' variant of VRP. A mathematical model of
MDMGVRP is presented and discused. The paper serves as introduction to
the paper “MDMGVRP - a new variant of vehicle routing problem. Part 2
- the CLP solution”.

1. Wstep

Ogodlnie problem marszrutyzacji pojazdow (ang. VRP - vehicle routing pro-
blem) polega na znalezieniu jak najkrétszych drég dla floty ciezaréwek o okre$lonej
tadownosci, majacych odwiedzi¢ zadang liczbe miast (lokalizacji klientéw') w celu
dostarczenia lub pobrania zadanej liczb}' jednostek towaru. Odlegtosci pomiedzy
miastami sg dane. Zadanie nalezy rozwigza¢ tak, aby nie przekroczy¢ tadownosci
pojazdow i zaspokoi¢ zapotrzebowania klientow.

1.1. Klasyfikacja probleméw VRP

VRP wystepuje w wielu wariantach. Nazwy poszczeg6Ilnych wariantow' VRP
sg tworzone w wyniku dodaw'ania do VRP przedrostkéw', np. CVRP. Mozna tu
wymienié takie jak:

e Capcitated Vehicle Routing Problem (CVRP) - homogeniczny w'ariant
VRP (z jednakowymi ciezaréwkami).
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» Multiple Depot VRP (MDVRP) - dostawy sg dokonywane z wielu ma-
gazynow.

* VRP with Time Windows (VRPTW) - do klientéw sa przypisywane
“okna czasowe” (czas startu, czas zakonczenia, czas obstugi). Zgtoszenia mu-
szg by¢ obstuzone zgodnie z okreslonymi chwilami czasu.

» Stochastic VRP (SVRP) -jesli ktora$ ze sktadowych problemu zachowuje
sie stochastycznie.

* Periodic VRP (PVRP) -jesh dostaw musza by¢ dokonywane okresowo.

« Split Delivery VRP (SDVRP) -jeélijedno zgtoszenie moze byé obstuzone
przez kilka pojazddw.

« VRP with Backhauls (VRPB) - jesli pojazdy musza odebraé¢ tadunek
po dokonaniu dostaw.

« VRP with Pick-Ups and Deliveries (VRPPD) - jesli pojazdy musza
co$ odebrac i dostarczy¢ do klientow.

Powyzszg klasyfikacje zaproponowno w [1], Dodatkowo warto zapoznac sie
z zaproponowang bibliografig [2], Od sfomutowania VRP mineto juz prawie 50 lat
[3]. Ostatnia dekada wskazuje na szczegoOlne zainteresowanie VRP. Z tego okresu
pochodzi wiekszo$¢ publikacji na temat problemu. Ciekawy przeglad problemu
mozemy znalez¢ w [4].

2. Sformutowanie problemu MDMGVRP

Klasyfikacja obejmuje znaczne spektrum problemow. Rzeczywisto$¢ jest
zwykle bardziej skomplikowana niz modele matematyczne, ktore oddajg Swiat
w pewnym przyblizeniu.

Rozwazmy sytuacje, gdy dysponujemy pewng liczbg magazynéw. W tych
magazynach przechowywany jest pewien zapas dobr nalezacych do kilku rodzajow
asortymentdw. Stany poszczegdlnych magazyndw sg ograniczone i okreslone. Do-
datkowo mamy do dyspozycji pewng flote ciezarowek, ktorymi mozemy dostarczac
asortymenty do klientdw.

Klienci i magazyny znajdujg sie w miastach. Odlegtosci pomiedzy tymi
miastami sg dane. Wielko$ci zaméwien poszczegélnych klientéw sg okreélone dla
kazdego asortymentu.

Opisana sytuacja czeSciej odpowiada rzeczywistosci niz abstrakcyjny pro-
blem VRP, okreSlony dla jednego asortymentu i nieograniczonych stan6w maga-
zynOwych. Dlatego zdecydowatem sie wprowadzié kolejny wariant VRP.

"MDMGVRP” to "Multiple Depots and Multiple Goods Vehicle Routing
Problem™ czyli 'problem marszrutyzacji pojazdéw z wieloma magazynami i wielo-
ma asortymentami”.
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Niekiedy do rozwigzania MDMGVRP wystarcza modele matemetyczne
stworzone dla innych wariantow VRP. Wyobrazmy sobie sytacje kiedy mamy je-
den magazyn, w ktdrym zapasy poszczegdlnych dobr sg nieograniczone. W takim
przypadku rozwazyé wystarczy zagadnienie VRP dla sumy dostaw wszystkich
asortymentow.

Jezelijednak pojawi sie wiecej magazyndéw lub wiecej magazyndw z ograni-
czeniem zapaséw poszczegOlnych asortymentow, do rozwigzania koniecze staje sie
stworzenie nowego modelu matematycznego.

W iele dotychczas spotykanych wariantow VRP jest w istocie szczegdlnym
przypadkiem MDMGVRP. Podobnie rzecz sie ma do problemu komiwojazera.

3. Model matematyczny

3.1. Definicje

Dana jest pewna liczba miast M, pewna liczba samochodéw V oraz pew-
na liczba asortymentow A. Zaktadamy, ze bez wzgledu na rodzaj asortymenty
konfekcjonowane sg w jednakowych pojemnikach. Stad wspdlna jednostka miary
zatadunku i zamoOwien dla wszystkich asortymentow.

Odlegtosci pomiedzy miastami okres$la macierz O:

0 = {oij} 1i,j= 1
gdzie i oznacza miasto poczatkowe, j miasto koncowe.

W niektérych miastach znajdujg sie magazyn}'. W magazynach przechowy-
wana jest okreslona liczba pojemnikoéw rdznych asortymentéw:

S — [Sajn] Q—1,...A] m=1,... , M, Sam€ N, (2)

gdzie a oznacza rodzaj asortymentu, m miasto, w ktérym jest przechowywany,
Vm ~ liczbe pojemnikéw asortymentu a dostepnych w magazynie m. Jezeli liczba
sa,m jest wieksza od 0, oznacza to, ze w miescie m znajduje sie sajn pojemnikow
z asortymentem a.

W niektérych miastach znajdujg sie klienci, ktérych zamo6wienia muszg zo-
sta¢ zrealizowane. Zamdwienia oznaczone sg macierzg D:

D =[dam] a=1, m = I, dam £ N, 3)

gdzie a oznacza asortyment, m - miasto klienta, da’'m - zamawiang liczbe pojem-
nikobw asortymentu a.
W danym mieScie nie moze znajdowac sie jednoczes$nie magazyn i klient:
A A
vin6 {1,... ,M}:E Sam= 0VE dam= 0 4

a=l a=1

Samochody, ktorymi dysponujemy w celu realizowania zamowien, majg okreslone

tadownosci Iv wyrazone w liczbie pojemnikéw:

Ilve N u=1,...,Y (5)
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oraz charakteryzuja sie kosztem przejazdu jednostki odlegtosci:
a,EN v=I,...,Vj (6)

gdzie cv oznacza koszt przejechania jednej jednostki odlegtosci przez samochod v.
Samochody majg okre$lone miasto startowe:

Pv v=1I,...,V; pve{l,...,M}, )

gdzie pv oznacza miasto startowe samochodu v. Dla zobrazowania rozwazmy na-
stepujgce dane:

M-9A=2V=3

h ==9,¢2 = 15,h = 15,

i =1 Q@=1c3=1

P\ :41P2—_'4,PZ:5,

"0, 6 10, 5 9 4 8, 10, 13
6, 0, 4 3,5 7 9 7 9
10, 4, o, 7, 3 11, 12, 9 7
5, 3, 7, 0,4 4 5 5 7
= 9 5 3 4 o0, 8 8, 5 4
4, 7, 11, 4, 8, o, 4 7 1
8, 9, 12, 5 8, 4 o, 4 9
10, 7,7, 9 5 o 7, 4, o0, 4
13,9 7, 7 4 U, 9 4 0
S o, 0, 0,0 10 3 0, 0,0 O
000 0 5 5 00,00
5 ‘1, 20003 133"’
2, 1 9 0 o,0 1 1 3

Rjsunek 1 obrazuje problem MDMGVRP dla powyzszych danych.

3.2. Sformutowanie problemu
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

XV = [<®n?] V=1,...V; mi,m2=1,.,M; <nin2€{0,1}, (8

gdzie X v jest macierza trasy przejechanej przez samochdd v, zbudowang w naste-
pujacy sposob:

v _j 1 jezeli samochdd v jedzie z miasta m\ do m2 Q
| o w przypadku przeciwnym



MDMGVRP - nowy wariant problemu marszrutyzacji pojazdow 99

m Legenda:
m m
Cl.] - Miasto m( z
ns zamoéwieniami
m
3 l - Miasto m5z
S - magazynem
. m5
.\ - Miasto start
m U Lamochoday.
%y - Jednostka

odlegtosci

- Jednostka pojemnik
z asortymentem

Rys. 1. Dane MDMGVRP

Dany samochdd moze odwiedzié dane miasto co najwyzej raz, co zapisujemy wzo-

rem:
M

E Vi G{1,...,V},Vm2G{1,..., M} (10)

mj=I
Podobnie dany samochdd moze opusci¢ dane miasto co najwyzej raz, co zapisu-
jemy wzorem:

M

E <1 W€ {1,...,V}Vmi G{l, = M} (1)

ni2=l|

Jezeli dany samocho6d uczestnicz}7w transportach, to wyrusza ze swojej

lokalizacji startowej. Jezeli natomiast nie uczestniczy w transportach (nie wyrusza
z lokalizacji startowej), to wszystkie elementy jego trasy przyjmujg wartosé¢ O.
Mozemy to zapisa¢ w sposOb nastepujacy:

M M M
wW6{1,...,vV}: E =0=*E E<m1m=0 (12)
7712= 1 771= 1 7772= 1

Oznaczmy literg ZVv macierz zatadunkdéw:
Z =Km) a=1,...,A; m=1,...,M; zam € N, (13)

gdzie zam oznacza liczbe pojemnikéw z asortymentem a zatadowanych do samo-

chodu v w miescie m.
Suma zatadunkow wszystkich samochodéw w danym miescie nie moze by¢
wieksza niz stan magazynu:

vm £ {1,..., M}, Va £ 4,m < sam (14)

v=1
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Kazdy zatadunek musi by¢ mniejszy lub rowny dopuszczalnej tadownosci rozpa-
trywanego samochodu:

vme€ {1,, M}, va€ {1,..., A}, W G{1,..., V}: < s (15)
Podobnie mozna zdefiniowa¢ macierz roztadunkow:
R=K,J v=1,...,V] o=1,....,A; m=1,.... Ad; ram GN, (16)

gdzie r,,m oznacza liczbe pojemnikéw z asortymentem a wytadowanych z samo-
chodu v w miescie m.

Kazde zamowienie musi by¢ zrealizowane, co oznacza, ze suma wytadowa-
nych towarow™ w danym miescie musi by¢ rowna zamowieniu w tym miescie:

vm€ {1,..., M}, Vo6 {1,..., A}y £ < m=dam (17)

V—\

W niniejszym wariancie VRP (w odréznieniu od SDVRP) przyjmujemy, ze zamo-
wienia na wszystkie towary w danym mieScie muszg by¢ zatatwione przez jeden
transport:

vm € {1,..., M},3v G{1,..., V}

ra,m=dam Voed{l,...,A} (18)

Zaktadamy, ze wszystkie samochody tadujg doktadnie tyle towardw, ile pdZniej
roztadowmjg. Suma zatadunkéw kazdego samochodu jest rowna sumie roztadun-
kow'":

Vv € {1,...,V}, Va€ {1,..., A):

M M
s T AL &

Samochody muszg odwiedzi¢ miasta, w ktérych sg roztadunki lub zatadunki. Mu-
szg donichdojecha¢ Ilub muszg z nich wyruszy¢. Dzieje sie tak w przypadku,
gdy rozpatrywanejest miasto startowe. W opisywanym wariancie zaktadani}', ze
samochody nie musza powTOci¢ do miasta startowego, z ktérego wyruszyly. Stad:

W G {l,....K},Vm G{1,..., M}:

zam >0Vram> 0, O=1,... A=»

M M
z aqm=IVE =1 @
m2=1 m\—
Majac zdefiniowane zatadunki i roztadunki nalezy pamieta¢ o tym, ze dopuszczal-
na tadowno$¢ samochodu nie moze byé przekroczona w ktéorymkolwiek miejscu
trasy. To znaczy, ze przy sprawdzeniu, czy w danym mie$cie samochod nie zostat
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przetadowany, musimy wzig¢ pod uwage zatadunek, wytadunek oraz tadunek, ktd-
ry wynika z bilansu zatadunkdw i roztadunkow poprzedniego odwiedzonego mia-
sta, stad:

WG {I,...,k},Vme {1,...,M}:
0< B(y,m)< lv, (21)
gdzie:
A
B(v, m) fIZI« , ra,m) + B{v, mo) (22)

a \v miescie startowym danego samochodu:

B(s,pv) = E « Ps ) (23)
0=1

Dodatkowo nalezy pamietaé, ze aby samoch6d moégt cos$ zatadowac lub roztadowac,
to musi odwiedzi¢ dane miasto, stad:
A
vatno "Wio) * O WE {!,....yj.mo € {1,... M} =
a=
(3m € {1,.... A} : =1V3m¢€{1,..., A} :x$L0= 2) (24)

Koszt transportéw zalezny jest od odlegtosci przejechanych przez poszczegdlne
samochody, stagd funkcja celu:

F(X\ ..., Xr)=2z2 7 Z *c, (25)
0=1 «j1=1 0R=1

Rozwigzanie problemu polega na znalezieniu takich macierzy X v, Zv oraz Rv, aby
warto$¢ funkcji celu F byta jak najmniejsza i wszystkie powyzsze ograniczenia
byty spetnione.

Problem nie zostat sprowadzony do postaci kanonicznej, gdyz metody za-
stosowane do jego rozwigzania w [5] tego nie wymagaja.

Dla przyktadu z rozdziatu poprzedniego rozwigzanie dopuszczalne wyglada
nastepujaco:

si= O 0, 0 6 0 0 0 0 0
o 0 0O 3 0 o 0 0

. 1, 2, 0, 0, 0, 3, 0, 0; O

RI= 9 4 6 0 0, 0 0 0

o
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VehicleRouting/vehicle_routing.html

Publikacja internetowa, Wieden, 2002.
VehicleRouting/neo/biblio.html

Garn W.: http://osiris.tuwien.ac.at/~wgarn/
Publikacja internetowa, Wieden, 2002.

W celu zilustrowania rozwigzania MDMGYRP zamieszczono rys. 2.
Gam W.: http://osiris.tuwien.ac.at/~wgarn/
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Legenda:
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D

- Miasto mgz
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Rys. 2. Rozwigzanie MDMGVRP
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Abstract

The VRP problem is one of suppling a set of customers with a single
commodity, using a fleet of vehicles, under costraints on vehicles, routes, and
customers. Each vehicle has a certain capacity and each customer has a certain
demand. There is also a set of depots storing an unlimited number of commodities
and the distance matrix for all relevant distances. The goal is to minimize the total
distance traveled or the number of vehicles required to solve the problem, so that
all demands are satisfied.

The paper presents a new variant of VRP called Multiple Depots and Mul-
tiple Goods Vehicle Routing Problem (MDMGVRP). It is characterized by addi-
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tional constraints. The first constraint is that there is a nurnger of depots storing
a limited number of different commodities. For example a factory offers apple
juice and banana juice. The second constraint is that customers may demand so-
me amounts of diffrent commodities. The goal is to minimize the total distance
traveled while meeting all demands and respecting all apropriate constraints.

A mathematical model for MDMGVRP has been formulated and discused.
A CLP solution solution is presented in accompaning paper “MDMGVRP - a new
variant of vehicle routing problem. Part 2 - the CLP solution”.



