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EFEKTYW NOŚĆ ALGORYTMÓW DYNAMICZNEGO KOLORO­
WANIA GRAFÓW - ZASTOSOWANIA W  SIECIACH OPTYCZ­
NYCH W DM

Streszczenie. W  pracy  tej form ułujem y problem  dynam icznego kolorowa­
n ia grafów, analizujem y efektywność algory tm u zachłannego F i r s t - F i t  (w 
skrócie FF) oraz w skazujem y na jego zastosow anie w problem ie przydziału  
długości fali w sieciach optycznych W D M . W  szczególności podajem y dolne 
i górne oszacowania dobroci a lgorytm u FF. W skazujem y istnienie klas gra­
fów G, dla k tórych różnica pom iędzy w artością rozw iązania generowanego 
przez algorytm  FF(G) a  w artością op tym alną OPT(G) m oże być dowolnie du­
ża. Z drugiej strony  dowodzimy, że dla dowolnego grafu G  używanego przez 
nas w problem ie p rzydziału  długości fali zawsze zachodzi FF(G) <  20PT(G).

EFFECTIVENESS OF DYNAM IC GRAPH COLORING ALGO­
RITHMS - APPLICATIONS TO W DM  OPTICAL NETWORKS

Summary. W ith in  th is  p ap er we in troduce a problem  of dynam ic graph 
coloring and  analyze effectiveness of greedy algorithm  F i r s t - F i t  (FF for 
short). We po in t o u t an  im p o rtan t application  of a new m odel to  w avelength 
assignm ent problem  in W D M  networks. In p articu la r, we give lower and 
upper bounds on th e  perform ance ra tio  of FF. We prove th a t  for some classes 
of g raphs G, th e  difference betw een th e  solution value FF(G) and optim um  
value OPT(G) m ay be arb itra rily  large. O n th e  o ther hand, for all graphs, 
th a t  we used in th e  w avelength assignm ent problem  FF(G) <  20PT(G) holds.

1. Wprowadzenie

W  pracy  tej form ułujem y i analizujem y nowy problem  - problem  dyna­
micznego kolorowania grafów. R ozw ażania prow adzim y d la  grafów prostych , czyli 
grafów nie zaw ierających p ę tli oraz w ielokrotnych kraw ędzi. D la grafu G  =  (V, E )  
przez V (G )  oznaczam y zbiór wierzchołków, na to m iast E (G )  je s t zbiorem  krawę­
dzi. Rzędem  grafu G  je s t liczba całkow ita n  rów na \V (G')|. Kolorowanie wierzchoł­
ków grafu w klasycznym  sform ułow aniu polega n a  przypisaniu  każdem u wierzchol-
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kowi v  koloru c(v) tak , aby dowolne dwa sąsiednie wierzchołki m iały  różne kolory. 
Pokolorowanie grafu p rzy  użyciu k  kolorów, nazyw ane jego k-pokolorowaniem, 
je s t podziałem  (Vj, 14, • ■ •, 14) zbioru  wierzchołków n a  k  podzbiorów  niezależnych 
(klas kolorów). P roblem  kolorow ania wierzchołków grafu je s t problem em  wyzna­
czenia takiego podziału , d la  którego liczba klas kolorów je s t najm niejsza. Liczbę 
tę  oznaczam y x (G ) i nazyw am y liczbą chrom atyczną  grafu G.

W  odróżnieniu od tradycyjnego  try b u  kolorowania, w k tórym  s tru k tu ra  
grafu jes t d an a  z góry, a kolejność przypisyw ania kolorów je s t dowolna, w tr)'b ie  
dynam icznym  algorytm  nie m a  w pływu n a  tę  kolejność, a  pew ne fragm enty grafu 
m ogą być ujaw niane algorytm ow i dopiero w trakcie kolorowania. Podczas ujaw­
nian ia nowego w ierzchołka Vi ujaw niany jes t również podzbiór krawędzi łączących 
V{ z niektórym i spośród zaprezentow anych wcześniej wierzchołków v \ , . . .  
P rezen tac ja  s tru k tu ry  grafu  przebiega jak  podczas kolorowania w tryb ie  on-line, 
jednak  o dynam ice oprócz zm ian w iedzy o grafie stanow i również nietrw ałość ko­
lorów. Podobnie jak  w try b ie  on-line algorjdm  nie m a upraw nień do zm iany raz 
przypisanego koloru, m oże jed n ak  s tan ąć  wobec żądania ponownego pokolorowa­
nia wierzchołka, k tó ry  z pew nych powodów u trac ił kolor. D ynam iczne kolorowa­
nie grafu m ożna in terp re tow ać jako dwuosobową grę prezentera  i malarza. Ruchy 
graczy wykonywane są  n a  przem ian. W  każdym  ruchu prezenter może wywabić 
kolory dowolnych wierzchołków, ujaw nić nowe wierzchołki wraz z incydentnym i 
krawędziam i, a  następn ie m usi zażądać od m alarza pokolorowania wskazanego 
wierzchołka. W  odpow iedzi m alarz n ad a je  kolor « 'skazanem u wierzchołkowi. Ce­
lem m alarza je s t użycie ja k  najm niejszej liczby kolorów, podczas gdy prezenter 
s ta ra  się, aby było ich ja k  najw ięcej. O zakończeniu gry dec}'duje prezenter. M a­
larz wygrywa, jeżeli użyje nie więcej niż y (G ) kolorowe

Dla wielu problemów' w ystępujących w' rzeczywistych aplikacjach nie m ożna 
przyjąć, że ca ła  in stan c ja  problem u d an a  jes t z góry, co więcej, p rak tyczną przy­
datność algorytmów' ogran icza również założenie o trw ałości raz wygenerowanego 
rozw iązania. P o trzeb a  tw orzen ia dynam icznych algorytm ów  je s t więc całkiem  na­
tu ra ln ą  konsekwencją dynam ik i modelowanych procesowe P rzyk ład  jednego z b a r­
dzo wielu możliwych zastosow ań kolorowania dynam icznego podajem y w ostatn iej 
części tej pracy.

2. Problem dynamicznego kolorowania

Niech o  =  (<7i , . . . , o v )  będzie ciągiem  ruchów' prezentera, na to m iast Gj 
grafem  ujaw nionym  po  i  ruchach  prezentera. K ażdy ruch Oj opisany je s t czwńrką 
( ' V ° , V j ,  E i , Vi), gdzie V °  je s t  zbiorem  wierzchołków' do wyw abienia, Vj je s t zbiorem  
nowych wierzchołków, E j podzbiorem  wszystkich krawędzi u v  tak ich , że u E V j ,  

v E K(Gr,_ i)  U Vj, n a to m ias t Vj jest wierzchołkiem , w ytypow anym  do pokolorowa­
nia. T rak tu jąc  ruchy p rezen te ra  jako żądania w'obec m alarza, k tó ry  je  obsługuje, 
problem  dynam icznego kolorow ania grafu możemy zapisać następująco:
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P r o b le m  [ D y n a m ic z n e  k o lo ro w a n ie  g ra fu  ]
Żądanie : a i — (V°, V{, Ei, vf), wywabić kolory wierzchołków V° 

oraz pokolorować wierzchołek y .
Obsługa : wywabienie kolorów wierzchołków zbioru V° 

oraz pokolorowanie y .
Cel : minimalizacja liczby użytych kolorów.

Należy zauważyć, że kolorowanie dynamiczne jest uogólnieniem kolorowania 
w trybie on-łine. Jeżeli w każdym ruchu V° =  0 i =  {y}, to kolorujemy w trybie 
on-line, a ciąg ruchów prezentera jest jednoznacznie opisany przez permutację 
zbioru wierzchołków. Dla podkreślenia różnic pomiędzy kolorowaniem w trybie 
on-line a kolorowaniem dynamicznym rozważmy przykład dotyczący ścieżek.

P r z y k ła d  1. Niech dany będzie następujący ciąg ruchów prezentera: 
a =  ((0, {u2}, 0, v2), (0, {u3}, {vovs}, v3), ({u2}, { y  }, { y  v2}, y ) ,  (0,0,0, w2)). Pod­
czas kolorowania grafu przez malarza stosującego zasadę przypisywania możli­
wie najmniejszego koloru wierzchołki otrz}unają kolejno: c(v2) = 1 , c(v3) =  2 , 
c(y) — 1 oraz c[v2) =  3. Zaprezentowany graf jest trójwierzchołkową ścieżką P3. 
Kolorowanie tego grafu tym samym algorytmem lecz w trybie on-line zawsze pro­
wadzi do optymalnego pokolorowania dwoma kolorami. Wiadomo jednak, że już 
dla ścieżki P4 każdy algorytm on-line można zmusić do użycia trzech kolorów. ■

W dalszej części pracy podajemy i analizujemy zachłanny algorytm kolo­
rowania dynamicznego. Ze względu na ścisły związek obu kolorowań, w analizie 
kolorowania dynamicznego korzystamy również z oszacowań parametrów zdefinio­
wanych dla trybu on-line. Najważniejszy z nich jest odpowiednik klasycznej liczby 
chromatycznej - liczba on-line chromatyczna grafu G dla algorytmu A, którą ozna­
czamy xa(ć?) i definiujemy jako największą liczbę kolorów użytych przez algorytm 
A do pokolorowania grafu G. Bardziej formalnie, jeżeli A(G, n) oznacza liczbę ko­
lorów użytych przez algorytm on-line A przetwarzający wierzchołki w kolejności 
zadanej przez permutację 7r, to

X k { G )  =  m a x x  A (G ,7 t) ,

przy czym maksimum dotyczy wszystkich możliwych permutacji ir. Analogicznie 
definiujemy dynamiczną liczbę chromatyczną grafu G dla algorytmu A, z tą różnicą, 
że maksimum brane jest po wszystkich możliwych ciągach ruchówr prezentera.

xt(G) = maxCT A(G,a).

Ponieważ tc opisuje szczególny ciąg ruchów a, wuęc pomiędzy zdefiniowanymi licz­
bami zachodzi następujący związek:

X(G) « |, ( G )  < Xa(G). (1)

Mówimy, że algorytm kolorowania dynamicznego A jest efektywny dla rodziny 
grafów G, jeżeli istnieje funkcja f ( x )  taka, że dla każdego G € G i dowolne­
go ciągu ruchów prezentera liczba kolorów' użytych przez A wynosi co najwyżej
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f ( x ( G ) ) .  Jakość rozw iązań generowanych przez algorytm y kolorowania oceniam y 
m iędzy innym i na  podstaw ie w spółczynnika r ^ G )  — A (G )/y (G ) nazywanego do­
brocią algorymu  A dla grafu G , przy  czym w zależności od try b u  kolorowania 
A(G) =  x t{ G )  albo A(G) =  Xa(G) oraz na podstaw ie fim kcji dobroci Pk(ti): N —» 
R  algorytmu A zdefiniowanej jako Pk(n) =  m ax rh (G), gdzie m aksim um  brane 
jes t po  wszystkich nieizomorficznych grafach o n  wierzchołkach. Jeżeli ten  sam  
algorytm  je s t stosowany w obu try b ach  kolorowania, to  w celu w yróżnienia try b u  
dynam icznego w oznaczeniach dodajem y indeks d, odpowiednio r f ( G ) i p i(n ).

3. Algorytm zachłanny

Jednym  z najbardziej znanych algorytm ów  kolorowania je s t a lgorytm  za­
chłanny F i r s t - F i t ,  w skrócie FF. A lgorytm  ten  pom im o liniowej funkcji dobroci 
zwykle dobrze spraw dza się w prak tyce zarówno w try b ie  off-line jak  i on-line 
[1, 3]. Stanow i on również podstaw ę działan ia  wielu innch algorytm ów . Podajem y 
tu  wersję przeznaczoną do dynam icznego kolorowania grafów.

ALGORYTM F i r s t - F i t ;
BEGIN

V (G )  <— 0; E {G )  <— 0; i <- 0;
REPEAT

i *— i +  1 ;
O d czy tan ie  (V° ,  Ei,  vt ) ;

IF  V °  7̂ 0  THEN W yw abien ie_kolorów ( V ° ) ;
V{G) <—  V (G )  U V{ ; 

E (G )  * -  E ( G )  U E i ;
Vj.kolor <— N ajm niej s z y _ d o p u sz c z a ln y _ k o lo r  ( v j ) ;

UNTIL k o n iec  <j ;
END.

3.1. Oszacowanie liczby Xff dla dowolnych grafów
A lgorytm  FF zastosow any do kolorowania dynam icznego podlega podob­

nym  ograniczeniom  ja k  podczas kolorowania w tryb ie  off-line oraz on-line. Na 
przykład, d la dowolnego wierzchołka v, kolor przypisany m u przez algorytm  FF 
nigdy nie będzie większy niż deg(t’) +  1. Im plikuje to  następujące oszacowanie:

x U G )  <  a  +  1, (2)

gdzie A oznacza stopień grafu G. P onadto , biorąc p od  uwagę (1), możemy zapisać 
następujące tw ierdzenie:

Twierdzenie 1. Jeżeli G  je s t  dowolnym grafem prostym  takim, że Xff(G) =  
A  +  1, to X f f ( G )  =  X f f ( G ) .
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P rzyk ładam i grafów, o których mowa w ty m  tw ierdzeniu, są grafy pełne 
K n , ścieżki Pn o co najm niej czterech wierzchołkach, cykle Cn , n  ^  4 oraz grafy 
Johnsona i zdefiniowane w [2] drzew a kanoniczne. D okładniejsze omówienie osza­
cowań liczby X f f ( ć? )  d la  poszczególnych rodzin  grafów znajdu je się np. w pracach  
[1 , 2],

3.2. Oszacowanie liczby Xff d la  drzew
Szczególną rolę w analizie kolorowania dynam icznego za jm ują  drzewa wy­

muszające, k tórych  konstrukcja jest zbliżona do konstrukcji w spom nianych drzew  
kanonicznych. P ierw szym i trzem a drzew am i w ym uszającym i są odpowiednio gra­
fy K \ ,  K 2 i P3 , p rzy  czym  korzeniem  trzeciego drzew a je s t środkowy wierzchołek. 
Kolejne drzewa T y ,k  > 3 otrzym ujem y biorąc dwie wierzchołkowo rozłączne kopie 
drzew  T y - 1, nazyw ając je  odpowiednio praw ą i lewą kopią, a  następnie łącząc ich 
korzenie krawędzią. Za korzeń drzewa Ty przyjm ujem y korzeń lewej kopii. S tosu­
jąc  odpow iednią s tra teg ię  d la  drzewa w ym uszającego T^, m ożna zmusić algorytm  
FF do użycia k  kolorów. Mówi o tym  następu jący  lem at:

Lemat 1. Jeżeli T'y je s t drzewem wym uszającym , to X ff(<~'0 >  k.

Dowód. D la k  =  1 ,2  uzasadnienie jes t łatw e. S trateg ię  d la  k  =  3 znajdujem y 
w przykładzie 1. P rzy  założeniu, że lem at je s t praw dziw y d la  k  — 1, p rezen ter 
m a  strateg ię  zm uszającą FF do przypisania korzeniowi drzew a T y - \  koloru k  — 1. 
Niech x  będzie korzeniem  lewej kopii poddrzew a T y - \ ,  a  y  korzeniem  prawej kopii. 
S tosując w spom nianą s tra teg ię  kolejno dla lewej a  następnie prawej kopii o trzy­
m ujem y kolor k — l w  wierzchołku x  oraz poniew aż x  i y  są połączone krawędzią, 
kolor k  w w ierzchołku y. □

Ponieważ liczba chrom atyczna każdego drzew a wynosi 2, więc różnica 
X ff(T ) — x (T ) może być dowolnie duża, a  dobroć algorytm u FF w ogólnym przy­
padku  nie może być ograniczona przez s ta łą  (w punkcie 4., w kontekście p rzydzia łu  
kanałów  w sieci W D M  podam y przyk ład  rodziny grafów, dla której dobroć algo­
ry tm u  FF jes t ograniczona przez 2). Z podanej konstrukcji drzew w ym uszających 
wynika również, że liczba wierzchołków drzew a w ym uszającego Ty d la k  >  3 je s t 
rów na 3 • 2fc~3. M ożna więc zapisać następu jące tw ierdzenie:

Twierdzenie 2. Dla każdego naturalnego n  > 2 istn ieje takie drzewo T o n  
wierzchołkach, że Xff(^p) ^  l°&2n  +  c? gdzie c — 3 — log23.

Powyższe rozw ażania prow adzą do dolnego oszacowania dla funkcji dobroci 
algorytm u FF. M ianowicie

A ( » ) > k | i  +  i ( 3 - l o g 2 3)

albo krócej Ppp(n) =  D (logn).
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4. P r z y d z ia ł  d łu g o ś c i  fa li  w  s iec i W D M

Postęp w  technologii w ytw arzania laserów um ożliw ił w ykorzystanie jednego 
w łókna św iatłow odu do równoczesnego przesy łan ia  wielu strum ieni danych tran s­
m itow anych niezależnie n a  różnych długościach fal św ietlnych. Technika, t a  nazy­
w ana je s t zw ielokrotnieniem  fa low ym , w  skrócie W D M  (ang. W avelength D ivision  
M ultiplexing). Uproszczonym  m odelem  sieci ty p u  W D M  jes t graf sieci, którego 
wierzchołki odpow iadają węzłom sieci, a  krawędzie reprezentują, dwukierunkowe 
łącza. Do transm isji danych pom iędzy dw om a w ęzłam i s i t  w ykorzystywane są 
łącza odpow iadające krawędziom  ścieżki p = (vs , . . . , v f )  wytyczonej w grafie sieci 
pom iędzy w ierzchołkam i vs i vt podczas inicjow ania sesji kom unikacyjnej. Zakła­
damy, że węzły sieci nie m a ją  możliwości konwersji długości fali, za tem  łącza 
przyporządkow ane sesji m uszą ją  obsłużyć korzysta jąc z jednej długości fali. P ro ­
blem  przydziału  długości fali polega n a  przypisaniu  każdej sesji jednej długości 
fali tak , aby sesje w konflikcie, tzn. w ykorzystujące przynajm niej jedno  wspólne 
łącze, o trzym ały  różne długości fal, p rzy  czym  liczba w ykorzystanych długości 
fal pow inna być jak  najm niejsza. Grafem konfliktów  zbioru sesji nazywam y graf, 
w k tórym  każdem u wierzchołkowi odpow iada jed n a  sesja, n a tom iast dwa różne 
wierzchołki są  sąsiednie w tedy  i tylko wtedy, gdy odpow iadające im  sesje są  w 
konflikcie (jest to  g raf przecięć krawędzi ścieżek w ytyczonych w grafie sieci G ). 
W  przypadku gdy zbiór ścieżek zaw iera w szystkie możliwe różne ścieżki grafu sie­
ci, to  graf ten  nazyw am y grafem  konfliktów  dla sieci G  (pa trz  rys. 1). P roblem  
przydziału  długości fali m ożna rozw iązać kolorując wierzchołki grafu konfliktów 
sesji. W  rozw ażanym  przez nas m odelu dynam icznym  w yw abianie kolorów pozw a­
la  n a  sym ulację zakończenia sesji, podczas gdy żądanie pokolorowania kolejnego 
wierzchołka inicjuje nową sesję. P rezentow ane tu  rezu lta ty  dotyczą przypadku, w 
k tó rym  w dowolnej chwili pom iędzy p a rą  węzłów ustanow iona jest, co najw yżej 
jed n a  sesja kom unikacyjna.

Ul

S 6

S5 S2
S3

S4
Sl

Rys. 1. G raf konfliktów i sesje d la sieci Pą

T w ie rd z e n ie  3. Jeżeli Gy je s t  n-w ierzchołkow ym  grafem konfliktów  dla sieci Py, 
k > 2 , to Xff(Ca:) =  n ■
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Dowód. Ze względu na dużą złożoność i objętość formalnego dowodu przedstaw ia­
m y jedynie stra teg ię  p rezentera  d la  n  =  6 (oznaczenia zgodnie z rys. 1). Uważny 
C zytelnik  będzie w stan ie  rozszerzyć ją  na pozostałe przypadki. R elacja przebegu 
g ry  w ygląda następująco: kolejno prezentuj i koloruj wierzchołki v \,V i,  vq, V3 , w y­
w ab  kolor w ierzchołka V4 oraz zaprezentuj i pokoloruj v$, pokoloruj ponownie V4 , 
wywab kolor w ierzchołka tą  oraz zaprezentuj i pokoloruj V2 , pokoloruj w ierzchołek 
Ul. W ierzchołkowi tą  przypisany został kolor 6 . □

O kazuje się jednak, że naw et wtedy, gdy algorytm  FF przypisze każdej sesji 
różny kolor, to  liczba użytych kolorów nie przekroczy dw ukrotnej w artości roz­
w iązania optym alnego. Mówi o tym  kolejne tw ierdzenie.

Twierdzenie 4. Jeżeli Gy je s t grafem konfliktów  dla sieci Py, k  >  2, to

ń i i P k )  =  2 -  T E  
L 2

Dowód. Z tw ierdzenia 3 wiadomo, że X ff(Gy) rów na jest liczbie różnych ście­
żek w grafie Py, k tó ra  wynosi k (k  — l ) /2 .  P am ięta jąc , że rozw ażane tu  gra­
fy konfliktów sieci są grafam i przecięć przedziałów, których liczba chrom atycz­
n a  rów na je s t liczbie klikowej, m ożna zauważyć, jak  rozszerzenie grafu sieci z 
Pi. do Ph+ 1 w pływ a n a  ich liczbę chrom atyczną. O trzym ujem y X ÍG 2 ) — 1 i 
x{G k) = x ( G k- 1) +  \(k -  l ) / 2] d la  k  > 2 . S tąd  x {Gk) =  ¿ f =2 |fy -  l ) / 2] . 
W artość sum y obliczam y niezależnie dla parzystych i nieparzystych wartości k, 
otrzym ując odpowiednio k 2/ 4 i (k 2 — l ) /4 .  D aje to  r FF(G/c) =  2 ^ - ,  dla k  parzy­
stych oraz rpF(Gfl) =  2 dl a nieparzystych. Spostrzeżenie, że obie w artości są 
równe d la  nieparzystego k i następującego po nim  parzystego k +  1, prowadzi do 
postaci w yrażenia użytej w tezie tw ierdzenia. □

W n io s e k  1. A lgorytm  kolorowania dynamicznego  FF je s t algorytm em  efektyw­
n ym  dla grafów konfliktów  sieci o strukturze ścieżki.

Z powyższego tw ierdzenia wynika również górne oszacowaniem d la  liczby 
X f f  w podrodzim e grafów przedziałów, k tó rą  tw orzą grafy konfliktów dla sieci 
o s tru k tu rze  ścieżki. N ajlepsze obecnie oszacowanie górne dla dowolnych grafów 
przedziałów  podano w [4] i wynosi ono X f f (G )  <  10x(CO> jednak  n a  podstaw ie 
tw ierdzenia 4 i nierówności 1 m ożna stw ierdzić, że X f f (G /t) <  ^x (G y).
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A b s t r a c t
D ynam ics is an  inherent featu re of m any real life system s thus i t ’s qu ite  

n a tu ra l to  define th e ir theore tical m odels in a m anner th a t  reflects it. In  th is  paper 
we investigate a dynam ic approach to  a  well known problem  of graph  coloring. 
We point out an im p o rtan t application  of a  new m odel to  w avelength assignm ent 
problem  in W DM  optical networks, where W D M  stands for W avelength Division 
M ultiplexing. In  dynam ic graph coloring th e  graph  we color is no t given in advance 
and new vertices together w ith  som e adjacent edges are presen ted  to  algorithm  
during  th e  coloring process. M oreover som e vertices m ay lose th e ir colors i.e., 
an  algorithm  m ay be asked to  color them  again. We form ally define dynam ic 
graph coloring problem , dynam ic chrom atic num ber and analyze effectiveness of 
dynam ic greedy algorithm  F i r s t - F i t  (FF for short). Lower and  upper bounds 
on th e  perform ance ra tio  of FF are given and we prove th a t  for some classes of 
g raphs G, th e  difference betw een th e  solution value FF(G) and  optim um  value 
OPT(G) m ay be a rb itra rily  large. O n th e  o ther hand, for all graphs th a t  we used 
to  stu d y  th e  w avelength assignm ent problem  we had  FF(G) <  20PT(G).


