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EFEKTYWNOSC ALGORYTMOW DYNAMICZNEGO KOLORO-
WANIA GRAFOW - ZASTOSOWANIA W SIECIACH OPTYCZ-
NYCH WDM

Streszczenie. W pracy tej formutujemy problem dynamicznego kolorowa-
nia graféw, analizujemy efektywnos$¢ algorytmu zachtannego First-Fit (w
skrocie FF) oraz wskazujemy na jego zastosowanie w problemie przydziatu
dtugosci fali w sieciach optycznych WDM. W szczeg6lnosci podajemy dolne
i gorne oszacowania dobroci algorytmu FF. Wskazujemy istnienie klas gra-
fow G, dla ktérych réznica pomiedzy warto$cig rozwigzania generowanego
przez algorytm FF(G) a wartoscig optymalng OPT(G) moze by¢ dowolnie du-
za. Z drugiej strony dowodzimy, ze dla dowolnego grafu G uzywanego przez
nas w problemie przydziatu dtugosci fali zawsze zachodzi FF(G) < 20PT(G).

EFFECTIVENESS OF DYNAMIC GRAPH COLORING ALGO-
RITHMS - APPLICATIONS TO WDM OPTICAL NETWORKS

Summary. Within this paper we introduce a problem of dynamic graph
coloring and analyze effectiveness of greedy algorithm First-Fit (FF for
short). We point out an important application of a new model to wavelength
assignment problem in WDM networks. In particular, we give lower and
upper bounds on the performance ratio of FF. We prove that for some classes
of graphs G, the difference between the solution value FF(G) and optimum
value OPT(G) may be arbitrarily large. On the other hand, for all graphs,
that we used in the wavelength assignment problem FF(G) < 20PT(G) holds.

1. Wprowadzenie

W pracy tej formutujemy i analizujemy nowy problem - problem dyna-
micznego kolorowania graféw. Rozwazania prowadzimy dla graféw prostych, czyli
graféw nie zawierajgcych petli oraz wielokrotnych krawedzi. Dla grafu G = (V, E)
przez V(G) oznaczamy zbiér wierzchotkéw, natomiast E(G) jest zbiorem krawe-
dzi. Rzedem grafu G jest liczba catkowita n réwna \V (G')|. Kolorowanie wierzchot-
kow grafu w klasycznym sformutowaniu polega na przypisaniu kazdemu wierzchol-
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kowi v koloru c(v) tak, aby dowolne dwa sgsiednie wierzchotki miaty r6zne kolory.
Pokolorowanie grafu przy uzyciu k koloréw, nazywane jego k-pokolorowaniem,
jest podziatem (Vj, 14,me, 14) zbioru wierzchotkéw na k podzbioréw niezaleznych
(klas kolorow). Problem kolorowania wierzchotkéw grafu jest problemem wyzna-
czenia takiego podziatu, dla ktérego liczba klas kolordw jest najmniejsza. Liczbe
te oznaczamy x(G) i nazywamy liczbg chromatyczna grafu G.

W odroznieniu od tradycyjnego trybu kolorowania, w ktorym struktura
grafu jest dana z gory, a kolejnos¢ przypisywania kolorow jest dowolna, w tr)'bie
dynamicznym algorytm nie ma wptywu na te kolejnosé, a pewne fragmenty grafu
moga by¢ ujawniane algorytmowi dopiero w trakcie kolorowania. Podczas ujaw-
niania nowego wierzchotka Vi ujawniany jest réwniez podzbidr krawedzi tgczacych
V{ z niektdrymi sposrod zaprezentowanych wczesniej wierzchotkow v\, ...
Prezentacja struktury grafu przebiega jak podczas kolorowania w trybie on-line,
jednak o dynamice oprécz zmian wiedzy o grafie stanowi rdwniez nietrwatos¢ ko-
loréw. Podobnie jak w trybie on-line algorjdm nie ma uprawnief do zmiany raz
przypisanego koloru, moze jednak stang¢ wobec zgdania ponownego pokolorowa-
nia wierzchotka, ktory z pewnych powodéw utracit kolor. Dynamiczne kolorowa-
nie grafu mozna interpretowac jako dwuosobowg gre prezentera i malarza. Ruchy
graczy wykonywane sg na przemian. W kazdym ruchu prezenter moze wywabié
kolory dowolnych wierzchotkéw, ujawni¢ nowe wierzchotki wraz z incydentnymi
krawedziami, a nastepnie musi zazgda¢ od malarza pokolorowania wskazanego
wierzchotka. W odpowiedzi malarz nadaje kolor «'skazanemu wierzchotkowi. Ce-
lem malarza jest uzycie jak najmniejszej liczby koloréw, podczas gdy prezenter
stara sie, aby byto ich jak najwiecej. O zakonczeniu gry dec}'duje prezenter. Ma-
larz wygrywa, jezeli uzyje nie wiecej niz y(G) kolorowe

Dla wielu problemoéw' wystepujacych w rzeczywistych aplikacjach nie mozna
przyjac¢, ze cata instancja problemu dana jest z gory, co wiecej, praktyczng przy-
datno$¢ algorytmow' ogranicza réwniez zatozenie o trwato$ci raz wygenerowanego
rozwigzania. Potrzeba tworzenia dynamicznych algorytméw jest wiec catkiem na-
turalng konsekwencjg dynamiki modelowanych procesowe Przyktad jednego z bar-
dzo wielu mozliwych zastosowan kolorowania dynamicznego podajemy w ostatniej
czesci tej pracy.

2. Problem dynamicznego kolorowania

Niech o0 = (<i,...,0v) bedzie ciggiem ruchow' prezentera, natomiast Gj
grafem ujawnionym po i ruchach prezentera. Kazdy ruch Oj opisany jest czwiirka
¢v - ,vi, Ei,Vi), gdzie v - jest zbiorem wierzchotkéw' do wywabienia, Vjjest zbiorem
nowych wierzchotkdw, Ej podzbiorem wszystkich krawedzi uv takich, ze u E v;,
v E K(Gr,_i) UVj, natomiast Vj jest wierzchotkiem, wytypowanym do pokolorowa-
nia. Traktujac ruchy prezentera jako zadania w'obec malarza, ktdry je obstuguje,
problem dynamicznego kolorowania grafu mozemy zapisa¢ nastepujgco:
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Problem [Dynamiczne kolorowanie grafu ]
Zadanie : ai —(V°, \, Ei, vf), wywabi¢ kolory wierzchotkéw V°
oraz pokolorowaé wierzchotek y.
Obstuga : wywabienie koloréw wierzchotkéw zbioru Ve
oraz pokolorowanie y.
Cel : minimalizacja liczby uzytych koloréw.

Nalezy zauwazy¢, ze kolorowanie dynamiczne jest uogdlnieniem kolorowania
w trybie on-tine. Jezeli w kazdym ruchu vV° = 0i = {y}, to kolorujemy w trybie
on-line, a cigg ruchéw prezentera jest jednoznacznie opisany przez permutacje
zbioru wierzchotkdw. Dla podkres$lenia réznic pomiedzy kolorowaniem w trybie
on-line a kolorowaniem dynamicznym rozwazmy przyktad dotyczacy Sciezek.

Przyktad 1. Niech dany bedzie nastepujacy cigg ruchéw prezentera:

a = ((0,{u2}, 0,v2), (0, {u3}, {vovs}, v3), {uz}, {y }, {y Vv2},y), (0,0,0, w2)). Pod-
czas kolorowania grafu przez malarza stosujgcego zasade przypisywania mozli-
wie najmniejszego koloru wierzchotki otrz}unajg kolejno: c(v2) = 1, c(v3) = 2,
c(y) — loraz c[v2) = 3. Zaprezentowany graf jest trojwierzchotkowa Sciezkg P3.
Kolorowanie tego grafu tym samym algorytmem lecz w trybie on-line zawsze pro-
wadzi do optymalnego pokolorowania dwoma kolorami. Wiadomo jednak, ze juz
dla Sciezki P4 kazdy algorytm on-line mozna zmusi¢ do uzycia trzech koloréw. m

W dalszej czesci pracy podajemy i analizujemy zachtanny algorytm kolo-
rowania dynamicznego. Ze wzgledu na Scisty zwigzek obu kolorowan, w analizie
kolorowania dynamicznego korzystamy réwniez z oszacowan parametrow zdefinio-
wanych dla trybu on-line. Najwazniejszy z nich jest odpowiednik klasycznej liczby
chromatycznej - liczba on-line chromatyczna grafu G dla algorytmu A, ktéra ozna-
czamy xa(¢?) i definiujemy jako najwiekszg liczbe koloréw uzytych przez algorytm
A do pokolorowania grafu G. Bardziej formalnie, jezeli A(G, n) oznacza liczbe ko-
loréw uzytych przez algorytm on-line A przetwarzajacy wierzchotki w kolejnosci
zadanej przez permutacje , to

Xk{G) = maxx A(G,7t),

przy czym maksimum dotyczy wszystkich mozliwych permutacji ir. Analogicznie
definiujemy dynamiczng liczbe chromatyczng grafu G dla algorytmu A, z tg rdznica,
ze maksimum brane jest po wszystkich mozliwych ciagach ruchdwr prezentera.

Xt(G) = maxTA(G,a).

Poniewaz tcopisuje szczeg6lny cigg ruchéw a, wuec pomiedzy zdefiniowanymi licz-
bami zachodzi nastepujacy zwigzek:

X(G) « [,(G) < Xa(G). )

Moéwimy, ze algorytm kolorowania dynamicznego A jest efektywny dla rodziny
graféw G, jezeli istnieje funkcja f(x) taka, ze dla kazdego G € G i dowolne-
go ciggu ruchéw prezentera liczba kolorow' uzytych przez A wynosi co najwyzej
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f(x(G)). Jakos¢ rozwigzan generowanych przez algorytmy kolorowania oceniamy
miedzy innymi na podstawie wspotczynnika r*G) — A(G)/y(G) nazywanego do-
brocig algorymu A dla grafu G, przy czym w zaleznosci od trybu kolorowania
A(G) = xt{G) albo A(G) = Xa(G) oraz na podstawie fimkcji dobroci Pk(ti): N —»
R algorytmu A zdefiniowanej jako Pk(n) = max rh(G), gdzie maksimum brane
jest po wszystkich nieizomorficznych grafach o n wierzchotkach. Jezeli ten sam
algorytm jest stosowany w obu trybach kolorowania, to w celu wyr6znienia trybu
dynamicznego w oznaczeniach dodajemy indeks d, odpowiednio rf(G) i pi(n).

3. Algorytm zachtanny

Jednym z najbardziej znanych algorytméw kolorowania jest algorytm za-
chtanny First-Fit, w skrocie FF. Algorytm ten pomimo liniowej funkcji dobroci
zwykle dobrze sprawdza sie w praktyce zarowno w trybie off-line jak i on-line
[1, 3]. Stanowi on réwniez podstawe dziatania wielu innch algorytmdéw. Podajemy
tu wersje przeznaczong do dynamicznego kolorowania grafow.

ALGORYTM First-Fit;
BEGIN
V(G) <-0; E{G) <-0; i<-0;
REPEAT
i =i+ 1;
Odczytanie (V°, Ei, vty ;
IF Ve 70 THEN Wywabienie_koloréw(V °);
V{G) « V(G) u V{;
E(G) -- E(G) UEi;
Vj.kolor <= Najmniejszy_dopuszczalny_kolor (vj);
UNTIL koniec ;
END.

3.1. Oszacowanie liczby X#f dla dowolnych graféow

Algorytm FF zastosowany do kolorowania dynamicznego podlega podob-
nym ograniczeniom jak podczas kolorowania w trybie off-line oraz on-line. Na
przyktad, dla dowolnego wierzchotka v, kolor przypisany mu przez algorytm FF
nigdy nie bedzie wiekszy niz deg(t’) + 1. Implikuje to nastepujgce oszacowanie:

xUG) < a + 1, (2)

gdzie A oznacza stopien grafu G. Ponadto, biorgc pod uwage (1), mozemy zapisac
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jezeli G jest dowolnym grafem prostym takim, ze Xff(G) =
A+ 1, to Xff(G) = Xff(G).



Efektywnos$¢ algorytmow dynamicznego kolorowania 139

Przyktadami grafow, o ktérych mowa w tym twierdzeniu, sg grafy petne
Kn, Sciezki Pn o co najmniej czterech wierzchotkach, cykle Cn, n ~ 4 oraz grafy
Johnsona i zdefiniowane w [2] drzewa kanoniczne. Doktadniejsze oméwienie osza-
cowan liczby xfr(¢?) dla poszczegolnych rodzin graféw znajduje sie np. w pracach
i1, 23,

3.2. Oszacowanie liczby Xff dla drzew

Szczeg6lng role w analizie kolorowania dynamicznego zajmujg drzewa wy-
muszajace, ktorych konstrukcja jest zblizona do konstrukcji wspomnianych drzew
kanonicznych. Pierwszymi trzema drzewami wymuszajagcymi sg odpowiednio gra-
fy K\, K2 i P3, przy czym korzeniem trzeciego drzewa jest srodkowy wierzchotek.
Kolejne drzewa Ty,k > 3 otrzymujemy biorgc dwie wierzchotkowo roztgczne kopie
drzew Ty-1 nazywajac je odpowiednio prawg i lewg kopig, a nastepnie tgczac ich
korzenie krawedzig. Za korzehA drzewa Ty przyjmujemy korzen lewej kopii. Stosu-
jac odpowiednig strategie dla drzewa wymuszajgcego T”, mozna zmusi¢ algorytm
FF do uzycia k kolorow. Mowi o tym nastepujacy lemat:

Lemat 1. Jezeli Tyjest drzewem wymuszajagcym, to X ff(<0 > k.

Dowdéd. Dla k = 1,2 uzasadnienie jest fatwe. Strategie dla k = 3 znajdujemy
w przyktadzie 1. Przy zalozeniu, ze lemat jest prawdziwy dla k — 1, prezenter
ma strategie zmuszajacg FF do przypisania korzeniowi drzewa Ty-\ koloru k —1.
Niech x bedzie korzeniem lewej kopii poddrzewa Ty-\, ay korzeniem prawej kopii.
Stosujagc wspomniang strategie kolejno dla lewej a nastepnie prawej kopii otrzy-
mujemy kolor k —Iw wierzchotku x oraz poniewaz x iy sg potagczone krawedzig,
kolor k w wierzchotku y. O

Poniewaz liczba chromatyczna kazdego drzewa wynosi 2, wiec roznica
Xff(T) —x(T) moze by¢ dowolnie duza, a dobro¢ algorytmu FF w og6lnym przy-
padku nie moze by¢ ograniczona przez statg (w punkcie 4., w konteks$cie przydziatu
kanatdow w sieci WDM podamy przyktad rodziny grafow, dla ktérej dobro¢ algo-
rytmu FF jest ograniczona przez 2). Z podanej konstrukcji drzew wymuszajgcych
wynika réwniez, ze liczba wierzchotkow drzewa wymuszajgcego Ty dla k > 3 jest
rowna 3 «2fc-3. Mozna wiec zapisa¢ nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2. Dla kazdego naturalnego n > 2 istnieje takie drzewo T o n
wierzchotkach, ze Xff(“p) » I°&2n + c?gdzie ¢ — 3 —log23.

Powyzsze rozwazania prowadzg do dolnego oszacowania dla funkcji dobroci
algorytmu FF. Mianowicie

A (»)>k]i +i(3-log23)

albo krocej Ppp(n) = D(logn).
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4. Przydziat dtugosci fali w sieci WD M

Postep w technologii wytwarzania laserow umozliwit wykorzystanie jednego
wiokna Swiattowodu do rownoczesnego przesytania wielu strumieni danych trans-
mitowanych niezaleznie na réznych dtugosciach fal Swietlnych. Technika, ta nazy-
wana jest zwielokrotnieniem falowym, w skrocie WDM (ang. Wavelength Division
Multiplexing). Uproszczonym modelem sieci typu WDM jest graf sieci, ktdrego
wierzchotki odpowiadajg weztom sieci, a krawedzie reprezentujg, dwukierunkowe
tacza. Do transmisji danych pomiedzy dwoma weztami s i t wykorzystywane sg
tacza odpowiadajace krawedziom Sciezki p = (vs,...,vf) wytyczonej w grafie sieci
pomiedzy wierzchotkami vs i vt podczas inicjowania sesji komunikacyjnej. Zakia-
damy, ze wezty sieci nie majg mozliwosci konwersji diugosci fali, zatem tgcza
przyporzadkowane sesji muszg jg obstuzy¢ korzystajac z jednej dtugosci fali. Pro-
blem przydziatu diugosci fali polega na przypisaniu kazdej sesji jednej dtugosci
fali tak, aby sesje w konflikcie, tzn. wykorzystujace przynajmniej jedno wspdlne
tacze, otrzymaty r6zne diugosci fal, przy czym liczba wykorzystanych diugosci
fal powinna by¢ jak najmniejsza. Grafem konfliktéw zbioru sesji nazywamy graf,
w ktorym kazdemu wierzchotkowi odpowiada jedna sesja, natomiast dwa rozne
wierzchotki sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajgce im sesje sg w
konflikcie (jest to graf przecie¢ krawedzi $ciezek wytyczonych w grafie sieci G).
W przypadku gdy zbior Sciezek zawiera wszystkie mozliwe rézne Sciezki grafu sie-
ci, to graf ten nazywamygrafem konfliktéw dla sieci G (patrz rys. 1). Problem
przydziatu dtugosci fali mozna rozwigzac¢ kolorujgc wierzchotki grafu konfliktow
sesji. W rozwazanym przez nas modelu dynamicznym wywabianie kolorow pozwa-
la na symulacje zakonczenia sesji, podczas gdy zadanie pokolorowania kolejnego
wierzchotka inicjuje nowg sesje. Prezentowane tu rezultaty dotyczg przypadku, w
ktorym w dowolnej chwili pomiedzy parg weztdw ustanowiona jest, co najwyzej
jedna sesja komunikacyjna.

ul

S6
S2

Sl

Rys. 1. Graf konfliktdw i sesje dla sieci Pg

Twierdzenie 3. Jezeli Gy jest n-wierzchotkowym grafem konfliktow dla sieci Py,
k> 2, to Xff(Ca:) = nm
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Dowod. Ze wzgledu na duzg ztozonos$¢ i objetos¢ formalnego dowodu przedstawia-
my jedynie strategie prezentera dla n = 6 (oznaczenia zgodnie z rys. 1). Uwazny
Czytelnik bedzie w stanie rozszerzyé¢ jg na pozostate przypadki. Relacja przebegu
gry wyglada nastepujaco: kolejno prezentuj i koloruj wierzchotki v\,Vi, vq, V3, wy-
wab kolor wierzchotka V4 oraz zaprezentuj i pokoloruj v$, pokoloruj ponownie Va,
wywab kolor wierzchotka tag oraz zaprezentuj i pokoloruj V2, pokoloruj wierzchotek
Ul. Wierzchotkowi tg przypisany zostat kolor 6. O

Okazuje sie jednak, ze nawet wtedy, gdy algorytm FF przypisze kazdej sesji
rozny kolor, to liczba uzytych koloréw nie przekroczy dwukrotnej wartosci roz-
wigzania optymalnego. Moéwi o tym kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 4. Jezeli Gy jest grafem konfliktow dla sieci Py, k > 2, to

niiPk) = 2- TE

L2
Dowdd. Z twierdzenia 3 wiadomo, ze Xff(Gy) réwna jest liczbie r6znych Scie-
zek w grafie Py, ktéra wynosi k(k — 1)/2. Pamietajgc, ze rozwazane tu gra-
fy konfliktéw sieci sg grafami przecie¢ przedziatow, ktérych liczba chromatycz-
na réwna jest liczbie klikowej, mozna zauwazy¢, jak rozszerzenie grafu sieci z
Pi. do Ph+1 wptywa na ich liczbe chromatyczng. Otrzymujemy XiG2) — 1 i
x{Gk) = x(Gk-1) + \(k- 1)/2] dla k > 2. Stad x{Gk) = ¢f=2|fy - 1)/2].
W arto$¢ sumy obliczamy niezaleznie dla parzystych i nieparzystych wartosci K,
otrzymujac odpowiednio k2/4 i (k2 —1)/4. Daje to rFF(G/c) = 2~ -, dla k parzy-

stych oraz rpF(Gfl) = 2 dla nieparzystych. Spostrzezenie, ze obie wartosci sg
rowne dla nieparzystego k i nastepujacego po nim parzystego k + 1, prowadzi do
postaci wyrazenia uzytej w tezie twierdzenia. O

W niosek 1. Algorytm kolorowania dynamicznego FF jest algorytmem efektyw-
nym dla grafow konfliktow sieci o strukturze Sciezki.

Z powyzszego twierdzenia wynika réwniez g6rne oszacowaniem dla liczby
Xff w podrodzime grafow przedziatdw, ktérg tworzg grafy konfliktéw dla sieci
o strukturze Sciezki. Najlepsze obecnie oszacowanie gdérne dla dowolnych graféw
przedziatbw podano w [4] i wynosi ono Xff(G) < 10x(CO> jednak na podstawie
twierdzenia 4 i nierownosci 1 mozna stwierdzié, ze Xff(G/t) < *x(Gy).
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Abstract

Dynamics is an inherent feature of many real life systems thus it’s quite
natural to define their theoretical models in a manner that reflects it. In this paper
we investigate a dynamic approach to a well known problem of graph coloring.
We point out an important application of a new model to wavelength assignment
problem in WDM optical networks, where WDM stands for Wavelength Division
Multiplexing. In dynamic graph coloring the graph we color is not given in advance
and new vertices together with some adjacent edges are presented to algorithm
during the coloring process. Moreover some vertices may lose their colors i.e.,
an algorithm may be asked to color them again. We formally define dynamic
graph coloring problem, dynamic chromatic number and analyze effectiveness of
dynamic greedy algorithm First-Fit (FF for short). Lower and upper bounds
on the performance ratio of FF are given and we prove that for some classes of
graphs G, the difference between the solution value FF(G) and optimum value
OPT(G) may be arbitrarily large. On the other hand, for all graphs that we used
to study the wavelength assignment problem we had FF(G) < 20PT(G).



