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MINIMALIZACJA POZIOMU ZASOBU PRZY OGRANICZENIU
NA DLUGOSC USZEREGOWANIA ZADAN O MODELACH
DYNAMICZNYCH NA PROCESORACH ROWNOLEGLYCH

Streszczenie. Rozpatrywany jest problem minimalizacji poziomu zasobu
koniecznego do wykonania zadan na réwnolegtych procesorach przy ogra-
niczeniu na dtugo$¢ uszeregowania. Zadania dane sg modelami dynamicz-
nymi, gdzie predko$¢ wykonywania zadania w danej chwili zalezy od ilosci
przydzielonego mu zasobu. Zaséb jest odnawialny i podzielny w sposo6b cig-
gly. Wykazano wtasnosci problemu i skonstruowano algorytm optymalnego
rozdziatu zasobu.

THE MINIMIZATION OF RESOURCE LEVEL ON PARALLEL
PROCESSORS WITH CONSTRAINED MAKESPAN
AND DYNAMIC MODEL OF TASKS

Summary. The problem of resource level minimization on a parallel pro-
cessors with constrained makespan is considered. The dynamic model of
task is given, where the speed of change of task processing state in every
moment depends on amount of alloted resource. The resource is renewable
and continuously divisible. Some properties of the problem are proved and
algorithm of optimal resource allocation is constructed.

1. Wstep

Klasyczny model zadania, gdzie czas jego wykonywania jest zadany z gory
i staty, czesto okazywat sie zbyt prosty do modelowania probleméw praktycznych
z zadowalajgcg doktadnoscig. Juz w latach 60. zaproponowano model dynamicz-
ny, gdzie wykonywanie zadania interpretuje sie jako proces, w ktdrym szybkos¢
zmiany stanu zalezy w kazdej chwili od ilosci pewnego zasobu przydzielonego do
tego procesu. ZasoOb taki jest podzielny w sposdb ciagty, a jego ilos¢ zadana z gory
i ograniczona.

Dotychczas badano wieloprocesorowe problemy szeregowania zadan o mo-
delach dynamicznych dla kryterium diugosci uszeregowania [4, 1], Sredniego czasu
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przeptywu [3] oraz maksymalnej nieterminowosci [1]. Rozwazano réwniez problem
z zadanym ograniczeniem na dtugo$¢ uszeregowania przy kryterium poziomu za-
sobu [2] - wykazano pewne wiasnosci tego problemu i zaproponowano algorytm
heurystyczny. Problem ten sformutowano w rozdziale 2. W rozdziale 3 wykazano
nowe wiasnosci problemu, ktoére wykorzystano w rozdziale 4 do skonstruowania
algorytmu optymalnego rozdziatu zasobu.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbior niepodzielnych zadan J — {1,2,...,n} do wykonania na
zbiorze procesorow M = {1,2,, m}. Przyjmujemy, ze zadany jest najp0zniejszy
mozliwy termin zakonczenia wszystkich zadan C > 0. Do wykonania zadania
oprocz procesora niezbedny jest takze zasob podzielny w sposdb cigglty. Szybkosé
wykonywania zadania j E J w chwili t zalezy od iloSci przydzielonego mu zasobu:

gdzie:
* Xj(t) - stan zadania j w chwili t E [0,07],
e /j(') *funkcja rosnaca, ciggta, wklesta i spetniajagca warunek fj(o) —0,
e Uj(t) - ilos¢ zasobu przydzielonego do zadania j w chwili t E [0, Q

Kazde zadanie j E J ma zadany stan poczatkowy £j(0) = 0 oraz stan koricowy
Xj > 0, ktéry musi zostaé osiggniety, aby zadanie zostato wykonane. Oznaczmy
przez § = max{i : Xj(t) = 0} i G = min{£ : Xj(t) —Xj}, j = 1,...,n, moment
odpowiednio rozpoczecia i zakonczenia wykonywania zadania j.

Niech funkcja gj(t) sygnalizuje wykonywanie zadania j w nastepujacy spo-

sob:
q.ft\4 i %(<) = 1gdy Sj<t< G,
1 Qj(t) — Qw przeciwnym wypadku.
Oznaczmy przez Q(t) = E?:1Q{t) liczbe zadan wykonywanych w mo-

mencie t. Rozdziatem zasobu bedziemy nazywaé¢ funkcje wektorowg u(i) =
U(t),..., ura(i)] spetniajacg warunki:

10<S< g<cdaj—1..,n,

2. Uj(t) > 0dlatE [Sj,Cjl, j=1,....n,

3.U@M) =odlatep§)u {g,c1.j=1...n,

4. U(t) jest przedziatami ciagte dla t € [Sj,Cjl.j —i.... .n,
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Q. _
5- fs- =0%> 1 =1,ee°.n,

6. Q(t) < m dlai GIoC],

Problem polega na znalezieniu takiego rozdziatu zasobu u*(i), ktéry zmi-

n

nimalizuje kryterium poziom zasobu R(u(t)) A_ﬁda- uj{t)- Analizowany pro-
j—

blem jest NP-trudny [2],

3. Witasnosci problemu

Lemat 1. Dla dowolnych 0 < uj < 12, £1 > 0, X2 > 0, Ti > 0, T2 > 0
oraz ciagtej, wklestej i rosnacej funkcji /(*) spetniajacej warunek /(O) = 0, jezeli
zachodzi x\ = f(u\) mT\ oraz X2 = f(u2) wT2, to:

(a) dla kazdej liczby u\ takiej, ze u\ < u\ < istnieje liczba uz taka,
ze f~1{K) < u2 < U2 oraz

x\+ X2 = f(ui) oTi + f{u2) «T2= /(ui) wTi + f(u2) T2, Q)
th oTl + «2T2 > u\-Ti +u2mT2, 2)

gdzie I< = rn/(tn)+T;-IM;

(b) dla kazdej liczby u2 takiej, ze < u2 < W, istnieje liczba uj taka,
ze ui < u[ < f~I1{K) oraz spetnione sg warunki (1) i (2).

Dow6d. Rozwazmy najpierw punkt (a). W pierwszej kolejnosci wykazemy, ze
istnieje liczba u2, dla ktérej jest spetniony warunek (1). Wezmy dowolng licz-
be u\ talca, ze u\ < uj < f~x(K). Przeksztatcajgc rownanie (1) otrzymujemy
flu2) = it * (/(w) - f(u'i)) + /O 2). Poniewaz™ > 0 if(ui) - f(iA) < O0to
f(u2) < f(u2), a wiec skoro funkcja /(¢) jest rosnagca, to u2 < Uz2- Z drugiej
strony, abyzachodzito u2 > musi zachodzié¢ f{u2) > K.Korzystajac z
rownania (1) otrzymujemy jkm(/(ui) - f{u[)) + f{u2) > K, ktére po prostych
przeksztatceniach sprowadza sie do u[ <

Pokazemy teraz, ze majac liczbe u2 spetniajgcg warunek (1), spetniony jest
takze warunek (2). W zwigzku z tym, ze f(ui) < f(u[) < f(u2) < f(uz2), mozna
zapisac:

/(ui)
f{A)

(1- a)m/(tu) + o mf(u2), a € (0,1), ?3)
i3M{ui) + (1-13). f(u2), 3G (0,1). 4)

Podstawiajgc rownania (3) i (4) do rdwnania (1), otrzymujemy po prostych prze-
ksztatceniach ~ = 5\, Z drugiej strony wykorzystujagc funkcje odwrotng / -1(-) z
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rownan (3) i (4) otrzymujemy:

ui
4

I 1((1-a)-/(«i) + a-/('«2)),
rl(Pof(ui)+ (- p)iuy) -

Z wypuktosci funkcji / _1(-) mamy:

u\ < (l-a)-/7“1((wi)) +a-/~1(/(«2)),
« < mZe1(/ (M) + (1 —=/?) </ _1(/(li2),

czyli

ul < (1 —a) mi + a =, (5)
u2 < @Bm\+ (1-—-0) - (6)

Wykorzystujac proporcje 8 = yf oraz sumujac nieréwnosci (5) - (6) otrzymujemy
nierownosé (2). W analogiczny sposéb mozna wykaza¢ poprawno$¢ punktu (b)
lematu.

O

Jezeliw pewnym przedziale czasulEl, ;2] przydziatzasobu dozadan jest
staty i przybierawartosci uj,j — 1 to zmianastanumy(;2) —&j(tl) =
iti fj(uj{t))dt = fj(uj) «/¢2dt = fj{uj) «(2- ¢1).

3.1. Przypadek n < m

Twierdzenie 1. Kazdemu rozdziatowi zasobu u(f), powodujgcemu w przedziale
czasu o niezerowej dtugosci pewng zmiane stan6w zadan, odpowiada rozdziat za-
sobu o niegorszej wartosci funkcji kryterialnej, staty w tym przedziale i powodujgcy
takg samag zmiane standw zadan.

Dowdéd. Niech u(i) bedzie w rozpatrywanym przedziale funkcjg schodkowa. Wez-
my dwa spos$rdd schodkéw o czasie trwania odpowiednio Tj i T2 oraz o warto$ciach

rozdziatu zasobu odpowiednio uj\ iuj2, j —1,... ,n. Zmiana standw zadan w tych
przedziatach to xji = )-Ti, j = 1,...,n, i = 1,2, natomiast poziom zasobu
Ri = £j=i uji, i = 1,2.

Zastagpmy rozdziat zasobu o wartosciach Uj\ i Uj2 rozdziatlem o wartosci
Uj,j —1,..., n, wprzedziale o dtugoséci T = Tj + To. zmieniajgcym stan zadan o

Xj = Xj\ + Xj2 i 0o poziomie zasobu R — Z)”=i Uj. Réwnanie xj = Xji + Xj2 mozna
zapisaé jako fj(uj)-T = /j(uji)-Ti+ /j(tij2)-T2idalej fj(uj) = h {uil)TI+f{ui2)'12,

a nastepnie Uj = f ~1( } O27r2)_Oznaczajac a — przy czym zachodzi
0 < p- = j\+K < *»otrzymujemy 1—a = Zatem Uj = f~ I (a wfj(uji) + 1 —
a) =fj{uj2)). Z wypuktosci funkcji mamy Uj < a m +(1- a)m

2)), czyliuj < a *Uj] + (1 —a) mUj2-Stagd R < a mR\ -- (1 —a) mR2, z
czego otrzymujemy R < max{/?i, R.?}.
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taczac w ten sposob kolejne schodki funkcji u(f) otrzymamy staty w czasie
rozdziat zasobu, przy czym poziom zasobu bedzie mniejszy niz poziom zasobu
w funkcji schodkowej. Z twierdzenia o catkowaniu Lebesgue’a wiemy, ze kazdg

funkcje ciggta mozemy przyblizy¢ funkcjg schodkowg z dowolnie matym biedem.
L]

Z twierdzenia 1 wynika, ze przydziat zasobu u*(i) = u* = const. taki,
ze u*x = ff1 ) i o= daje optymalng warto$¢ funkcji kryterialnej
R(u*) = E"=i u*.

3.2. Przypadek n > m

Niech wbedzie dla rozdziatu zasobu u(£) takg permutacjg numeréw zadan,
ze Cw(i) < Cjr(2) < mee < CV(n)- Zatézmy dla uproszczenia, ze n jest naturalng
permutacjg zbioru J, tj. «() —j, j = 1,..., n.

W tasnos$¢ 1. Istnieje optymalny rozdziat zasobu, speiniajgcy dla pewnej permu-
tacji t warunki:

1. Rozdziat zasobu jest staty w przedziatach [0, Q] i (Cj-i,Cj\, j =2 ,n.
2. Zachodzi Cn = C.

Dowdd. Pokazemy, ze dla kazdego rozdziatu zasobu u(i) istnieje rozdziat zasobu
u;(€) spetniajacy warunki 1-2 o niegorszej wartosci funkcji kryterialnej. Istnienie
rozdziatu zasobu u'(t) spetniajgcego warunek 1 wynika wprost z twierdzenia 1.
Zatdzmy dalej dla uproszczenia, ze rozdziat zasobu u (i) spetnia warunek
1 Jezeli dla rozdziatu u(f) zachodzi Cn < CJ, to zgodnie z twierdzeniem 1 mo-
zemy rozdziat zasobu o zerowej wartosci w przedziale (Cn,C) oraz niezerowej w
przedziale (C*jCn], gdzie k = max{j : Cj < Cn}, zastgpi¢ rozdziatem zasobu
statym w przedziale (Cy,C] o niegorszej wartosci funkcji kryterialnej, spetniajgc
tym samym warunek 2.
L]

4. Algorytm optymalnego rozdziatu zasobu

W dalszej czesci artykutu dla kazdego rozdziatu zasobu u(f), spetniajgce-
go warunki 1-2, bedziemy nazwac przedziatami te sposrdd przedziatéw [0, Q],
(q, Cj+1], j=1,...,n—2oraz (O’]-\,C], ktore majg niezerowg dtugos¢. Zatem
kazdy rozdziat zasobu u(f) speiniajgcy warunki 1-2 skitada sie z p < n prze-
dziatdw. Oznaczmy przez Wj = {j :qj(t) = 1w i-tym przedziale}, i — 1,... ,p,
zbiér zadan wykonywanych w i-tym przedziale. Dla takiego rozdziatu zasobu ist-
nieje cigg w = W\,..., Wp, zwany dalej uszeregowaniem, spetniajgcy warunki:
. WA <, i-= Il. [fi=IWi = J; 1ll. Jezeli zadanie pojawia sie
w wiecej niz jeditym zbiorze uszeregowania w, to sg to zbiory o kolejnych nume-
rach. Warunek | zapewnia spetnienie ograniczenia na liczbe procesoréw, warunek
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Il gwarantuje, ze wszystkie zadania bedg wykonane, a warunek IlIl zapewnia
nieprzerywalnos$¢ zadan.

Oznaczmy przez x3ioraz Ujj, j —1.... ,n, i —I,..., p odpowiednio zmiane
stanu oraz ilo$¢ zasobu przydzielong do zadania j-tego w ¢-tym przedziale, nato-
miast przez Tj, i = |,...,p czas trwania i-tego przedziatu. Optymalne zmiany
standéw zadan Xji oraz dtugosci trwania przedziatdw Ti dla dowolnego uszeregowa-
nia w sg otrzymywane przez rozwiazanie nastepujacego problemu programowania
wypuktego:

7
() (7
p
Y, Ti=C, (8)
i=1
P
Y. %k~ >j = 1,°°@n, 9)
k=l
xjk 2 0)j € k 1,....p, (10)
Xjk=0,j4 Wk, k=1,...,p, (V)
Tj> 0, k= 1,... ,p. (12)

Ograniczenie (8) wynika z warunku 2 wt#asnos$ci 1, ograniczenie (9) zapewnia, ze
kazde z zadan zostanie w catosci wykonane, natomiast ograniczenia (10)-(12) wy-
nikajg ze sformutowania problemu i definicji uszeregowana w. Dla danego uszerego-
wania w optymalny rozdziat zasobu Uji, j = 1,... ,n, i = 1,... ,p jest wyliczany
przez rozwigzanie problemu (7)-(12) i przy wykorzystaniu wzoru Uji = "™)-

5. Podsumowanie

W artykule zbadano witasnosci problemu dla istotnej z praktycznego punktu
widzenia klasy wklestych funkcji predkos$¢/ zas6b. Skonstruowano algorytm opty-
malnego rozdziatu zasobu dla przypadku liczby zadan nie wiekszej od liczby proce-
sorowe Algorytm ten wykorzystano nastepnie przy konstruowaniu algorytmu opty-
malnego rozdziatu zasobu dla dowolnej liczby zadan. Do wyznaczenia optymalnego
rozdziatu zasobu konieczne jest rozwigzanie problemu optymalizacji wypukitej. Au-
torzy sg wrtrakcie badania wtasnosci problemu pozwalajgcych ograniczy¢ zarbwmo
przestrzen rozdziatdbw- zasobu, jak i liczbe uszeregowan.
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Abstract

The resource level minimization problem on a parallel processors is con-
sidered. Maximal makespan is given in advance. The model of tasks is dynamic
one. For each task a concave function is given, that relates the speed of change of
task processing state at a time to the amount of continuously divisible resource
allotted to this task. The resource is renewable. For each task there is also given
its beginning and its final state, which must be achieved in order to complete this
task. The objective is to find resource allocation over time and task schedule, that
minimize the resource level.

In this paper, some properties of the problem are proved, which allows us
to construct algorithm, that finds optimal resource allocation for a given task
schedule by solving a convex optimization problem.



