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M IN I M A L IZ A C J A  P O Z IO M U  Z A S O B U  P R Z Y  O G R A N IC Z E N IU  
N A  D Ł U G O Ś Ć  U S Z E R E G O W A N IA  Z A D A Ń  O M O D E L A C H  
D Y N A M IC Z N Y C H  N A  P R O C E S O R A C H  R Ó W N O L E G Ł Y C H

S tre s z c z e n ie .  R ozpatryw any jes t problem  m inim alizacji poziom u zasobu 
koniecznego do w ykonania zadań n a  równoległych procesorach przy  ogra
niczeniu n a  długość uszeregowania. Z adania dane są m odelam i dynam icz
nymi, gdzie prędkość wykonywania zadania w danej chwili zależy od ilości 
przydzielonego m u zasobu. Zasób je s t odnaw ialny i podzielny w sposób cią
gły. W ykazano własności problem u i skonstruow ano algorytm  optym alnego 
rozdziału zasobu.

T H E  M IN I M IZ A T I O N  O F  R E S O U R C E  L E V E L  O N  P A R A L L E L  
P R O C E S S O R S  W I T H  C O N S T R A IN E D  M A K E S P A N  
A N D  D Y N A M IC  M O D E L  O F  T A S K S

S u m m a ry . T he problem  of resource level m inim ization on a  parallel pro
cessors w ith  constrained  m akespan is considered. T he dynam ic m odel of 
task  is given, w here th e  speed of change of task  processing s ta te  in every 
m om ent depends on am ount of alloted resource. T he resource is renewable 
and continuously divisible. Some properties of th e  problem  are proved and 
algorithm  of op tim al resource allocation is constructed .

1 . W s tę p

Klasyczny m odel zadania, gdzie czas jego wykonywania jes t zadany  z góry 
i stały, często okazywał się zbyt prosty  do m odelowania problem ów praktycznych 
z zadow alającą dokładnością. Już w latach  60. zaproponowano m odel dynam icz
ny, gdzie wykonywanie zadania in terp re tu je  się jako proces, w k tórym  szybkość 
zm iany s tan u  zależy w każdej chwili od ilości pewnego zasobu przydzielonego do 
tego procesu. Zasób tak i jes t podzielny w sposób ciągły, a  jego ilość zadana z góry 
i ograniczona.

Dotychczas badano wieloprocesorowe problem y szeregowania zadań  o mo
delach dynam icznych d la  k ry terium  długości uszeregowania [4, 1], średniego czasu
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przepływ u [3] oraz m aksym alnej nieterm inowości [1]. Rozważano również problem  
z zadanym  ograniczeniem  na długość uszeregowania przy  k ry terium  poziom u za
sobu [2] - wykazano pew ne własności tego problem u i zaproponow ano algorytm  
heurystyczny. Problem  ten  sform ułowano w rozdziale 2. W  rozdziale 3 wykazano 
nowe własności problem u, k tó re w ykorzystano w rozdziale 4 do skonstruow ania 
algorytm u optym alnego rozdziału  zasobu.

2 . S fo rm u ło w a n ie  p ro b le m u

Dany je s t zbiór niepodzielnych zadań  J  — { 1 ,2 , . . . , n }  do w ykonania na 
zbiorze procesorów M  = { 1 , 2 , ,  m} .  Przyjm ujem y, że zadany je s t najpóźniejszy 
możliwy term in  zakończenia w szystkich zadań C  >  0. Do w ykonania zadania 
oprócz procesora niezbędny je s t także zasób podzielny w sposób ciągły. Szybkość 
wykonywania zadania j  E J  w chwili t zależy od ilości przydzielonego m u zasobu:

gdzie:

• Xj(t )  - s tan  zadania j  w chwili t E [0,07],

• / j ( ')  * funkcja rosnąca, ciągła, w klęsła i sp e łn ia jąca  w arunek f j ( 0 ) — 0 ,

• Uj(t) - ilość zasobu przydzielonego do zadania j  w chwili t E [0, C).
Każde zadanie j  E J  m a zadany s tan  początkow y £ j(0 ) =  0 oraz s tan  końcowy 
Xj > 0, k tó ry  musi zostać osiągnięty, aby zadanie zostało wykonane. Oznaczm y

przez Sj =  m ax{i : Xj ( t ) =  0} i Cj =  min{£ : Xj(t )  — Xj},  j  =  1 , . . .  ,n ,  m om ent 
odpowiednio rozpoczęcia i zakończenia wykonywania zadania j .

Niech funkcja qj(t)  sygnalizuje wykonywanie zadan ia  j  w następu jący  spo
sób:

q.ft\ 4  i  %(<) =  1 gdy Sj<t< Cj,
1 Qj(t) — Q w przeciw nym  wypadku.

Oznaczm y przez Q(t )  =  E ?=1 Qj{t) liczbę zadań  wykonywanych w m o

mencie t. Rozdzia łem  zasobu  będziem y nazywać funkcję wektorową u (i)  =  
U2(t),. . . ,  u ra(i)] spełn ia jącą  warunki:

1. 0 <  Sj < Cj <  Ć  dla j  — 1, . . .  , n ,

2. Uj(t)  >  0 d la t E [Sj, Cj], j  = l , . . .  , n ,

3. Uj(t) =  0 d la t E [0, Sj) U {Cj, Ć], j  = 1 , . . .  , n,

4. Uj(t) je s t przedziałam i ciągłe d la  t €  [Sj,Cj], j  — i , . . .  , n ,
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Q.
5- fs- =  %> i  =  1,• • • ,n ,

6. Q(t )  <  m  d la i G [0, Ć],

P roblem  polega n a  znalezieniu takiego rozdziału  zasobu u * (i), k tó ry  zmi-
A  nnim alizuje k ry terium  poziom  zasobu R ( u ( t ) )  — m ax  uj{t)-  Analizowany pro-t€[0,ć] j—\

blem  je s t N P -tru d n y  [2],

3. W ła s n o ś c i  p ro b le m u

L e m a t  1 . Dla dowolnych  0 <  u j <  112, £1 >  0, X2 >  0, Ti >  0, T 2 >  0 
oraz ciągłej, wklęsłej i rosnącej fu n kcji / ( • )  spełniającej warunek  /(O) =  0, jeżeli 
zachodzi x \  = f ( u \ )  ■ T \ oraz X2 =  f ( u 2 ) ■ T2 , to:

(a) dla każdej liczby u \ takiej, że u \ < u \ <  istn ie je  liczba u '2 taka,
że f ~ l { K)  <  u '2 < U2 oraz

x \ + X 2 =  f ( u i )  ■ Ti  +  f { u 2) • T2 =  / ( u i )  ■ Ti +  f ( u 2) • T2, (1)

tł! • T l +  «2 • T2 >  u \ - Ti + u 2 ■ T2, (2)

gdzie I< =  r n /( tn )+ T ;- /M ;

(b) dla każdej liczby u '2 takiej, że <  u 2 < U2 , istn ie je  liczba u j taka,
że u i < u[ <  f ~ l { K)  oraz spełnione są warunki ( 1 )  i (2).

Dowód. Rozważmy najp ierw  punk t (a). W  pierwszej kolejności wykażemy, że 
istn ieje liczba u 2, d la której jes t spełniony w arunek  (1). W eźmy dowolną licz
bę u\ talcą, że u \ < u j <  f ~ x( K) .  P rzek sz ta łca jąc  równanie (1) otrzym ujem y 
f  lu 2) =  i t  ‘ ( / ( w )  -  f ( u 'i )) +  / O 2). Ponieważ ̂  >  0 i f ( u i )  -  f ( i Ą )  <  0 to
f ( u 2) <  f ( u 2), a więc skoro funkcja / ( • )  je s t rosnąca, to  u 2 < U2 - Z drugiej
strony, aby zachodziło u 2 >  m usi zachodzić f { u 2) >  K .  K orzystając z
rów nania ( 1) o trzym ujem y j k  ■ ( / ( u i )  -  f { u[ ) )  +  f { u 2) >  K ,  k tó re po prostych
przekształceniach sprow adza się do u[ <

Pokażem y teraz , że m ając liczbę u 2 sp e łn ia jącą  w arunek (1), spełniony jest 
także w arunek (2). W  zw iązku z tym , że f ( u i )  < f ( u [ )  <  f ( u 2) < f ( u 2), m ożna 
zapisać:

/ ( u i )  =  (1 -  a)  ■ / ( t u )  +  o  ■ f ( u 2), a  €  (0 ,1 ), (3)

f { Ą )  =  ¡3 ■ f { u i )  +  (1 - 1 3 ) .  f ( u 2), 13 G (0 ,1 ). (4)

P odstaw iając rów nania (3) i (4) do rów nania (1), o trzym ujem y po  prostych prze
kształceniach ^  =  5^. Z drugiej strony  w ykorzystując funkcję odw ro tną / - 1 (-) z
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rów nań (3) i (4) otrzym ujem y:

u i =  / _ 1 ( ( l - a ) - / ( « i )  +  a - / ( ' « 2)) ,

4  =  r l (P ■ f (ui) + ( i  -  p) ■ f i u 2)) •

Z w ypukłości funkcji / _1(-) m am y:

u\  <  ( l - a ) - / “ 1 (/(w i))  +  a - / ~ 1 ( / ( « 2) ) ,

«2 <  ■ Z“ 1 ( / ( ^ i ) )  +  (1 — /?) • / _1 ( / ( l i2)) ,

czyli

u[ <  (1 — a)  ■ ui  +  a  ■ U2 , (5)

u'2 <  (3 ■ u\ +  (1 — 0) • U2- (6)

W ykorzystując proporcję § =  yf oraz  sum ując nierówności (5) - (6) otrzym ujem y 
nierówność (2). W  analogiczny sposób  m ożna wykazać popraw ność p u n k tu  (b) 
lem atu.

□
Jeżeli w pew nym  przedziale czasu [£1, ¿2] przydział zasobu do zadań  jes t

s ta ły  i p rzyb iera w artości u j , j  — 1 to  zm iana s tan u  my(¿2) — &j(t  1) =
¡ti f j ( u j { t ) ) d t  = f  j ( u j ) • /¿2 dt =  f j { u j )  • (¿2 -  ¿1).

3.1. P rzypadek  n  <  m
T w ie rd z e n ie  1. K ażdem u rozdziałow i zasobu u (f), powodującemu w przedziale 
czasu o niezerowej długości pewną zm ianę stanów  zadań, odpowiada rozdział za
sobu o niegorszej w artości fu n kc ji kryterialnej, sta ły w tym  przedziale i powodujący 
taką sam ą zm ianę stanów zadań.

Dowód. Niech u(i) będzie w rozpatryw anym  przedziale funkcją schodkową. Weź
my dw a spośród schodków o czasie trw an ia  odpowiednio Tj i T 2 oraz o w artościach 
rozdziału zasobu odpowiednio u j\  i u j 2 , j  — 1 , . . .  , n .  Zm iana stanów  zadań  w tych 
przedziałach to  xj i  =  ) - Ti, j  =  1, . . . ,  n , i =  1, 2 , natom iast poziom  zasobu
Ri  =  £ j = i  uji,  i =  1, 2 .

Z astąpm y rozdział zasobu o w artościach Uj\ i Uj2 rozdziałem  o wartości 
Uj , j  — 1 , . . . ,  n,  w przedziale o d ługości T  =  Tj +  To. zm ieniającym  s tan  zadań  o 
x j  = Xj \  +  Xj2 i o poziom ie zasobu R  — Z)”= i Uj. Równanie x j  = Xji  +  Xj2 m ożna

zapisać jako f j ( u j ) - T  =  / j ( u j i ) - T i  +  / j ( t i j 2)-T 2 i dalej f j ( u j )  =  h {ui l)'Tl+f{ui2)'1'2, 

a  następnie Uj = f ~ 1 ( } O2 ̂ 'r2 ) _ O znaczając a  — przy  czym zachodzi 

0 <  p- =  j \+ rK  <  *> o trzym ujem y 1 — a  =  Zatem  Uj = f ~ l (a  ■ f j ( u j i )  +  (1 —

a ) ■ f j { u j 2 )). Z w ypukłości funkcji m am y Uj <  a  ■ +  (1 -  a)  ■
2)), czyli uj  <  a  • Uj] +  (1 — a )  ■ Uj2- S tąd  R  <  a  ■ R \  -I- (1 — a)  ■ R 2 , z 

czego otrzym ujem y R  <  m ax{/?i, R.?}.
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Łącząc w ten  sposób kolejne schodki funkcji u (f) o trzym am y s ta ły  w czasie 
rozdział zasobu, przy  czym poziom  zasobu będzie m niejszy niż poziom  zasobu 
w funkcji schodkowej. Z tw ierdzenia o całkow aniu Lebesgue’a wiemy, że każdą 
funkcję ciąg łą m ożem y przybliżyć funkcją schodkową z dowolnie m ałym  błędem .

□
Z tw ierdzenia 1 wynika, że przydział zasobu u*(i) =  u* =  const. tak i, 

że u* = f f 1 ) i =  d aje  optym alną w artość funkcji kryterialnej

R (  u*) =  E ”=i u*.

3.2. P rzypadek  n  > m
Niech tt będzie d la  rozdziału zasobu u(£) taką  perm u tac ją  num erów zadań, 

że Cw(i) <  Cjr(2) <  ■ • • <  CV(n)- Załóżmy dla uproszczenia, że n  je s t n a tu ra ln ą  
perm utac ją  zbioru J ,  tj . tt(j )  — j ,  j  =  1 , . . . ,  n.

W ła s n o ś ć  1. Istn ieje  optym alny rozdział zasobu, spełniający dla pewnej perm u- 
tacji tt warunki:

1 . Rozdział zasobu je s t stały w przedziałach  [0, C\] i (Cj-i,Cj\, j  = 2 , n.

2. Zachodzi Cn =  Ć .

Dowód. Pokażemy, że dla każdego rozdziału zasobu u ( i)  istn ieje rozdział zasobu 
u ;(£) spełn iający  w arunki 1-2 o niegorszej w artości funkcji k ry terialnej. Istnienie 
rozdziału zasobu u' ( t )  spełniającego w arunek 1  wynika w prost z tw ierdzenia 1.

Załóżmy dalej d la uproszczenia, że rozdział zasobu u  (i) spełnia w arunek 
1. Jeżeli d la rozdziału  u(f )  zachodzi Cn < CJ, to  zgodnie z tw ierdzeniem  1 mo
żemy rozdział zasobu o zerowej w artości w przedziale (Cn ,C)  oraz niezerowej w 
przedziale (C^jCn],  gdzie k  =  m ax{j : Cj < Cn }, zastąp ić  rozdziałem  zasobu 
stałym  w przedziale (Cy,C]  o niegorszej w artości funkcji k ry teria ln e j, spełn iając 
tym  sam ym  w arunek 2 .

□

4. A lg o ry tm  o p ty m a ln e g o  ro z d z ia łu  z a s o b u

W  dalszej części a rty k u łu  d la każdego rozdziału  zasobu u (f) , spełn iające
go w arunki 1-2, będziem y n a z w a ć  przedziałam i te  spośród przedziałów  [0, C\], 
(Cj, Cj+1], j  =  1 , . . . ,  n  — 2 oraz (Cn-\,C], które m a ją  niezerową długość. Zatem  
każdy rozdział zasobu u(f)  spełn iający  w arunki 1 - 2  sk ład a  się z p <  n  prze
działów. Oznaczm y przez Wj =  { j  : qj(t) =  1 w i-tym  przedziale}, i — 1 , . . .  ,p,  
zbiór zadań  wykonywanych w i-tym  przedziale. D la takiego rozdziału  zasobu is t
nieje ciąg w  =  W \ , . . . ,  Wp, zwany dalej uszeregowaniem, spełn ia jący  warunki:
I. \WĄ <  rn, i =  II. [fi= lW i = J; III. Jeżeli zadanie pojaw ia się
w więcej niż jeditym  zbiorze uszeregowania w , to  są to  zbiory o kolejnych num e
rach. W arunek I  zapew nia spełnienie ograniczenia n a  liczbę procesorów, w arunek
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I I  gw arantuje, że w szystkie zadan ia  będ ą  wykonane, a  w arunek I I I  zapew nia 
nieprzeryw alność zadań.

Oznaczm y przez x 3i oraz Ujj, j  — 1 . . . .  , n,  i — l , . . . ,  p odpowiednio zm ianę 
s tan u  oraz ilość zasobu przydzieloną do zadan ia  j- te g o  w ¿-tym  przedziale, n a to 
m iast przez Tj, i =  l , . . . , p  czas trw an ia  i-tego przedziału. O ptym alne zm iany 
stanów  zadań Xji  oraz długości trw an ia  przedziałów  Ti  d la  dowolnego uszeregowa
nia w  są otrzym yw ane przez rozw iązanie następującego problem u program ow ania 
wypukłego:

( f ) (7)

p
Y ,T i  =  C , (8)
i= 1

P
Y .  %jk ~  > j  =  1, • • ■ • n, (9)
k=l
x jk  2̂  0 ) j  € k 1, . . .  ,p , (10)

Xjk =  0 , j  4  W k , k = l , . . . , p , ( U)
T j>  0, k =  1 , . . .  ,p . (12)

Ograniczenie (8) wynika z w arunku 2 w łasności 1, ograniczenie (9) zapew nia, że 
każde z zadań  zostanie w całości wykonane, natom iast ograniczenia (10)- (12) wy
n ikają ze sform ułowania problem u i definicji uszeregowana w . D la danego uszerego
w ania w  optym alny rozdział zasobu Uji, j  =  1 , . . .  , n,  i =  1, . . .  , p  je s t wyliczany 
przez rozwiązanie problem u (7)-(12) i przy w ykorzystaniu  wzoru Uji =  ( ^ ) -

5. P o d s u m o w a n ie

W  artykule zbadano własności problem u d la isto tnej z praktycznego p u n k tu  
w idzenia klasy wklęsłych funkcji prędkość/ zasób. Skonstruow ano algorytm  opty
m alnego rozdziału  zasobu dla przypadku liczby zadań  nie większej od liczby proce
sorowe A lgorytm  ten  w ykorzystano następnie  przy  konstruow aniu algorytm u op ty 
m alnego rozdziału  zasobu d la  dowolnej liczby zadań. Do w yznaczenia optym alnego 
rozdziału  zasobu konieczne je s t rozw iązanie problem u optym alizacji w ypukłej. Au- 
torzy  są wr trakcie badan ia  własności problem u pozw alających ograniczyć zarówmo 
przestrzeń  rozdziałów- zasobu, jak  i liczbę uszeregowań.
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A b s t r a c t
T h e  resource level m inim ization problem  on a  parallel processors is con

sidered. M axim al m akespan is given in  advance. T he m odel of task s  is dynam ic 
one. For each ta sk  a  concave function is given, th a t  re la tes th e  speed of change of 
ta sk  processing s ta te  a t a  tim e to  th e  am ount of continuously divisible resource 
allo tted  to  th is  task. T he resource is renewable. For each ta sk  th ere  is also given 
its  beginning and  its  final s ta te , which m ust be achieved in  order to  com plete th is  
task . T he objective is to  find resource allocation over tim e and  task  schedule, th a t  
m inim ize th e  resource level.

In  th is  paper, some properties of th e  problem  are proved, which allows us 
to  construc t a lgorithm , th a t  finds op tim al resource allocation for a  given task  
schedule by solving a  convex optim ization  problem .


