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MINIMALIZACJA DLUGOSCI USZEREGOWANIA ZADAN W
JEDNOPROCESOROWYM PROBLEMIE ZDYNAMICZNYMI
MODELAMI TERMINOW ICH DOSTEPNOSCI

Streszczenie. W niniejszej pracy rozpatrywany jest problem minimalizacji
dtugosci uszeregowania zadan o dynamicznych modelach terminéw dostep-
nosci na pojedjmczym procesorze. Predko$¢ zmiany stanu terminu gotowosci
w danej chwili zalezy od iloSci przydzielonego zasobu. Zasdb jest odnawial-
ny, staty w czasie i podzielny w spos6b ciggty, a jego ilos¢ ograniczona.
Wykazano witasnosé problemu i skonstruowano algorytm optymalnego roz-
dziatu zasobu.

MAKESPAN MINIMIZATION ON A SINGLE PROCESSOR WITH
DYNAMIC MODELS OF TASK RELEASE DATES

Summary. In this paper, we consider the problem of makespan minimiza-
tion on a single processor with dynamic models of task release dates. The
speed of change of the release date state in every moment depends on amo-
unt of alloted resource. The resource is renewable, constant, continuously
divisible and its amount is limited. A property of the problem is proved and
based on it algorithm of optimal resource allocation is provided.

1. Wstep

W przemysle czesto mamy do czynienia z sytuacja, gdzie wystepuje pojed-
nyczy procesor krytyczny (np. bardzo drogi) i zalezy nam na optymalnjun uszere-
gowniu na nim zadan dla ustalonego kryterium. Przygotowanie zadania do wyko-
nania na tym procesorze polega na wykonaniu procesu obrobki wstepnej, ktorej
czas zakonczenia interpretowany jest jako termin dostepnos$ci zadania. Szybkos$é
lub czas realizacji tego procesu czesto zalezy od pewnego dodatkowego zasobu
podzielnego w sposob ciggly i ograniczonego, np. paliwa, energii, gazu itd. [3].

Dynamiczny model zadania (typu predkos$¢/zaséb) zostal wprowadzony
przez Burkova [1], natomiast dynamiczny model terminu dostepnosci wprowa-
dzit Janiak [3], Rozpatrywany w niniejszej pracy problem jednoprocesorowy z
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dynamicznymi terminami dostepnos$ci zadan, sformutowany w rozdziale 2, bada-
no dla kryterium dtugosci uszeregowania [4] oraz zuzycia zasobu [5] . W rozdziale
3 wykazano nowga witasnos$¢ analizowanego problemu, ktérg nastepnie w rozdziale
4 wykorzystano do sformutowania algorytmu optymalnego rozdziatu zasobu.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbiér n niepodzielnych zadan J —{1,...,j,..., n) do wykonania
na jedn}m procesorze (maszynie krytycznej). Czas wykonywania pj kazdego za-
dania j 6 J jest z gory zadany. Proces przygotowania zadania do wykonania jest
dany modelem dynamicznym:

2j(t) = =/ m(c#()).

gdzie Xj(t) oznacza stan procesu zadania j w chwili i, Uj(t) oznacza ilo$¢ zasobu
przydzielong w chwili t do procesu zadania j, natomiast fj(-) to funkcja ciggta,
rosngca, wklesta i spetniajgca warunek fj(0) = 0. Dla kazdego zadania j 6 J
dany jest stan poczatkowy Xj(t — 0) = 0 oraz stan kohAcowy Xj, ktdry musi byc¢
osiagniety, aby zadanie byto gotowe do wykonania. Zadanie staje sie dostepne, gdy
jego proces osiggnie swoj stan koncowy, zatem termin dostepnosci ty = min{f :
Xj(t)=Xj}.

Zasob jest odnawialny, a jego globalna ilos¢ U dostepna do rozdzielenia
pomiedzy procesy jest z gory zadana, stata w czasie i ograniczona. Oznaczmy przez
u(i) = [ui(f),... ,Uj(t),..., u,i(i)] funkcje wektorowa nazywang dalej rozdziatem
zasobu, ktéra spetnia warunki:

e uj{t)>j = 1,-m,n jest przedziatami ciaggle,
Uj(t)<u,

*rj, j=1,...,n jest skonczone (przy czym zachodzi JQ Xj(t)dt = 6tj),

Uj(t) > 0 dlat € [0 ty],

Uj(t) —0dlat 6 (—00,0) U (ty,00).

Zadania sag wykonywane zgodnie z kolejnos$cig tt (gdzie tt jest permutacjg zbioru
Ot Y = max{rr(P Tr(j-)}; 3—1, e«e, u, gdzie §j oraz G = Sj+Hpj oznaczaja
czas odpowiednio rozpoczecia i zakonczenia wykonywania zadania j (oraz =
0).

Problem polega na znalezieniu takiej kolejnosci wykonywania zadan ttx
oraz takiego rozdziatu zasobu u*(i), ktore zminimalizujg dtugo$¢ uszeregowania
Cmax —max{Ci,..., O’l} Rozpatrywany problem jest silnie NP-trudny [4],
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3. Witasnosci problemu

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy nastepujacy lemat i twierdzenie,
udowodnione odpowiednio w [2] i [4]:

Lemat 1. [2] Dla dowolnych 0 < u\ < u2,x\ > 0, X2 >0, Ti > 0, T2 >0
oraz ciggtej, wklestej i rosngcej funkcji /() spetniajacej warunek /(O) = 0, jezeli
zachodzi x\ = f(ui) wTi oraz X2 = f(u2) mT2, to:

(a) dla kazdej liczby u[ takiej, ze ui < u\ < istnieje liczba uz taka,

ze < u2 < U2 oraz
Xi+X2 = f(ui) Tl + /(u2)-T2= TI+ f(u'2) -T2, 1)
UieTi+ U2mT2 > ui *T] + uz2mr2, 2

(b) dla kazdej liczby uf2 takiej, ze f~1(K) <,u'2 < u2) istnieje liczba u[ taka,
ze ui < uj < f~I1{K) oraz spetnione sg warunki (1) i (2).

Twierdzenie 1. [4] Dla kazdego dopuszczalnego rozdziatu zasobu powodujgcego
pewng zmiane standw procesOw zadan w przedziale czasu o niezerowej dtugosci
istnieje dopuszczalny rozdziat zasobu staty w tym przedziale czasu i powodujacy
takg samg zmiane standw procesow zadan.

Z twierdzenia 1 wynika, ze istnieje rozwigzanie optymalne, w ktérym roz-

dziat zasobu jest stat}" w przedziatach (rn*”~,rx»*+*], j = I,...,n — 1 oraz
W celu uproszczenia oznaczen w dalszej czesci artykutu bedziemy przyj-
mowali, ze 7rjest naturalng permutacjg zbioru J, tj. #(j) —j, j = 1,... ,n.

W tasnosé 1. Dla kazdej kolejnosci wykonywania zadan 7 istnieje optymalny roz-
dziat zasobu speiniajgcy nasteujgce warunki:

i). Rozdziat zasobu jest staty w przedziatach [0, Si], (Sj,«Sj+i],j = 1,... ,n —1
H). Sj Cj\,j 2,...,Tr
iii)- S)}=iuj(t) = U dlat E [0,Si = n].

iv). Przydziat zasobu uj(t) jest niemalejgcy od m.omentu t — 0 do momentu Sj.

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze dla kazdego rozdziatu zasobu u (i) statego w prze-

dziatach (rj,rj+i], j — I,...,n — 1 oraz [O,ri] istnieje rozdziat zasobu u;(i)
spetniajagcy warunek (i) i dajacy rozwigzanie o niegorszej wartosci funkcji kry-
terialnej. Dla rozdziatu zasobu u(f) zachodzi Si = ri oraz Sj >rj,j=2,...,n
Jesli Sj = rj, j —1,...,n, to u(i) = u'(i), wprzeciwnymprzypadku wezmy

k —min{i : / £ 7, S/ > r/}. Przydziatzasobu u(f)sktada sie wprzedziale
(Sk-l,Sk] z co najmniej dwoch schodkdw, ktore w mys$l twierdzenia 1 mozemy
w tym przedziale zastgpi¢ statym przydziatem zasobu. Postepujac w ten sposéb
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z rozdziatem zasobu u(t) w przedziatach (Sj,Syn], j —k,...,n —1dlak <n
otrzymamy rozdziat zasobu u'(i).

Wykazemy teraz, ze dla kazdego rozdziatu zasobu u(f£) spetniajgcego wa-
runek (i) istnieje rozdziat zasobu u'(i) spetniajgcy warunki (i) oraz (ii) i dajacy
rozwigzanie o niegorszej wartosci funkcji kryterialnej. Dla rozdziatu zasobu u(i)
istnieje co najmniej jedno zadanie j G {2,...,n} takie, ze Sj > Cj-\. Zmodyfi-
kujmy teraz rozwigzanie dosuwajgc zadania w prawo do zadania n i oznaczajgc

zmienione czasy rozpoczecia zadan Sj, j = 1,... ,n (przy czym Sn = Sn). Oczy-
wiscie, zachodzi rj < Sj < Sj, j = 1,...,n. Rozdziat zasobu u(t) jest funkcja
schodkowag, przy czym w kazdym z przedziatow (Sj, Sj-+1], j = 1,..., n —1 oraz

[0, Si] wystepuje co najmniej jeden schodek. W myS$l twierdzenia 1 mozemy w kaz-
dym z tych przedziatéw, w ktérych wystepuje wiecej niz jeden schodek, zastgpic
te schodki statym przydziatem zasobu, otrzymujgc w ten sposdéb rozdziat zasobu
u'(t).

W dalszej czesci artykutu dla kazdego rozdziatu zasobu spetniajgcego wa-
runki (i) i (ii) przez Xj, oraz Ujj bedziemy oznacza¢ odpowiednio zmiane sta-
nu procesu zadania oraz statg ilos¢ zasobu przydzielong w przedziale (Si, Si+i]
dla i = — 1 lub [0,SJ] dla i = 1 do j-tego zadania, j = 1
Mnozac rdwnanie » = fj(uj(t)) przez dt i catkujgc obustronnie otrzymujemy
j| Wl dx = Jg~ 1fj(uj(t))dt, czyli Xj, = fj(uji) m(Si+i - Sj) (podobnie dla prze-
dziatu [0,s;; otrzymamy Xjo — fj(ujo) mSq). Po prostych przeksztatceniach do-
stajemy Uji = /1 (oraz podobnie ujo = f~1(9f))- Wykazemy te-
raz, ze dla kazdego rozdziatu zasobu u (i) spetniajagcego warunki (i) i (ii) ist-
nieje rozdziat zasobu u'(f) spetniajgcy warunki (i)-(iii) i dajgcy rozwigzanie
0 niegorszej wartosci funkcji kryterialnej. Dla rozdziatu zasobu u(i) zachodzi
E"=iujo = (") < U, przy czym funkcja £ "=i /j_1(-) jest oczywiscie
rosngca. Wynika stad, ze warto$¢ Si mozna zastapi¢ niewiekszg warto$cig Sj taka,
ze E"=1/j“1 = UmDosuwajac w lewo do momentu Sj cze$¢ rozdziatu zasobu

u(i) dlat G (Si, Sn] oraz zadania 2 ,n, do momentu C[ = Sj +p\ zakonczenia
zadania 1, otrzymujemy rozwigzanie o rozdziale zasobu u'(i).

Wykazemy teraz, ze dla kazdego rozdziatu zasobu u(i) spetniajgcego mwarun-
ki (i)-(iii) i nie spetniajgcego warunku iv) istnieje rozdziat zasobu u'(f) spetniaja-
cy warunki (i)-(iv) i dajacy rozwigzanie o niegorszej wartosci funkcji kryterialnej.

WeZzmy dwa sasiednie przedziaty czasu Tj oraz Ti+\, i = 1 ,..j —1 rozdzialu
zasobu u(t), gdzie Ti = (S,-_i,Sj], i = 2 oraz Ti = [0,Si]. Zatézmy, ze
k sposrdd n —i zadan ma w przedziatach czasu T; oraz T,+i malejacy przydziat
zasobu. Dla uproszczenia niech bedg to zadaniai + 1,..., i+ k. Niech k <n —i

(dla k = n —i nalezy z dalszego wywodu usung¢ rownania (4), (6) i (8)). Oznacz-
. at /'/rl(“id-mi+/.71§;£'i+1).|ri+i|A o ooml. .
my Kji =] M Ir.[+jr +Ip----—- I,j =1i,...,n, gdzie \Ti\ jest dtugoscia

przedziatu Tj. Wezmy dowolny wektor uj spetniajacy warunki:



Minimalizacja dtugos$ci uszeregowania zadah w jednoprocesorowym 155

Ui KjiLj i1, 0+Kk 3)

uji < uji <Kji, j=it+tk+1,..,n, (4)

uu = ua, (5)

E uji = miniU, ua+ E Kji\m (6)
=i I j=i+tl )

Korzystajagc z lematu 1 mozna tatwo wykazac¢, ze dla takiego wektora u' zawsze
istniejewektor uj+1 taki, ze rozdziat zasobu u'(i)powoduje w przedziatach Ti i
Tj+i takg samg zmiane stan6w zadan jak rozdziat zasobu u(f),przy czym wektor
u'+1 spetnia nastepujgce warunki:

AL+l Kji, j Phl,.. mi+ A )

Uji+1> uj,i+i > Kji,j=i+k+1,...,n, (8)

Z uji+ti < _Z uji+l- (9)
j=i+l

Postepujac w opisany sposOb z wszystkimi sgsiednimi przedziatami zawierajagcymi
zadania o malejacym przydziale zasobu otrzymamy rozdziat zasobu u'(i).

O

4. Algorytm optymalnego rozdziatu zasobu

Z witasnosci 1 wynika, ze dla danej kolejnosci 7r optymalnym rozdziatem
zasobu jest rozdziat spetniajacy warunki (i)-(iv) i minimalizujgcy wartos¢ S\.
Rownanie JO>xj(t)dt = Xj, j —1,... ,n moznadlaj = 2,... ,n zapisaé w postaci
Xp=o0 xji = xj oraz dlaJ = 1 mamy x\o —x\. Korzystajgc z tych rdwnan oraz z
zaleznosci Xy=i ujo = U mozemy zapisac:

A f— (% - E;=i
I f +W \ - 1- * r u -

Zalézmy, ze potrafimy z powyzszego réwnania wyznaczy¢ analitycznie S\
w postaci funkcji czeSciowych rozmiaréw terminéw dostepnos$ci zadan (w niektd-
rych przypadkach jest to bardzo trudne i nalezy to zrobi¢ numercznie): Si —
G Problem znalezienia optymalnego rozdziatu zasobu dla danej
kolejnosci wsprowadza sie do nastepujgcego problemu programowania wypukitego:
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min Si = G ({zit ki) @)
-1<U, i=1..,n-1 V)

j-1

j=2,...,n @)

(13)
(14)

Ograniczenie (11) wynika ze sformutowania problemu oraz z wykorzystania zalez-
nosci Si+i —Si = pi, i = I,...,n —1 wynikajgcej z wiasnosci 1. Ograniczenia
(12) i (14) wynikaja ze sformutowania problemu, natomiast ograniczenie (13) to
inaczej zapisany warunek (iii).

Optymalny rozdziat zasobu dla danej kolejnoSci ir jest wyznaczany przy

wykorzystaniu réwnaf ujo = /r 1l ,J = 1,...,n oraz =/; 1 L=
l,....,.n - 1 j —i+1...,n na podstawie zmian stanéw proceséw Xjit i =
0,,...,m 1, j = T+ 1,...,71, (Xjo Xj £j=1 j 2, ...,TI, )

bedacych rozwigzaniem problemu programowania wypukitego.

5. Podsumowanie

Nowa witasnos¢ problemu wykazana dla wypuktych funkcji predkosé/zasob,
czesto wystepujagcych w praktyce, pozwala znalez¢ optymalny rozdziat zasobu
przez rozwigzanie problemu optymalizacji wypukitej, znacznie prostszego do roz-
wigzania niz problem optymalizacji dynamicznej. Witasno$¢ ta pozwala réwniez
wprowadzi¢ dodatkowe ograniczenia do omawianego problemu optymalizacji wy-
pukitej.Autorzy sg w trakcie badan potwierdzajgcych skuteczno$¢ zaproponowane-
go algorytmu oraz sprawdzania istnienia podobnej wtasnosci dla modelu terminéw
dostepnosci zadan ztozonego z czeSci statej i dynamicznej.
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Abstract

The makespan minimization problem on a single processor with dynamic
models of task release dates is considered in the paper. For each task a concave
function is given, that relates the speed of the change of releasing process state
at a time to the amount of continuously divisible resource allotted to this task.
The resource is renewable and its amount is given in advance. For each task there
is also given its beginning and its final state, which must be achieved in order
to release this task. The objective is to find resource allocation over time and a
sequence of tasks that minimize the makespan.

A new property of the problem is proved. Along with already proved the-
orems, this property allows us to construct optimal resource allocation algorithm
for a given task sequence. The optimal resource allocation is obtained by solving
a convex optimization problem.



