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M IN I M A L IZ A C J A  D Ł U G O Ś C I  U S Z E R E G O W A N IA  Z A D A Ń  W  
J E D N O P R O C E S O R O W Y M  P R O B L E M I E  Z D Y N A M IC Z N Y M I 
M O D E L A M I  T E R M I N Ó W  IC H  D O S T Ę P N O Ś C I

S tr e s z c z e n ie .  W  niniejszej p racy  rozpatryw any je s t problem  m inim alizacji 
długości uszeregowania zadań o dynam icznych m odelach term inów  dostęp­
ności n a  pojedjm czym  procesorze. Prędkość zm iany s tan u  term inu  gotowości 
w danej chwili zależy od  ilości przydzielonego zasobu. Zasób jes t odnaw ial­
ny, s ta ły  w czasie i podzielny w sposób ciągły, a jego ilość ograniczona. 
W ykazano własność problem u i skonstruow ano algorytm  optym alnego roz­
d zia łu  zasobu.

M A K E S P A N  M IN I M IZ A T I O N  O N  A  S IN G L E  P R O C E S S O R  W I T H  
D Y N A M IC  M O D E L S  O F  T A S K  R E L E A S E  D A T E S

S u m m a ry . In  th is  paper, we consider the  problem  of m akespan m inim iza­
tio n  on a single processor w ith  dynam ic m odels of task  release dates. T he 
speed  of change of th e  release d a te  s ta te  in every m om ent depends on am o­
u n t of allo ted  resource. T he resource is renewable, constan t, continuously 
divisible and  its  am ount is lim ited. A p roperty  of th e  problem  is proved and 
based  on it algorithm  of optim al resource allocation is provided.

1. W s tę p

W  przem yśle często m am y do czynienia z sy tuacją , gdzie w ystępuje pojed- 
nyczy procesor krytyczny (np. bardzo drogi) i zależy nam  na optym alnjun uszere- 
gowniu n a  nim  zadań  dla ustalonego kry terium . Przygotow anie zadania do wyko­
nania n a  tym  procesorze polega n a  wykonaniu procesu obróbki w stępnej, której 
czas zakończenia in terpretow any je s t jako te rm in  dostępności zadania. Szybkość 
lub czas realizacji tego procesu często zależy od pewnego dodatkowego zasobu 
podzielnego w sposób ciągły i ograniczonego, np. paliwa, energii, gazu itd . [3].

D ynam iczny m odel zadan ia  (typu  prędkość/zasób) został wprowadzony 
przez B urkova [1], natom iast dynam iczny m odel term inu  dostępności wprowa­
dził Jan iak  [3], R ozpatryw any w niniejszej pracy  problem  jednoprocesorowy z
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dynam icznym i term inam i dostępności zadań, sform ułowany w rozdziale 2 , b ad a­
no d la k ry terium  długości uszeregowania [4] oraz zużycia zasobu [5] . W  rozdziale
3 wykazano nową własność analizowanego problem u, k tó rą  następnie w rozdziale
4 w ykorzystano do sform ułowania algorytm u optym alnego rozdziału  zasobu.

2 . S fo rm u ło w a n ie  p ro b le m u

Dany je s t zbiór n  niepodzielnych zadań  J  — { 1 , . . . ,  j , . . . ,  n )  do wykonania 
n a  jedn}rm  procesorze (m aszynie krytycznej). Czas w ykonywania pj każdego za­
dan ia  j  6  J  je s t z góry zadany. P roces przygotow ania zadania do w ykonania jes t 
dany m odelem  dynam icznym :

ż j ( t )  = =  /,■(«#(«)).

gdzie Xj ( t )  oznacza s tan  procesu zadania j  w chwili i , Uj ( t )  oznacza ilość zasobu 
przydzieloną w chwili t  do procesu zadania j ,  na tom iast f j ( - )  to  funkcja ciągła, 
rosnąca, w klęsła i spe łn ia jąca  w arunek f j ( 0) =  0. D la każdego zadania j  6  J  
dany jest s tan  początkow y X j ( t  — 0) =  0 oraz s tan  końcowy Xj,  k tó ry  musi być 
osiągnięty, aby zadanie było gotowe do w ykonania. Zadanie s ta je  się dostępne, gdy 
jego proces osiągnie swój s tan  końcowy, za tem  term in  dostępności ty =  m in{f :
X j ( t ) = X j } .

Zasób je s t odnawialny, a jego globalna ilość U dostępna do rozdzielenia 
pom iędzy procesy jes t z góry zadana, s ta ła  w czasie i ograniczona. Oznaczm y przez 
u ( i)  =  [u i ( f ) , . . .  , U j ( t ) , . . . ,  u,i(i)] funkcję w ektorow ą nazyw aną dalej ro zd z ia łe m  
zaso b u , k tó ra  spełnia warunki:

• uj { t ) > j  =  1 , - ■. , n  je s t p rzedziałam i ciągle,

.  Uj( t ) < U ,

• rj ,  j  =  1 , . . .  , n  je s t skończone (przy czym zachodzi JQj X j ( t ) d t  = ótj),

•  Uj ( t )  >  0 d la t  €  [0, ty],

• Uj(t) — 0 dla t 6 (—oo,0) U (ty ,oo).

Zadania są wykonywane zgodnie z kolejnością tt (gdzie tt je s t perm utac ją  zbioru 
-Ot SnU) =  m a x {r7r(j)> ^Tr(j-i)}; 3 — 1, • • •, u , gdzie Sj oraz Cj =  Sj+pj oznaczają 
czas odpowiednio rozpoczęcia i zakończenia wykonywania zadania j  (oraz =  
0).

Problem  polega na znalezieniu takiej kolejności wykonywania zadań  t t *  

oraz takiego rozdziału zasobu u* (i), k tó re zm inim alizują długość uszeregowania 
Cmax — m a x { C i , . . . ,  Cn}. R ozpatryw any problem  jest silnie N P -tru d n y  [4],
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3. W ła s n o ś c i  p ro b le m u

W  dalszych rozw ażaniach w ykorzystam y następu jący  lem at i tw ierdzenie, 
udowodnione odpow iednio w [2] i [4]:

L e m a t  1. [2] Dla dowolnych  0 <  u \ < u 2, x \  >  0, X2 > 0, Ti >  0, T2 >  0 
oraz ciągłej, wklęsłej i rosnącej fu n kc ji / (•)  spełniającej warunek /(O) =  0, jeżeli 
zachodzi x \  = f ( u i )  ■ Ti oraz X2 =  f ( u 2) ■ T2 , to:

(a) dla każdej liczby u[ takiej, że u i <  u \ <  istn ieje liczba u 2 taka,
że  <  u '2 <  U2 oraz

X i + X 2 =  f ( u i )  • Tl +  / ( u 2) - T 2 =  Tl +  f(u '2) -T 2, (1)
Ui • Ti +  U2 ■ T2 >  u i  • T] +  u 2 ■ r 2, (2)

(b) dla każdej liczby uf2 takiej, że f ~ l ( K )  <,u'2 <  u 2) istn ieje liczba u[ taka, 
że  u i <  u j <  f ~ l { K ) oraz spełnione są warunki ( 1 )  i (2).

T w ie r d z e n ie  1. [4] Dla każdego dopuszczalnego rozdziału zasobu powodującego 
pewną zm ianę stanów procesów zadań w przedziale czasu o niezerowej długości 
istn ie je  dopuszczalny rozdział zasobu sta ły w tym  przedziale czasu i powodujący 
taką sam ą zm ianę stanów procesów zadań.

Z tw ierdzenia 1 wynika, że istnieje rozwiązanie optym alne, w k tórym  roz­
dział zasobu je s t stał}'' w przedziałach (rn* ^ , r x» ^+^] , j  =  l , . . . , n  — 1 oraz 

W  celu uproszczenia oznaczeń w dalszej części a rty k u łu  będziem y przyj­
mowali, że 7r je s t n a tu ra ln ą  perm utac ją  zbioru J ,  tj . 7r( j )  — j ,  j  =  1 , . . .  , n .

W ła s n o ś ć  1. Dla każdej kolejności wykonywania zadań  7r istn ieje optym alny roz­
dział zasobu spełniający nastęujące warunki:

i). Rozdział zasobu je s t s ta ły  w przedziałach  [0, S i], (S j , «Sj+i], j  =  1 , . . .  , n  — 1.

H). S j C j — \ ,  j  2, . . . , TT.

iii)- S)}=i uj ( t )  =  U dla t E [0, S i =  n ] .

iv). P rzydzia ł zasobu Uj(t) je s t  niem alejący od m.omentu t — 0 do m om entu  S j.

Dowód. W ykażem y najpierw , że d la  każdego rozdziału  zasobu u  (i) stałego w prze­
działach ( r j , r j + i], j  — l , . . . , n  — 1 oraz [0,ri] istnieje rozdział zasobu u ;(i) 
spełn ia jący  w arunek (i)  i d a jący  rozw iązanie o niegorszej w artości funkcji kry- 
teria lnej. D la rozdziału  zasobu u(f )  zachodzi S i =  r i  oraz Sj >  r j ,  j  =  2 , . . .  , n.  
Jeśli S j  = r j , j  — l , . . . , n ,  to  u ( i)  =  u '( i) ,  w przeciw nym  przypadku weźmy
k  — m in {i : / £  .7, S/ >  r/} . P rzydzia ł zasobu u(£) sk ład a  się w przedziale
(Sk-i,Sk] z co najm niej dwóch schodków, k tóre w m yśl tw ierdzenia 1 m ożem y 
w tym  przedziale zastąp ić  s ta ły m  przydziałem  zasobu. Postępując w ten  sposób
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z rozdziałem  zasobu u ( t)  w przedziałach (S j , S y n ] , j  — k , . . .  , n  — 1 d la k  < n  
o trzym am y rozdział zasobu u '( i) .

W ykażem y te raz , że d la  każdego rozdziału  zasobu u(£) spełniającego wa­
runek  (i) istnieje rozdział zasobu u '( i )  spełn ia jący  w arunki (i)  oraz (ii)  i da jący  
rozw iązanie o niegorszej w artości funkcji k ry teria lnej. D la rozdziału  zasobu u (i)  
istn ieje co najm niej jedno  zadanie j  G { 2 , . . . , n }  tak ie , że S j  > C j - \ .  Zmodyfi­
kujm y teraz  rozw iązanie dosuw ając zadan ia  w praw o do zadan ia  n  i oznaczając 
zm ienione czasy rozpoczęcia zadań  S j, j  =  1, . . .  , n  (przy czym  S'n =  Sn ). Oczy­
wiście, zachodzi rj  <  Sj  <  S j, j  =  1 , . . . , n .  Rozdział zasobu u ( t)  je s t funkcją 
schodkową, przy czym  w każdym  z przedziałów  (S j, Sj-+1], j  =  1, . . . ,  n  — 1 oraz 
[0, Si] w ystępuje co najm niej jeden  schodek. W  myśl tw ierdzenia 1 m ożem y w każ­
dym  z tych przedziałów , w k tórych  w ystępuje więcej niż jed en  schodek, zastąp ić  
te  schodki s ta ły m  przydziałem  zasobu, o trzym ując w ten  sposób rozdział zasobu 
u '( t) .

W  dalszej części a rty k u łu  d la każdego rozdziału  zasobu spełniającego wa­
runk i (i)  i (ii) przez Xj, oraz Ujj będziem y oznaczać odpow iednio zm ianę s ta ­
nu procesu zadania oraz s ta łą  ilość zasobu przydzieloną w przedziale (Si,  S i+i] 
d la  i =  — 1 lub [0 , SJ] d la i =  1 do j- teg o  zadania, j  =  1
M nożąc równanie ^  =  f j ( u j ( t ) )  przez dt  i całkując obustronnie o trzym ujem y

j | !+1 dx = Jg^ 1 f j ( u j ( t ) ) d t ,  czyli Xj, = f j ( u j i )  ■ (S i+i -  Sj) (podobnie d la  prze­
działu  [0 , S j ]  otrzym am y Xjo — f j (ujo)  ■ Sq).  Po prostych p rzekształcen iach  do­

sta jem y  Uji =  / _1 (oraz podobnie uj o =  f ~ l ( 9 f ) ) -  W ykażem y te ­

raz, że dla każdego rozdziału  zasobu u  (i) spełniającego w arunki (i)  i (ii)  is t­
nieje rozdział zasobu u' ( f)  spełn ia jący  w arunki (i)- (iii)  i dający  rozw iązanie 
o niegorszej wartości funkcji k ry teria lnej. D la rozdziału  zasobu u ( i)  zachodzi 
E "= i u j0  =  ( ^ )  <  U, przy czym  funkcja £ ”= i / j _1(-) je s t oczywiście
rosnąca. W ynika stąd , że w artość S i m ożna zastąp ić  niewiększą w artością S j taką, 

że E "=1 / j “1 =  U ■ D osuw ając w lewo do m om entu  Sj część rozdziału  zasobu

u ( i)  d la  t  G (S i, Sn] oraz zadan ia  2 ,n ,  do m om entu  C[ =  S j + p \  zakończenia 
zadania 1, otrzym ujem y rozwiązanie o rozdziale zasobu u '( i) .

W ykażem y teraz , że dla każdego rozdziału  zasobu u (i)  spełniającego ■warun­
ki (i)-(iii)  i nie spełniającego w arunku iv) istnieje rozdział zasobu u '( f )  sp e łn ia ją ­
cy w arunki (i)- ( iv )  i d a jący  rozw iązanie o niegorszej w artości funkcji kry teria lnej. 
W eźm y dwa sąsiednie przedziały  czasu Tj oraz Ti+ \, i =  1 , . . j  — 1 rozdziału  
zasobu u( t ) ,  gdzie Ti =  (S,-_i,S j], i =  2 or az Ti =  [0 ,S i]. Załóżmy, że 
k  spośród n  — i zadań  m a w przedziałach czasu T; oraz T ,+i m alejący przydział 
zasobu. Dla uproszczenia niech będ ą  to  zadania i  +  1 , . . . ,  i  +  k. Niech k  < n  — i 
(d la  k  = n  — i należy z dalszego wywodu usunąć rów nania (4), (6) i (8)). O znacz­

a ł  / ' / r 1(“id -m i+ /7r 1(„ji+1).|ri+i|^  . . ,m l .
my K ji  =  f j  M  |r .[+jr .+1|------------- I , j  = i , . . . , n ,  gdzie \Ti\ je s t długością

przedziału  Tj. Weźmy dowolny w ektor u j spełn ia jący  warunki:
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Uji K j i , j  i  -f- 1 , . . . ,  i +  k, (3)

Uj i  < U j i  < Kji, j  = i + k +  1, . . . ,  n, (4)

u'u =  ua , (5)

E  uj i  =  m in i  U, ua  +  E  K j i \ ■ (6)
j= i l j= i+1 J

K orzystając z lem atu  1 m ożna łatw o wykazać, że d la  takiego w ektora u ' zawsze 
istnieje w ektor u j+1 tak i, że rozdział zasobu u '( i)  pow oduje w przedziałach Ti i
Tj+i taką  sam ą zm ianę stanów  zadań jak  rozdział zasobu u(f),  p rzy  czym  wektor
u ':+1 spełn ia  następu jące  warunki:

^‘j,i+ 1 Kj i ,  j  'i “b 1 , . .  ■, i +  A:, (7)

Uj,i+1 >  uj,i+i > Kj i ,  j  =  i +  k  +  l , . . . , n ,  (8)

Ź  uj,i+i <  Ź  uj,i+1- (9)
j=i+l

P ostępując w opisany sposób z wszystkim i sąsiednim i przedziałam i zaw ierającym i 
zadan ia  o m alejącym  przydziale zasobu o trzym am y rozdział zasobu u '( i) .

□

4. Algorytm optymalnego rozdziału zasobu

Z własności 1 wynika, że d la danej kolejności 7r optym alnym  rozdziałem  
zasobu je s t rozdział spełn iający  w arunki (i)-(iv )  i m inim alizujący w artość S \. 
Równanie J0-> x j ( t ) d t  = X j ,  j  — 1 , . . .  , n  m ożna d la  j  =  2 , . . .  , n  zapisać w postaci 

Xp=o x j i  =  x j  oraz dla J =  1 m am y x\o — x \ .  K orzystając z tych  rów nań oraz z 
zależności Xy=i ujo =  U  m ożem y zapisać:

A  f —i ( %  -  E ;= i
I f + W \ - 1 - * r u -

Załóżmy, że potrafim y z powyższego rów nania wyznaczyć analitycznie S\  
w postaci funkcji częściowych rozm iarów  term inów  dostępności zadań  ( w n iektó­
rych przypadkach je s t to  bardzo  tru d n e  i należy to  zrobić num ercznie): Si  — 
G  P roblem  znalezienia optym alnego rozdziału zasobu d la danej
kolejności tt sprow adza się do następującego problem u program ow ania wypukłego:
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m in Si  =  G  ({z j/} t=l,...,n—1\ 
j= i+ l,...,n )

- ] < U, i =  1, . . .  ,n -  1,

(10)
(U)

j -1
j  =  2 , . . .  ,n. (12)

(13)

(14)

O graniczenie (11) wynika ze sform ułow ania problem u oraz z w ykorzystania zależ­
ności Si+i — Si = pi, i  =  l , . . . , n  — 1 w ynikającej z w łasności 1. O graniczenia 
(12) i (14) w ynikają ze sform ułow ania problem u, natom iast ograniczenie (13) to  
inaczej zapisany w arunek (iii).

O ptym alny rozdział zasobu d la  danej kolejności ir je s t w yznaczany przy

w ykorzystaniu  rów nań u *j0  =  / r 1 , j  =  1 , . . .  , n  oraz =  / ;_1 , i =

l , . . . , n  -  1, j  — i +  1, . . . , n  na  p odstaw ie  zm ian stanów  procesów Xj it i =

0 ,. . . , Tl 1, j  =  T +  1, . . . , Tl, (Xj0 Xj  £ j= l  j  2, . . . , T l, ¿l ) )
będących rozw iązaniem  problem u program ow ania wypukłego.

5. Podsumowanie

Nowa w łasność problem u w ykazana d la w ypukłych funkcji prędkość/zasób, 
często w ystępujących w praktyce, pozw ala znaleźć optym alny rozdział zasobu 
przez rozw iązanie problem u optym alizacji w ypukłej, znacznie prostszego do roz­
w iązania niż problem  optym alizacji dynam icznej. W łasność ta  pozw ala również 
wprow adzić dodatkow e ograniczenia do om aw ianego problem u optym alizacji wy­
pukłej . A utorzy  są w trakc ie  bad ań  po tw ierdzających  skuteczność zaproponow ane­
go algory tm u oraz spraw dzania istn ien ia  podobnej własności d la  m odelu term inów  
dostępności zadań  złożonego z części s ta łe j i dynam icznej.
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Abstract
T h e m akespan m inim ization problem  on a  single processor w ith  dynam ic 

m odels of task  release d a tes  is considered in  th e  paper. For each task  a  concave 
function is given, th a t  re la tes th e  speed of th e  change of releasing process s ta te  
a t a tim e to  th e  am ount of continuously divisible resource allo tted  to  th is  task. 
T h e  resource is renew able and  its  am ount is given in advance. For each task  th ere  
is also given its beginning and its final s ta te , which m ust be achieved in order 
to  release th is  task . T h e  objective is to  find resource allocation  over tim e and  a 
sequence of tasks th a t  m inim ize th e  m akespan.

A new p roperty  of th e  problem  is proved. Along w ith  already proved th e­
orems, th is  p ro p e rty  allows us to  construc t optim al resource allocation algorithm  
for a given task  sequence. T h e  optim al resource allocation is obtained  by solving 
a convex optim ization problem .


