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POROWNANIE ALGORYTMOW MINIMALIZACJI W ZASTOSOWANIU
DO ANALIZY ZLOZONYCH SYGNALOW CHROMATOGRAFICZNYCH

Streszczenie. W artykule poréwnano 3 iteracyjne algorytmy minimalizacji,
zaimplementowane w Srodowisku Matlab, w zastosowaniu do analizy ztozonych
sygnatdw chromatograficznych metodg najmniejszych kwadratéw: Gaussa-
Newtona, Levenberga-Marquardta oraz metodg simplex Nedlera-Meada. Podsta-
wowe kryteria poréwnania byty nastepujgce: czutos$é algorytmu na doktadnosc
wstepnej oceny parametréw modelu, szybkos¢ i zbiezno$¢ algorytmu oraz przy-
datno$¢ algorytmu do automatycznej analizy sygnatow chromatograficznych.
Badania przeprowadzono metodami symulacyjnymi dla typowych modeli stoso-
wanych w chromatografii.

COMPARISON OF MINIMIZATION ALGORITHMS FOR PURPOSE OF
ANALYSIS OF COMPLEX CHROMATOGRAPHIC SIGNALS

Summary. In article there are compared 3 iterative algorithms of minimization
included in Matlab environment, for purpose of analysis of complex
chromatographic signals. These are: Gauss-Newton method, Levenberg-
Marquardt method and Nedler-Mead Simplex method. Basic critcrions of
comparison were sensitivity of method to starting parameter vector, speed,
convergence of algorithms to proper solution and usefulness of algorithm to
automatic analysis of chromatograms.

1. Wstep

W chromatografii uzyskiwane sygnaty majg posta¢ sumy pikéw i nazywa sie je
chromatogramami. Chromatogram jest to cyfrowy zapis przebiegu sygnatu z detektora
chromatografu w funkcji czasu, dyskretny w czasie (prébkowanie) oraz w warto$ciach
(kwantowanie). Podstawowymi elementami sygnatu chromatograficznego sa piki,
z ktorych kazdy odpowiada pewnemu skladnikowi w mieszaninie rozdzielanej
w chromatografie. Gdy rozdzielczos¢ metody analitycznej jest mata, uzyskiwany
sygnat sklada sie z pikéw naktadajgcych sie na siebie i taki sygnat jest traktowany
w pracy jako ztozony. Celem analizy takiego sygnatu jest wyznaczenie potozenia
i powierzchni kazdego z pikow skitadowych w sygnale. Powierzchnia piku stanowi
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podstawe analizy iloSciowej i pozwala okreslic zawarto$¢ danego skiadnika
w analizowanej mieszaninie, potozenie piku pozwala zidentyfikowac dany skiadnik.

Podstawowga metodg analizy ztozonych sygnatdéw chromatograficznych jest
regresja nieliniowa [1][2], Dla minimalizowanego wskaznika postaci:

J(b) =£(y;- ) @)
H

gdzie: F(b,l,-) stanowi model sygnatu w postaci sumy pikéw zalezny od wektora
parametrow b, yr}'(U) reprezentuje wartosci probek zarejestrowanego chromatograinu,
poszukuje sie takiego wektora parametrow b , ze zachodzi:

J(b) = min(J(b)). @)

Na podstawie wektora parametrow b=[b,, b,, .. bJT(q stanowi liczbe pikow

sktadowych w sygnale) minimalizujgcego wskaznik ./(b) oraz modelu pojedynczego
piku odtwarza sie ksztatty pikdéw sktadowych i wyznacza sie ich powierzchnie
i potozenie.

Zadanie estymacji parametrow modelu realizuje sie metodami iteracyjnymi ze
wzgledu na nieliniowo$¢ modelu wzgledem parametrow. Podstawowe metody
stosowane w takich przypadkach to: metoda Gaussa-Newtona (GN), metoda
Levenbcrga-Marquardta (LM) oraz metoda Simplex Nedlera-Meada (SPX), szeroko
omawiane w literaturze (np. [3],[4]). Dwie pierwsze sg metodami gradientowymi, przy
czym metoda Gaussa-Newtona opiera sie na kwadratowej aproksymacji wskaznika
jakosci, natomiast metoda Levenberga-Marquardta jest potgczeniem metody naj-
wiekszego spadku oraz metody Gaussa-Newtona. Trzeci z rozwazanych algorytmoéw -
Simplex - jest algorytmem bezgradientowym, w ktérym odpowiednio modyfikuje sie
wielo$cian o «+1 wierzchotkach w przestrzeni parametrow, zwany sympleksem.

W literaturze opisuje sie wady i zalety wymienionych algorytmoéw. Algorytm
Gaussa-Newtona jest szybko zbiezny, jednakze jest czuty na dokiadno$¢ doboru
startowego wektora parametrow modelu. Jego rozwinigciem jest algorytm L-M,
w ktdrym w poczatkowych iteracjach stosuje sie algorytm najwiekszego spadku, ktory
w poblizu minimum zastepuje sie algorytmem G-N. Algorytm ten jest jednym
z najszerzej stosowanych w réznych problemach optymalizacji. Algorytm ,,Symplex”
ma trzy podkreSlane w literaturze zalety w stosunku do metod dyskutowanych
wczesniej. Po pierwsze - jest prosty - nie wymaga wyznaczania pochodnych
wskaznika jakosci wzgledem parametrow modelu (gradientu i hesjanu), po drugie -
zbieznos¢ rzadko nastepuje w minimum lokalnym, po trzecie - algorytm moze by¢
stosowany do minimalizacji nieciggtych funkcji.

Ogo6lne wiasnosci wymienionych algorytmoéw minimalizacji sg znane, jednakze
warto spojrze¢ na problem stosowania tych algorytmdéw w kontek$cie automatyzacji
procesu analizy ztozonych sygnatéw chromatograficznych. Konieczno$¢ eliminacji
cztowieka z procesu analizy sygnatu wynika z potrzeby analizowania coraz bardziej
skomplikowanych mieszanin, czesto prowadzgcych do sygnatéw o liczbie pikéw rzedu
kilkuset, z ktorych wiele naklada sie¢ na siebie, zwitaszcza w dziedzinie analiz
w ochronie $rodowiska [5] (np. badania czystoSci powietrza). Interaktywna analiza
takich sygnatéw z udziatem cztowieka jest niecelowa, wobec czego powstaje problem
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wiarygodnosci wynikéw otrzymywanych z zastosowaniem algorytmdw automatycznej
analizy, ktorej jednym z etapow jest ocena parametrow naktadajacych sie pikow
metoda regresji nieliniowej. Stad wyniki pracy pozwalajg wnioskowac¢ o przydatnosci
ww. algorytmdéw do automatycznej analizy ztozonych sygnatéw chromatograficznych.

2. Testowanie algorytmow GN, LM i SPX

Testy algorytmow przeprowadzono w srodowisku Matlab dla 9 symulowanych
chromatograméw z dwoma natozonymi pikami sktadowymi wg modelu gausso-
wskiego:

2w2 ®)
oraz 9 sygnatdw z dwoma pikami asymetrycznymi wg modelu Frasera-Suzkiego:

un(2)

f(h,to,w,a,t) =h-cxp In 1+ (4)

W-a

gdzie: h - wysokos$¢ piku, w - szeroko$¢ piku, to- potozenie piku, a - wspdtczynnik
asymetrii piku. W poréwnaniu do piku gaussowskiego, model wg Frasera-Suzukiego
charakteryzuje sie dodatkowym parametrem a. Zmiany parametru a wplywajg na
zmiane stopnia asymetrii piku i tak dla a > 0 pik staje sie asymetryczny w prawo, dla
a<0 pik staje sie asymetryczny w lewo, przy czym stopief asymetrii jest
proporcjonalny do a . Wygenerowane sygnaty przedstawiono na rysunkach la) i Ib).

Procedura testowania algorytméw obejmowata 100-krotng estymacje
parametréw kazdego z sygnatéw testowych za pomoca kazdego z 3 algorytmow, przy
czym za kazdym razem sygnat testowy zaszumiano szumem gaussowskim N(0,0.05),
a startowy wektor parametrow za kazdym razem byt generowany na podstawie
prawdziwego poprzez zakldcenie go na poziomie maksymalnym 50% wartoSci
parametréw zmiennymi losowymi o rozkladzie prostokgtnym. Szacuje sie, ze
w praktyce doktadno$¢ wstepnej oceny wektora parametrow modelu dla sygnatow
chromatograficznych jest na poziomie 10-20%, jednak przyjety tu 50% prég zaktocen
startowego wektora parametrow miat uwypukli¢ ewentualne réznice w wynikach
uzyskiwanych dla poszczegdlnych algorytmow.

Badania algorytmdw przeprowadzono w $srodowisku Matlab, wykorzystujgc go-
towe funkcje realizujgce ww. algorytmy. Sg to: funkcja ‘nlinfit’ ze Statistics Toolbox,
w ktorej zaimplementowano algorytm Gaussa-Newtona, funkcja ‘Isqcurvefit’
z Optimization Toolbox z zaimplementowanym algorytmem Levenberga-Marquardta,
funkcja ‘fminsearch’, za pomocg ktérej realizuje sie algorytm Simplex Nedlera-
Meada. Funkcje te realizujg minimalizacje sumy kwadratow odchylenn modelu od
sygnatu bez ograniczen, to znaczy w kolejnych iteracjach nie naktada sie ograniczen
na mozliwe wartosci parametrow modelu.
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3. Wyniki

Wyniki dla sygnatow z gaussowskim modelem pikéw przedstawiono na
rysunkach 2 i 3. Na rysunku 2 zaprezentowano wyniki 900 realizacji kazdego
z testowanych algorytméw na sygnatach testowych z rysunku la.
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Rys.l. a) Sygnaty testowe od [1] do [9] w postaci dwdch natozonych pikow wg
modelu gaussowskiego; At/w - stosunek réznicy potozen pikéw skladowych
do szerokosci piku, h]/h2- stosunek wysokos$ci pikéw sktadowych; b) sygnaty
testowe od [1] do [9] w postaci dwoch natozonych pikéw wg modelu Frasera-
Suzukiego; hi/h2 - stosunek wysokosci pikoéw sktadowych, ai, a2 -
wspotczynniki asymetrii dla piku pierwszego i drugiego; kolor niebieski -
sygnat; kolor czerwony - piki sktadowe
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Odcieta kazdego punktu widocznego na wykresach na rysunku 2, oznacza
odlegto$¢ punktu startowego w przestrzeni parametrow od punktu optymalnego,
wyrazona jako procent normy punktu optymalnego (w przestrzeni parametrow).
Rzedna kazdego punktu wyraza odlegto$¢ uzyskanego z zastosowaniem danego
algorytmu punktu reprezentujgcego rozwigzanie od punktu optymalnego, takze
wyrazongjako % normy punktu optymalnego.

GN LM SPX

Rys. 2. Pordwnanie zbieznosci metod GN, LM i SPX dla modelu gaussowskiego

Ze wzgledu na duzg zmienno$¢ na osi rzednych przyjeto skale logarytmiczna.
Linie widoczne na rysunku 2 rozdzielajg zbiory punktow uzyskane w wyniku
symulacji na 2 podzbiory. Punkty lezace powyzej tej linii oznaczajg przypadki,
w ktérych, po wykonaniu algorytmu, odlegto$¢ punktu otrzymanego jako rozwigzanie
od punktu optymalnego jest wieksza od odlegtosci punktu startowego do optymalnego
przed minimalizacjg. A wiec sg to przypadki, gdy algorytm okazat sie rozbiezny lub
uzyskano zbiezno$¢ do lokalnego minimum. Liczba przypadkéw braku poprawy
doktadnos$ci rozwigzania w poréwnaniu do startowego wektora parametréw mozna
oszacowac na ok. 40% w przypadku algorytmu GN, 10% w przypadku algorytmu LM,
i 20% w przypadku algorytmu SPX.

Zbiorcze rozkiady czaséw wykonania algorytméw podczas analizy sygnatéw
z pikami gaussowskimi z rysunku la) przedstawiono na rysunku 3. Najszybszg metodg
jest metoda GN. Sredni czas minimalizacji wskaznika jakoéci do spetnienia kryterium
stopu wynosi ok. 0.1 ms. Wida¢ jednakze, ze wystepujg odstajgce przypadKki
wydtuzenia tego czasu, nawet pieciokrotnie. Przypadki te oznaczajg najprawdo-
podobniej wystgpienie niezbiezno$ci algorytmu i osiggniecie maksymalnej zadanej
liczby iteracji, co konczy realizacje algorytmu.

W poréwnaniu do algorytméw LM i SPX rozrzut czasu analiz dla algorytmu
GN jest kilkakrotnie mniejszy. Algorytm LM charakteryzuje sie lepsza S$redniag
szybkos$cig niz algorytm SPX, jednakze wystepuje tu najwieksze rozproszenie
wynikéw. Spowolnienie w stosunku do metody GN spowodowane jest przetgczaniem
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algorytmu na metode najwiekszego spadku, zapewniajacg lepszg zbieznos¢ algorytmu
LM w stosunku do GN. Kosztem spowolnienia uzyskuje sie wiekszg odpornos$¢ na
doktadno$¢ doboru wartosci startowego wektora parametréw. Srednio najgorszy jest
algorytm SPX, przy czym rdznica w szybkos$ci dla metody SPX i LM jest duzo mniej
istotna niz r6znice miedzy algorytmami SPX i LM a algorytmem GN.

0.5

Rys. 3. Porownanie czaséw wykonania algorytmdéw GN, LM i SPX dla modelu
gaussowskiego

Wyniki analogiczne jak dla sygnatéw z pikami gaussowskimi uzyskane dla
sygnatow z pikami wg modelu Frasera-Suzkiego przedstawiono na rysunkach 4 i 5.
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Rys. 4. Porownanie zbieznosci metod GN, LM i SPX dla modelu Frasera-Suzukiego
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Rys. 5. Porownanie czasow wykonania algorytméw GN, LM i SPX dla modelu
Frasera-Suzukiego

4. Podsumowanie i wnioski

W Swietle przeprowadzonych badan symulacyjnych najlepsze wyniki uzyskano
dla algorytmu Levenberga-Marquardta (LM). Algorytm ten okazat sie najodporniejszy
na niedoktadnosci startowego wektora parametréw, dawat najmniejszg liczbe
przypadkéw rozbieznosci w poréwnaniu z pozostatymi dwoma. Czas rozwigzywania
zadania regresji jest dla algorytmu LM S$rednio wiekszy w poréwnaniu z algorytmem
GN, lecz mniejszy w poréwnaniu z algorytmem SPX.

Algorytm GN zapewniat najkrétszy czas osiggniecia rozwigzania, natomiast
okazat sie najmniej odporny na doktadnos$¢ okreslenia startowego wektora parametrow
- $rednio najczesciej, w poréwnaniu z pozostatymi algorytmami, prowadzito to do
przypadkow rozbieznosci algorytmu lub zbieznosci do minimum lokalnego znacznie
oddalonego od punktu optymalnego.

Algorytm SPX okazat sie najwolniejszy sposréd 3 badanych algorytméw. Dla
wiekszych wymiarow zadania czas uzyskania rozwigzania moze by¢ wielokrotnie
wiekszy niz dla pozostatych dwdch algorytmdw. W literaturze podkres$la sie za to jego
odporno$¢ na zakiocenia, co jednak, w przypadku ztozonych sygnatow chromato-
graficznych nie potwierdzito sie.

Wydaje sie wobec powyzszego, ze algorytm LM jest najlepiej dostosowany do
przeprowadzania automatycznej analizy ztozonych sygnatéw chromatograficznych
sposréd badanych w pracy, co jednocze$nie nie oznacza, ze jest idealny. Stad warta
rozwazenia jest kombinacja algorytmu LM z innymi algorytmami estymacji modeli
parametrycznych, np. genetycznymi czy tez EM (Expectation-Maximization).
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Abstract

In article there are compared 3 iterative algorithms of minimization included in
Matlab environment, for purpose of analysis of complex chromatographic signals.
These are: Gauss-Newton method, Levenberg-Marquardt method and Nedler-Mead
Simplex method. Basic critcrions of comparison were sensitivity of algorithms to
starting parameter vector, speed, convergence to proper solution and usefulness to
automatic analysis of chromatograms. Comparison was done during simulations,
where there were analyzed signals with two strongly overlapping peaks for gaussian
peak model and Fraser-Suzuki peak model. According to results of simulations an
algorithm of Levenberg-Marquardt seems to be regarded the most effective and best
suited to purpose of automatic analysis of complex chromatographic signals. This
algorithm was the most robust for inaccuracy in starting parameters vector comparing
to two others algorithms. It wasn’t the fastest one, but wasn’t the slowest one too and
in many cases its speed was comparable to the fastest algorithm - Gauss-Newton. It
seems to be promising combination of LM algorithm with other algorithm for
parameter estimation problems like genetic algorithms or EM (Expectation-
Maximization).



