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WEASCIWOSCI ROZWIAZAN PROBLEMU PLECAKOWEGO
Z OGRANICZONA PODZIELNOSCIA ELEMENTOW*

Streszczenie. W pracy jest rozpatrywany wariant problemu plecakowego,
w ktorym dopuszcza sie¢ podziat elementow podczas pakowania przy
zastrzezeniu, ze waga umieszczanych w plecaku fragmentéw nie moze by¢
mniejsza niz zadany parametr j3 Analizowane sg wilasciwosci rozwigzan
optymalnych takiego problemu. Sformutowano warunki optacalnosci pakowania
poszczegdlnych elementéw, co w wielu przypadkach umozliwia znaczaca
redukcje wymiaru rozpatrywanego zadania.

PROPERTIES OF THE KNAPSACK PROBLEM WITH RESTRICTED ITEM
FRAGMENTATION

Summary. In the paper the semi-continuous variant of the knapsack problem is
considered in which items may be fragmented into smaller pieces while putting
them into the knapsack. Fragmentation is however subjected to the restriction
that the weight of each piece cannot be smaller than the given parameter j3 In the
paper the properties of the semi-continuous knapsack problem are investigated. It
is shown how the optimal values of some variables may be fixed in advance and
thus the size of the problem may be reduced.

1. Wprowadzenie

W  zagadnieniach alokacji zasobu pojawia sie problem przydziatu
ograniczonego co do wielkos$ci zasobu do podmiotéw, ktére sie o ten zaséb ubiegaja.
Jezeli sumaryczne zapotrzebowanie podmiotdw nie przekracza dostepnej wielkosci
zasobu, problem alokacji nie nastrecza trudnosci - kazdy podmiot otrzymuje tyle
zasobu, ile wymaga. Istotny problem decyzyjny pojawia sie wéwczas, gdy zasobu nie
wystarczy dla wszystkich. Trzeba wowczas, po pierwsze, okresli¢, kogo uwzglednié
przy rozdziale zasobu, a po drugie, zadecydowac, ile zasobu przydzieli¢ kazdemu
wybranemu podmiotowi. Przy wyborze kierujemy sie zwykle miarg korzysci, jaka
przyniesie przydzielenie jednostki zasobu do danego podmiotu.

"Praca czeSciowo finansowana w ramach grantu MNil 3T11C 005 27: ,Modele i algorytmy wspomagania
efektywnego i sprawiedliwego rozdziatu zasobéw w ztozonych systemach rozproszonych".
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Podstawowym modelem alokacji pojedynczego zasobu jest problem plecakowy.
W klasycznym problemie plecakowym (ang. 0-1 knapsack problem) dany jest zbior
niepodzielnych elementéw, ktorymi prébuje sie wypeini¢ plecak o zadanej
tadownosci. Dla kazdego elementu okre$lone sg jego waga oraz warto$¢ uzytkowa.
Zagadnienie plecakowe polega na takim wyborze elementéw do zapakowania, aby ich
sumaryczna warto$¢ uzytkowa byta jak najwieksza i dopuszczalne maksymalne
obcigzenie plecaka nie byto przekroczone.

Stosujac klasyczny model plecakowy do problemu alokacji zasobu zaktadamy,
ze porcje zasobu przydzielonego poszczeg6lnym podmiotom muszg by¢ doktadnie
rowne skitadanym przez nie zapotrzebowaniom. Istnieje jednak wiele zagadnien
alokacji, gdzie nie ma tak ostrych wymagan i przydziat zasobu na poziomie nizszym
od zgtaszanych zapotrzebowan jest rowniez akceptowalny. Jednakze w praktyce,
nawet wtedy czesto pojawiajg sie roznego rodzaju wymagania technologiczne,
organizacyjne lub wynikajace ze wzgledow ekonomicznych, ktore narzucajg
ograniczenia na minimalng wielko$¢ alokowanego zasobu. Oznacza to, ze kazda
porcja zasobu przydzielana wybranym podmiotom powinna by¢é "sensownej"
wielkosci, np. nie powinna byé mniejsza niz zadany parametr /2. Model opisujacy tego
rodzaju zagadnienie bedziemy nazywaé problemem plecakowym z ograniczong
podzielnoscig elementow. W dalszej czesci pracy beda analizowane jego witasciwosci.

2. Problem plecakowy z ograniczong podzielnoscig elementdw

Niech N= {1, 2, ..., n} bedzie zbiorem elementéw rozpatrywanych przy pako-
waniu plecaka o tadownosci C. Kazdy element j<=N ma wage wj, przy czym
dopuszczalne jest umieszczenie w plecaku tylko pewnej czesci danego elementu, ale
pod warunkiem, ze waga kazdej zapakowanej cze$ci nie jest mniejsza niz 5> 0.
Korzy$¢ z zapakowania do plecaka catego elementuj wynosi pj > 0. Gdy tylko czesé
elementu jest pakowana, zysk jest proporcjonalnie mniejszy. Dodatkowo zaktadamy,
ze P<Wj<C dla kazdegojs N oraz

. (1

Problem rozpatrywany w pracy formutujemy nastepujaco:

Problem SCKP

max z = JjPjXj
jeN

przy ograniczeniach

Xj=0 lub B <WjXj <Wj VjeN.

W powyzszym modelu zmienne decyzyjne Xj okre$lajg, jaka cze$¢ elementu
j ma by¢ zapakowana do plecaka. W pracy [5] pokazano, ze problem SCKP mozna
rébwniez zapisa¢ w postaci zadania programowania mieszanego poprzez zastgpienie
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kazdego z ograniczenn o charakterze logicznym parg ograniczen liniowych z
dodatkowa zmienng binarng.

Wielkos¢ fi jest parametrem modelu. Okazuje sie, ze od wartosci fi zalezy
trudnos$¢ rozwigzywania problemu SCKP. Gdy fi=0, czyli nie ma zadnych ograniczen
co do podziatu elementéw, otrzymujemy tzw. ciggty problem plecakowy, ktorego
rozwigzanie mozna bardzo tatwo wyznaczy¢ [3,4], Gdy jest na tyle duze, ze zaden
z elementéw nie moze by¢ podzielony, mamy do czynienia z klasycznym problemem
plecakowym, ktory jest MMrudny. Znane =z literatury algorytmy doktadne
rozwigzywania takiego problemu wykorzystuja najczeSciej metode podziatu
i 0szacowan oraz programowanie dynamiczne [2,3,4].

Problem SCKP jest uogélnieniem obu wymienionych wyzej przypadkéw
iw zwigzku z tym jest tez AW-trudny. W pracy [5] zaproponowano heurystyczny
algorytm jego rozwigzywania. Jeszcze bardziej ogélny przypadek byt rozpatrywany
w pracy [1], gdzie przedstawiono ztozony algorytm podziatu i cie¢ {ang. branch and
cut). Niezaleznie od stosowanej metody rozwigzywania warto dokona¢ wstepnej
redukcji wymiaru problemu SCKP wykrywajac te elementy, ktére na pewno znajdg sie
w plecaku oraz te, ktore sg nieoptacalne do zapakowania.

3. Wiasciwosci rozwigzan optymalnych

Istotng wielkoscig brang pod uwage przy rozwigzywaniu problemu SCKP jest
iloraz Pj/wj, ktéry bedziemy nazywa¢ wskaznikiem dochodowosci elementu j.
W dalszej czeSci pracy bedziemy zaktada¢, ze elementy ze zbioru N sg uporzgdkowane
wedtug nierosnacych wskaznikow dochodowosci, czyli

2
W\ W2 Wn
Niech
i=midy:£w, >C\ 3)
IE!
min
r= (4)
0 , gdyfis>C

Przyjmujac, ze elementy sg pakowane wedtug kolejnosci (2), wielko$¢ i mozna
interpretowac jako indeks tego elementu, ktory jako pierwszy nie miesci sie w catosci
do plecaka. Z kolei rjest indeksem tego elementu, ktory jako pierwszy nie mieSci sie
w catosci w plecaku, ale przy zatozeniu, ze chcemy zapakowac pierwsze j elementdw
i kazdy z nich ma mieé wage nie mniejsza niz fi. Jezeli fis>C, to dla formalnoSci
przyjmujemy r=0. Zauwazmy, ze z powyzszych definicji wynika i<s. Okazuje sig, ze
pozycje r i s w uporzgdkowaniu (2) sg kluczowe dla okreSlenia postaci rozwigzania
optymalnego problemu SCKP.
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Rozpatrzmy rozwigzanie x nastepujacej postaci:

x.=1 dla (wprzypadku gdy r >1)
X. =m
wr
P ; (%)
dla j-r +\,...;s (w przypadku gdy r<s)
W
xs =0 dlaj =s+1..n (w przypadku gdy s <n),
gdzie:
c=C~YJwj-p(s-r) . (6)

=
Zauwazmy, ze z definicji (4) wynika (3<c<wn a zatem je jest rozwigzaniem
dopuszczalnym problemu SCKP.

Twierdzenie 1. Jezeli r>1, to albo istnieje rozwigzanie optymalne x problemu
SCKP, w ktorym Xj =1 dlaj=\,...,r, albo x postaci (5)jest rozwigzaniem optymalnym.

Dowdd. Dla danego rozwigzania optymalnego x' problemu SCKP niech K
={jeN:j>r oraz x/>0}.

Jezeli s=r, to rozwigzanie x postaci (5) jest optymalne, gdyz jest dopuszczalne
iw tym przypadku jest jednocze$nie znanym z literatury (patrz np. [3]) optymalnym
rozwigzaniem ciggtego problemu plecakowego, bedacego relaksacjgproblemu SCKP.

Jezeli zachodzi s>r i jAj > s-r , to rozwigzanie Jjest nie gorsze niz x', a wiec
jest tez optymalne. Niech bowiem L bedzie dowolnym s - /--elementowym podzbiorem
K. W rozwigzaniu x' kazdy z elementow jeL wazy co najmniej /?, a ich fragmenty
0 wadze fJ wazg w sumie f%s~r) i przynosza zysk £,&Zp,p/w,-. Tyle samo wazg
elementy j=r+1, ...,s z rozwigzania x, przy czym ze wzgledu na uporzagdkowanie (2)
ldefinicje zbioru L zachodzi:

,p A < iPA.
IYZL P i

Pozostate w plecaku miejsce o tadownosci C-fXs-r) jest w rozwigzaniu X
wykorzystane w spos6b optymalny. Zatem

Zp<X‘: Zp>P+ZP|(P-—) + ZPI— -ZP|P+ZP|P—ZP|PI

ieN \iaN\L el y/et Wijy i~r+1 ieN
Jezeli s>r i jAj<j-r-l, to poniewaz kazdy z elementéwje K wazy co najmniej
?, wiec szacujac od gory zysk rozwigzania x' stwierdzamy, ze

Zpip= ZIMZM*-) 42,0 0 70470

wi

+Za%; (0

gdzie: x" jest optymalnym rozwigzaniem ciagtego problemu plecakowego CKP,
w ktérym rozpatruje sie tylko elementy j ze zbiom {l,...,rJuAT, pojemnos$¢ plecaka
wynosi C~P\K\, wspétczynniki zysku sg rowne pj, zas w"=Wj dla ye{l,...,r} oraz
wi'=w- dlajeK.
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Poniewaz z definicji (3) wynika, ze

C>%*>,>"¢w,+0(s-r-1),
1=1 1=1

wiec

C-PWK\>E£ w,+P(s-r-\)-p\K\>fJw,.
M =
Zatem wsrdd rozwigzan optymalnych problemu CKP istnieje takie, w ktorym x"=\
dla kazdegoj e {1,...,r}. Zauwazmy, ze wtedy rozwigzanie x* postaci:

x* =\ dla 7=1 r
X, =x"+— dlaj £K
Wj
Xj =0 dla jeN\({l,...,r}KjK)

jest dopuszczalne w problemie SCKP i ze wzgledu na (7) nie jest gorsze od x', czyli
jest tez optymalne.
Z twierdzenia 1wynika nastepujgcy wniosek.

Wniosek 1. Jezeli r>1, to istnieje rozwigzanie optymalne x*problemu SCKP, w
ktérym Xj =1 dlaj=\,...,r-\.

Wykorzystujac twierdzenie 1 mozna w pewnych przypadkach od razu wyzna-
czy¢ rozwigzanie optymalne problemu SCKP. Z twierdzenia 1wynika, ze gdy r=s, to
rozwigzanie problemu SCKP ma posta¢ (5), gdyz ze wzgledu na definicje (3)
w plecaku nie zmieszczg sie wowczas w catoSci wszystkie elementy jsr. W tym
przypadku rozwigzanie (5) pokrywa sie z rozwigzaniem ciggtego problemu
plecakowego, ktory jest relaksacjg problemu SCKP.

Gdy r=s-1, to rowniez jest tatwo wyznaczyé rozwigzanie optymalne problemu
SCKP. Wystarczy poréwna¢ rozwigzanie (5) z rozwigzaniem, w ktérym xy=l dla
j-1 oraz x,=0 dla pozostatych elementéw j>r i wybra¢ rozwigzanie lepsze.
Zauwazmy, ze wowczas z definicji (3) i (4) wynika, ze

+ W<C<+wi+P,

il =
a zatem poza elementami ze zbioru {l,...,r} zaden inny element juz sie nie zmiesci
w plecaku.

Gdy ;<s-l, wyznaczenie optymalnego rozwigzania problemu SCKP jest
bardziej ktopotliwe. Jednak nawet wtedy na podstawie wniosku 1 mozemy czesto w
istotnym stopniu zredukowaé liczbe zmiennych i w ten sposéb znaczgco utatwic
rozwigzywanie problemu SCKP. W pewnych przypadkach mozliwa jest tez dalsza
redukcja wymiaru problemu poprzez okreslenie elementéw, ktore nie powinny by¢
pakowane do plecaka.

Niech M={jeN\ j<s-1} oraz przy zatozeniu, ze r<s-i niech wnme oznacza
najwieksza wage wsréd elementéw j o indeksach wiekszych od r i mniejszych od
s, czyli w"a= max{w/ /</<?}. Zalézmy, ze istnieje takie j>s, ze wj> C - £, ewwt+

max

W
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Niech t=min{j >s: Wj> C - S,eA/w-+ w"'ax }.
Twierdzenie 2. Istnieje rozwigzanie optymalne x problemu SCKP, w ktérym
Xj =1 dla j=\,...,r-\ oraz Xj =0 dla kazdegoj >t.

Dow6d. W rozwigzaniu (5) mamy x; = 1dlaj <r oraz ;c. =0 dla kazdegoj >s,

a zatem i dla j >t Z twierdzenia 1 wynika, ze jezeli x nie jest rozwigzaniem
optymalnym, to istnieje rozwigzanie optymalne, w ktérym x/=1 dla y'=l,...,/A
Zauwazmy, ze wtedy w plecaku nie moze by¢ wiecej niz s-1 elementow, gdyz z
definicji (4) wynika, ze £ifrwt+j3(s-r)>C. Zatézmy, ze w rozwigzaniu optymalnym
Xj>0 dla pewnego j>t. Oznacza to, ze musi istnie¢ takie meM\{l,...,r}, Zze xm=0 oraz
WiXj < C - Z(eAXmW, < w,. Jezeli x,=0, to zastepujac w plecaku elementj elementem
t z wiekszym wskaZznikiem dochodowosci uzyskujemy lepsze rozwigzanie. Jezeli za$
x,>0, to elementj mozna zastgpi¢ elementem m i ewentualnie zwiekszajagc udziat
w plecaku elementu t tez uzyskaé lepsze rozwiazanie.

4, Podsumowanie

Rozpatrywany w pracy model SCKP jest uogolnieniem klasycznego problemu
plecakowego i jego relaksacji liniowej - ciggtego problemu plecakowego. Ma
zastosowanie w tych zagadnieniach alokacji zasobu, gdzie jest dopuszczalne
przydzielanie porcji zasobu mniejszych od zgtaszanych zapotrzebowan, ale ze
wzgleddw technologicznych, ekonomicznych badz organizacyjnych porcje te nie
moga byé zbyt male. Przedstawione w pracy wiasciwosci rozwigzan optymalnych
problemu SCKP dajg nam wskazowki co do sposobu jego rozwigzywania. Najpierw
nalezy wyliczyé indeksy 5 oraz r na podstawie definicji (3) i (4). Jezeli r=s, to mamy
do czynienia z najtatwiejszym przypadkiem, gdy rozwigzanie optymalne ciggtego
problemu plecakowego jest dopuszczalne dla problemu SCKP. Rowniez, gdy r=s-I,
rozwigzanie optymalne jest fatwe do wyznaczenia. Jezeli /<s-l, to proces
rozwigzywania bardziej sie komplikuje, ale wdéwczas na podstawie twierdzenia 2
mozna okre$li¢ optymalne warto$ci przynajmniej dla czesci zmiennych i w ten sposéb
zredukowa¢ wymiar analizowanego dalej problemu.

Przykitad

Rozpatrzmy przykiad problemu plecakowego z ograniczong podzielnoScia
elementéw, w ktérym /7=10, C=100, J3=10 oraz
w,=20, w2=10, Wy=21, vi4=25, w5=15, w6=12, w 7=20, w8=31, w9=10, W|0=29,
Pi=59, p2=28, Pi=60, p A=55, ;>5=32, (>6=25, p 7=41, ps=62, p =I5, ;>i0=40.
Uporzadkowanie elementéw spetnia warunek (2) i w zwigzku z tym j=6 oraz r=4.
Na podstawie wniosku 1 mozemy wiec stwierdzi¢, ze w rozwigzaniu optymalnym
bedzie x| =1, x2*=I, X3*=I. Ponadto mamy M={1,2,3,4,5} oraz w"ar= w5=15, a zatem
C- Z/IeAW +wmex= 18 i t=7.
Na podstawie twierdzenia 2 wnioskujemy wiec, ze dodatkowo x8%=0, x9'=0, x io*=o0.
W rezultacie wymiar rozpatrywanego problemu redukuje sie tylko do czterech
zmiennych decyzyjnych: x4, x5 x6oraz x7.
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Abstract

In the classical knapsack problem we have to choose a subset of given items to
be packed into a knapsack in such a way that their total profit is maximized, while the
total weight does not exceed the capacity of the knapsack. In the paper a semi-
continuous variant of the knapsack problem is considered in which items may be
fragmented into smaller pieces while putting them into the knapsack. Fragmentation is
however subjected to the restriction that the weight of each piece cannot be smaller
than the given parameter (3. The semi-continuous model is appropriate in all these
applications in which portions of items representing various objects like execution
time of tasks, invested money, distributed commodity, etc. shouldn’t be too small
because of technological, economical or organisational reasons. It turns out that iffh 0
then the problem can be easily solved to optimality. If (3is large and fragmentation is
not allowed, we get the classical knapsack problem which is NP-hard. In the paper the
properties of the semi-continuous knapsack problem are investigated. The rules for
finding the optimal values of some variables are proposed. These rules enable to
reduce the size of the problem in the pre-processing phase.



