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ODPORNA STABILNOŚĆ DODATNICH LINIOW YCH SINGULARNYCH 
UKŁADÓW DYSKRETNYCH Z OPÓŹNIENIAM I O KANONICZNYCH 
POSTACIACH M ACIERZY STANU

Streszczenie. Podano proste warunki konieczne i wystarczające odpornej stabil­
ności liniowych dodatnich singulamych układów dyskretnych z dwoma opóźnie­
niami o kanonicznych postaciach macierzy stanu.

ASYM PTOTIC STABILITY OF POSITIVE LINEAR SINGULAR 
DISCRETE-TIM E SYSTEMS W ITH DELAYS W ITH CANONICAL 
FORM S OF STATE M ATRICES

Sum mary. Simple necessary and sufficient condition for the robust stability of 
singular positive discrete-time linear system with two delays and with state-space 
matrices in the canonical forms has been given.

1. Wstęp

Dynamiczne układy dodatnie z opóźnieniami są w ostatnich latach tematem 
wielu publikacji. Problemowi badania stabilności asymptotycznej oraz odpornej takich 
układów są poświęcone np. prace [9, 2, 3, 5, 6].

Celem pracy jest podanie prostego warunku koniecznego i wystarczającego 
odpornej stabilności liniowych singulamych dodatnich układów' dyskretnych z dwoma 
opóźnieniami zmiennych stanu, o macierzach stanu w postaciach kanonicznych poda­
nych w [10].

Problem badania odpornej stabilności singulamych dodatnich układów' dyskret­
nych z opóźnieniami nie był dotychczas rozpatrywany w literaturze.

2. Sformułowanie problem u

Niech będzie zbiorem macierzy o wymiarach n x m o rzeczywistych

nieujemnych elementach, przy czym 91" = 9l”xl.
Weźmy pod uwagę dodatni singulamy układ dyskretny o niepewnych parame­

trach z dwoma opóźnieniami zmiennych stanu, opisany jednorodnym równaniem:
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Exi+1 = M .q ) x i + Ą (q)X i-\  + A2{q)Xi_2, i e Z +, (1)
gdzie: Z+ jest zbiorem liczb całkowitych nieujemnych, xt e9 ł"  jest wektorem stanu 
z warunkami początkowymi

•x'—2 ’^—1 ’-v0 e + >

przy czym: q = [q\-,q2 ,---,q„i] Jest wektorem niepewnych parametrów, a 

Q= {q:qr e [ g ; ,q * ] ,q ;  < 9,+ ,/- = 1,2,...,/»}

(2)

(3)

jest "standardowym" zbiorem wartości niepewnych parametrów, rozpatrywanym 
w literaturze z zakresu odpornej stabilności, patrz np. [1] i cytowaną tam literaturę.

Będziemy przyjmować, że macierze występujące w równaniu (1) mają podane 
poniżej postaci kanoniczne, zaproponowane w pracy [10] w przypadku dokładnie zna­
nych elementów poszczególnych macierzy, tj.

E =
0

0l x ( / 7 - l )

(/7-l)xl

0
€91''*” , A0(q) =

' 0  ■ • 0 «l(<7) '0 0 • ■ 0 «0 ( ? )

0 • • 0 «4 (q ) 1 0 • • 0 «3 (q )

Ą ( q )  = , Ą ( g )  =

0 • • 0 «3;;-5  ( ? ) 0 0 • • 0 «3(77-2) 0?)

0 • • 0 0 0 0 ■ • 1 - 1

0 a2(q)

0 a5(q)

0 a3n-4

0
(■q )

(4a)

(4b)

przy czym ak (q)> 0, k -  0,1,...,3« - 4 ,  dla każdego ustalonego q eQ.
Wielomian charakterystyczny rozpatrywanego układu, będący wyznacznikiem 

macierzy H ( z ,q ) -  Ez " -  A0(q)z2 -  A t(q)z -  A2(q), ma postać

w(z,q) = z 3(" 0 ~ a 3„_4(q)z3n 4 - a3n_5(q)z3" 5- - a , ( q ) z - a 0(q). (5)

Dla singulamego układu (1) z opóźnieniami można wyznaczyć (w sposób opi­
sany np. w [9] w przypadku układów standardowych) równoważny singulamy układ 
bez opóźnień. Uwzględniając powyższe oraz uogólniając rezultaty podane w rozdziale 
8 pracy [7] (dotyczące singulamych układów dyskretnych bez opóźnień o dokładnie 
znanych parametrach) na przypadek dodatniego układu (1) otrzymamy następującą 
definicję oraz twierdzenie.
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Definicja 1. Dodatni układ (1) nazywamy odpornie stabilnym, jeżeli dla każde­
go ustalonego q <eQ rozwiązanie x,- równania (1) dla dowolnych warunków począt­
kowych (2) spełnia warunek Xj -»  0 przy i —> oo.

Twierdzenie 1. Układ (1) o macierzach (4) jest odpornie stabilny wtedy i tylko 
wtedy, gdy wszystkie zera zk (q) (k  = l,2,...,3(n -1 )) wielomianu charakterystyczne­
go (5) dla każdego ustalonego q e Q  leżą w otwartym kole jednostkowym na płasz­
czyźnie zmiennej zespolonej, tj. \zk (q)\< 1, Wq eQ , k = 1,2,...,3(n -  1).

Problem badania stabilności standardowych dodatnich układów dyskretnych 
z opóźnieniami był rozpatrywany w wielu pracach. Podano w nich kryteria asympto­
tycznej stabilności [9] oraz odpornej stabilności, np. [2, 3, 5, 6].

Celem pracy jest podanie prostego warunku koniecznego i wystarczającego 
odpornej stabilności singularnego dodatniego układu (1) o macierzach (4).

3. Rozwiązanie problemu

Wielomian (5) jest wielomianem charakterystycznym układu dyskretnego bez 
opóźnienia o niepewnych parametrach, opisanego równaniem stanu

xi+\= F ( q ) x h i e Z +, 

gdzie I, , a macierz F(q) e sj{U"-3)x(3" -3) ma postać

(6)

F(q) =

0
0

1
0

0 0 0 

a0(q) ax(q) a2(q)

0
0

1

£73 n -4 (‘?)

(7)

Jeżeli ak {q)> 0, \/q eO,  k -  0,1, ...,3«- 4 ,  to macierz (7) ma nieujemne ele­
menty. Zatem, układ (6) o niepewnych parametrach jest układem dodatnim.

Uogólniając rezultaty pracy [8] na dodatnie układy o niepewnych parametrach, 
otrzymamy następujące twierdzenie.

Twierdzenie 2. Dodatni układ (6) bez opóźnienia o niepewnych parametrach 
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie główne wiodące minory 
A/O?) (i = 1,2,...,3(m- 1)) macierzy

F(q) = I  — F(q) =

1 -1 0 0

0 1 0

0 0 0 -1

-a0(q) ~a\{q) ~a2{q) — 1

(8)

są dodatnie dla każdego q e Q . ■
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Ze wzoru (8) wynika, że A¡(q) = 1 dla / = 1 ,2 ,...,3«-4. Natomiast

A3/!-3(?) = det^ (? )  = 1-  I  ak(9)- (9)
k=0

Zatem, o asymptotycznej stabilności dodatniego układu (6) decyduje tylko 
główny wiodący minor (9). Zgodnie z twierdzeniem 2 musi on być dodatni.

Twierdzenie 3. Dodatni singulamy układ (1) z opóźnieniami o niepewnych 
parametrach jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

m in 5 (ę )< l, ( 10)
<?e£?

przy czym

S(q) = 3ni 4 ak (q). ( 11)
k=0

Dowód. Z twierdzenia 2 i powyższych rozważań wynika, że dodatni układ (6) 
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy S(q ) < 1 dla każdego q eQ,  czyli gdy 
zachodzi (10). Teza twierdzenia wynika z powyższego oraz z faktu, że dodatnie ukła­
dy (1) i (6) mają te same wielomiany charakterystyczne, zatem warunki ich odpornej 
stabilności są takie same. ■

Warunek (10) można sprawdzić stosując obliczenia komputerowe z wykorzy­
staniem odpowiedniego oprogramowania (dostępnego w specjalizowanych pakietach, 
np. MATLAB), służącego do wyznaczania minimum funkcji wielu zmiennych przy 
ograniczeniach. W pewnych przypadkach szczególnych, przy liniowej lub wielodnio­
wej strukturze niepewności, sprawdzenie warunku ( 10) nie wymaga obliczania mini­
mum funkcji wielu zmiennych.

Postępując podobnie jak w pracy [4], w której rozpatrywano problem odpornej 
stabilności dyskretnych standardowych układów dodatnich bez opóźnienia, można 
udowodnić poniższy lemat.

Lem at 1. Jeżeli współczynniki ak (q), k = 0,1,...,3« -  4 są liniowymi lub wielo­
dniowymi rzeczywistymi funkcjami niepewnych parametrów, to funkcja (11) osiąga 
wartość minimalną w jednym z wierzchołków zbioru O.

Zbiór (3) jest hiperprostopadłościanem w przestrzeni niepewnych parametrów.
Ma on K -  2'" wierzchołków.

Z powyższego i lematu 1 wynika, że jeżeli współczynniki ak (q), 
k  = 0 ,1 ,...,3«-4, są dniowymi lub wielodniowymi funkcjami niepewnych parame­

trów, to należy najpierw obliczyć K -  2"' wartości funkcji (11) w wierzchołkach zbio­
ru (3), a następnie wybrać wartość minimalną. Jest ona równa minófg).
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4. Przykład

Należy zbadać odporną stabilność dodatniego układu (1) przy n = 3, o macie­
rzach stanu w postaciach kanonicznych (4), tj.

1 0 0" '0 0 <*2(0)
E  = 0 1 0 > Ą ( q )  - 0 0 «5(9) 9

0 0 0_ 0 0 0

'0 0 a\{q) '0 0 a0( q )

Ą (<?) = 0 0 o4(?) > M o )  = 1 0 a3(q)

0 0 0 0 1 --1

przyczyni a0(q) = 0.1 + qlq2, a f q )  = 0.1+ q2 , a2{q) = 0.2 + ql + qxq2, 
a f q )  = 0.2 + gi, a4(q) = 0.2 + qx+q2, as (q) = 0.1 oraz

g  ={? = [? „  ?2 ]: ? r 6 [ - 0.1,0.1], r  = 1,2}. (13)

Z twierdzenia 3 wynika, że rozpatrywany układ jest odpornie stabilny wtedy 
i tylko wtedy, gdy zachodzi (10), przy czym S{q) = 0.9 + 3qx +2q2 +2q lq l . Funkcja
S(q) jest wieloliniową (biliniową) funkcją niepewnych parametrów, zatem z lematu ł 

wynika, że jej wartość minimalna jest osiągana w wierzchołkach zbioru (13), będące­
go prostokątem na płaszczyźnie niepewnych parametrów.

Łatwo sprawdzić, że funkcja S(q) osiąga wartość minimalną równą 0.42 dla 
r/i ~ q2 -  -0.1. Ponieważ jest ona mniejsza od 1, warunek (10) jest spełniony i rozpa­

trywany układ singulamy jest odpornie stabilny, zgodnie z twierdzeniem 3.

5. Uwagi końcowe

W pracy rozpatrzono problem odpornej stabilności singularnego dodatniego 
układu dyskretnego (1) z dwoma opóźnieniami o macierzach w postaciach kanonicz­
nych (4). Podano prosty warunek konieczny i wystarczający odpornej stabilności 
(twierdzenie 2). Pokazano, że jeżeli współczynniki wielomianu charakterystycznego 
(5) są liniowymi lub wieloliniowymi funkcjami niepewnych parametrów, to wartość 
minimalna funkcji ( 11) jest osiągana w zbiorze wierzchołków zbioru wartości niepew­
nych parametrów (3) (lemat 1).

Rozważania można uogólnić na singulame dyskretne układy dodatnie z wielo­
ma opóźnieniami zmiennych stanu.

* * *

Praca naukowa finansowana ze środków Komitetu Badań Naukowych w latach 
2004-2007jako projekt badawczy.
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Abstract
The paper considers the robust stability problem of positive singular discrete­

time system (1) with two delays and with the state matrices in canonical forms (4). The 
main result is given in Theorem 3. According to this theorem, positive singular system
(1) with the state matrices in forms (4) is robustly stable if and only if  condition (10) 
holds. If the coefficients of characteristic polynomial (5) are linear or multilinear func­
tions of uncertain parameters then minimal value of ( 11) is assigned in the vertices of 
value set (3) (Lemma 1).

Considerations can be extended for positive singular discrete-time systems with 
multiple delays and with canonical forms of the state matrices.


