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ODPORNA STABILNOSC DODATNICH LINIOWYCH SINGULARNYCH
UKELADOW DYSKRETNYCH Z OPOZNIENIAMI O KANONICZNYCH
POSTACIACH MACIERZY STANU

Streszczenie. Podano proste warunki konieczne i wystarczajgce odpornej stabil-
nosci liniowych dodatnich singulamych ukfadéw dyskretnych z dwoma op6znie-
niami o kanonicznych postaciach macierzy stanu.

ASYMPTOTIC STABILITY OF POSITIVE LINEAR SINGULAR
DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH DELAYS WITH CANONICAL
FORMS OF STATE MATRICES

Summary. Simple necessary and sufficient condition for the robust stability of
singular positive discrete-time linear system with two delays and with state-space
matrices in the canonical forms has been given.

1. Wstep

Dynamiczne uktady dodatnie z opdznieniami sg w ostatnich latach tematem
wielu publikacji. Problemowi badania stabilnosci asymptotycznej oraz odpornej takich
uktadéw sg poswiecone np. prace [9, 2, 3, 5, 6].

Celem pracy jest podanie prostego warunku koniecznego i wystarczajgcego
odpornej stabilnosci liniowych singulamych dodatnich uktadow' dyskretnych z dwoma
opdznieniami zmiennych stanu, o macierzach stanu w postaciach kanonicznych poda-
nych w [10].

Problem badania odpornej stabilnosci singulamych dodatnich uktadéw' dyskret-
nych z opéznieniami nie byt dotychczas rozpatrywany w literaturze.

2. Sformutowanie problemu

Niech bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o rzeczywistych

nieujemnych elementach, przy czym 91" = 91”x|.

Wezmy pod uwage dodatni singulamy uktad dyskretny o niepewnych parame-
trach z dwoma op6znieniami zmiennych stanu, opisany jednorodnym réwnaniem:
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Exi+1= M .q)xi +A(q)Xi-\ +A2{q)Xi 2, i eZ+, (1)

gdzie: Z+ jest zbiorem liczb catkowitych nieujemnych, xt e94" jest wektorem stanu
z warunkami poczatkowymi

®2NPv0e +> ()

przy czym: q =[q\-,q2 ,---,q,.i] Jest wektorem niepewnych parametréw, a

Q= {q:ar e[g;,9*]1,q; <9+,/-=12,../»} 3)

jest "standardowym" zbiorem wartosSci niepewnych parametréw, rozpatrywanym
w literaturze z zakresu odpornej stabilnosci, patrz np. [1] i cytowang tam literature.

Bedziemy przyjmowac, ze macierze wystepujace w réwnaniu (1) majg podane
ponizej postaci kanoniczne, zaproponowane w pracy [10] w przypadku doktadnie zna-
nych elementéw poszczegdlnych macierzy, fj.

0 a2(q)
0¢7-nxi o o@
E = €91, AO(q) = (4a)
0Ix(/7-|) 0 0 asns )
0
0 ome 0 <) 0 0 .m0 «0 ()
0 ++ 0 «(q) 10 O ()
A(q) = L A(g) = (4b)
0 ++ 0 «3:-5(2) 00 0 «3(77-2)0?)
0 «+ 0 0 0 0 me 1 -1

przy czym ak(q)> 0, k - 0,1,...,3« -4, dla kazdego ustalonego g eQ.
Wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uktadu, bedgcy wyznacznikiem
macierzy H(z,q)- Ez"- A0(q)z2- At(q)z- A2(q), ma postat

w(z,q) =z3(" 0 ~a3,4(q)z3n 4- a3n 5(q)z3" 5- -a,(q)z-a0(q). (5)

Dla singulamego uktadu (1) z op6znieniami mozna wyznaczy¢ (w sposéb opi-
sany np. w [9] w przypadku uktadéw standardowych) réwnowazny singulamy ukitad
bez opoznien. Uwzgledniajac powyzsze oraz uog6lniajac rezultaty podane w rozdziale
8 pracy [7] (dotyczace singulamych uktadéw dyskretnych bez opéznien o doktadnie
znanych parametrach) na przypadek dodatniego uktadu (1) otrzymamy nastepujacy
definicje oraz twierdzenie.
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Definicja 1. Dodatni ukiad (1) nazywamy odpornie stabilnym, jezeli dla kazde-
go ustalonego g <eQ rozwigzanie x- rownania (1) dla dowolnych warunkéw poczat-
kowych (2) speinia warunek Xj -» 0 przy i—oo.

Twierdzenie 1. Ukiad (1) o macierzach (4) jest odpornie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie zera zk(q) (k =1,2,...,3(n -1)) wielomianu charakterystyczne-
go (5) dla kazdego ustalonego q eQ lezg w otwartym kole jednostkowym na ptasz-
czyznie zmiennej zespolonej, tj. \zk(g)\< 1, Wg eQ, k =12,...,3(n- 1.

Problem badania stabilnosci standardowych dodatnich uktaddéw dyskretnych
z opOznieniami byt rozpatrywany w wielu pracach. Podano w nich kryteria asympto-
tycznej stabilnosci [9] oraz odpornej stabilnosci, np. [2, 3, 5, 6].

Celem pracy jest podanie prostego warunku koniecznego i wystarczajgcego
odpornej stabilnosci singularnego dodatniego uktadu (1) o macierzach (4).

3. Rozwigzanie problemu

Wielomian (5) jest wielomianem charakterystycznym uktadu dyskretnego bez
op6znienia o niepewnych parametrach, opisanego rownaniem stanu

XiA=F(q)xh iez+, (6)
gdzie I, ,amacierz F(q) e sj{U"-3)x(3"'-3) ma postacé
0
0 0
F(q) = (7)
0 0 0 1
a0(q) ax(q) a2(q) £73n-4(7)

Jezeli ak{q)>0, \/q eO, k- 01,...,3«-4, to macierz (7) ma nieujemne ele-
menty. Zatem, uktad (6) o niepewnych parametrach jest uktadem dodatnim.

Uogodlniajac rezultaty pracy [8] na dodatnie uktady o niepewnych parametrach,
otrzymamy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2. Dodatni uktad (6) bez opdznienia o niepewnych parametrach
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie gtowne wiodace minory
AO?) (i=1,2,...,.3(m- 1)) macierzy

1 -1 0 0
0 1 0
F(q) =1 —F(q) = (8)
0 0 0 -1
-a0(q) -~a{q) -~a2{g) — 1

sg dodatnie dla kazdego g e Q. m
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Ze wzoru (8) wynika, ze Aj(g) =1dla/=1,2,...,3«-4. Natomiast

AFL3(?) = det(?) =1- | ak(9)- (9)

Zatem, o asymptotycznej stabilnosci dodatniego uktadu (6) decyduje tylko
gtéwny wiodacy minor (9). Zgodnie z twierdzeniem 2 musi on by¢ dodatni.

Twierdzenie 3. Dodatni singulamy uktad (1) z opdznieniami o niepewnych
parametrach jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

min5(e)<l, (10)
<%£?
przy czym
S(q) =3i 4ak(q). (11)
k=0

Dowdd. Z twierdzenia 2 i powyzszych rozwazan wynika, ze dodatni uktad (6)
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy S(q) < 1 dla kazdego q eQ, czyli gdy
zachodzi (10). Teza twierdzenia wynika z powyzszego oraz z faktu, ze dodatnie ukita-
dy (2) i (6) majg te same wielomiany charakterystyczne, zatem warunki ich odpornej
stabilnosci sg takie same. m

Warunek (10) mozna sprawdzi¢ stosujac obliczenia komputerowe z wykorzy-
staniem odpowiedniego oprogramowania (dostepnego w specjalizowanych pakietach,
np. MATLAB), stuzgcego do wyznaczania minimum funkcji wielu zmiennych przy
ograniczeniach. W pewnych przypadkach szczeg6lnych, przy liniowej lub wielodnio-
wej strukturze niepewnosci, sprawdzenie warunku (10) nie wymaga obliczania mini-
mum funkcji wielu zmiennych.

Postepujac podobnie jak w pracy [4], w ktdrej rozpatrywano problem odpornej
stabilnosci dyskretnych standardowych uktadow dodatnich bez opdznienia, mozna
udowodni¢ ponizszy lemat.

Lemat 1. Jezeli wspdtczynniki ak(q), k=0.1,...,3«- 4 sg liniowymi lub wielo-
dniowymi rzeczywistymi funkcjami niepewnych parametrow, to funkcja (11) osigga
warto$¢ minimalng w jednym z wierzchotkéw zbioru O.

Zbior (3) jest hiperprostopadto$cianem w przestrzeni niepewnych parametréw.

Ma on K - 2" wierzchotkdw.
Z powyzszego i lematu 1 wynika, ze jezeli wspdiczynniki ak(q),
k =0,1,...,3«-4, sg dniowymi lub wielodniowymi funkcjami niepewnych parame-

trow, to nalezy najpierw obliczy¢ K - 2" wartosci funkcji (11) w wierzchotkach zbio-
ru (3), a nastepnie wybra¢ warto$¢ minimalng. Jest ona rowna mindéfg).
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4. Przykiad

Nalezy zbada¢ odporng stabilno$¢ dodatniego uktadu (1) przy n =3, o macie-
rzach stanu w postaciach kanonicznych (4), tj.

10 0 0 0 )
E=010>A()- 0 0 «59) 9
00 0 00 0

0 0 a\fq) ‘0 0 ao(q)
AR=0 0 040?) - Mo)=1 0 a3(q)
00 0 01 -1

przyczyni a0(q) = 01+qlg2, afq) =0.1+qg2, a2{q) =0.2 +ql +gxq2,
afq) =0.2+gi, a4(q) =02 +qx+qg2, as(qg) =01 oraz

g ={?=[?,72]:?r 6[-0.1,0.7,r = 12}. (13)

Z twierdzenia 3 wynika, ze rozpatrywany ukiad jest odpornie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi (10), przy czym S{q) =09+ 3gx+2g2+2qlgl. Funkcja

S(q) jest wieloliniowg (biliniowa) funkcja niepewnych parametréw, zatem z lematu
wynika, ze jej warto$¢ minimalna jest osiggana w wierzchotkach zbioru (13), bedace-
go prostokatem na ptaszczyznie niepewnych parametrow.

tatwo sprawdzi¢, ze funkcja S(q) osigga warto$¢ minimalng rowng 0.42 dla
ri ~q2- -0.1. Poniewaz jest ona mniejsza od 1, warunek (10) jest spetniony i rozpa-

trywany uktad singulamy jest odpornie stabilny, zgodnie z twierdzeniem 3.

5. Uwagi koncowe

W pracy rozpatrzono problem odpornej stabilnosci singularnego dodatniego
uktadu dyskretnego (1) z dwoma opO6znieniami o0 macierzach w postaciach kanonicz-
nych (4). Podano prosty warunek konieczny i wystarczajgcy odpornej stabilnosci
(twierdzenie 2). Pokazano, ze jezeli wspotczynniki wielomianu charakterystycznego
(5) sa liniowymi lub wieloliniowymi funkcjami niepewnych parametréw, to warto$é
minimalna funkcji (11) jest osiggana w zbiorze wierzchotkéw zbioru wartosci niepew-
nych parametrow (3) (lemat 1).

Rozwazania mozna uogdélni¢ na singulame dyskretne uktady dodatnie z wielo-
ma opOznieniami zmiennych stanu.

* * *

Praca naukowafinansowana ze srodkdw Komitetu Badan Naukowych w latach
2004-2007jako projekt badawczy.
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Recenzent: Dr hab. inz. Adam Czomik

Abstract

The paper considers the robust stability problem of positive singular discrete-
time system (1) with two delays and with the state matrices in canonical forms (4). The
main result is given in Theorem 3. According to this theorem, positive singular system
(1) with the state matrices in forms (4) is robustly stable if and only if condition (10)
holds. If the coefficients of characteristic polynomial (5) are linear or multilinear func-
tions of uncertain parameters then minimal value of (11) is assigned in the vertices of
value set (3) (Lemma 1).

Considerations can be extended for positive singular discrete-time systems with
multiple delays and with canonical forms of the state matrices.



