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PUNKTOWA ZUPEENOSC | PUNKTOWA DEGENERACJA DODATNICH
UKLADOW DYSKRETNYCH Z OPOZNIENIAMI

Streszczenie. W pracy sformutowano definicje oraz podano warunki konieczne
i wystarczajace .punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji dyskretnych
dodatnich ukfadéw liniowych stacjonarnych z op6znieniami zmiennych stanu.
Podano tez metode wyznaczania warunkow poczatkowych, dla ktorych trajekto-
ria stanu uktadu punktowo zupetnego przechodzi przez dowolny zadany nieujem-
ny stan koncowy. Rozwazania zilustrowano przyktadem.

POINTWISE COMPLETENESS AND POINTWISE DEGENERACY
OF POSITIVE DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH DELAYS

Summary. Definitions and necessary and sufficient conditions for the pointwise
completeness and the pointwise degeneracy of positive discrete-time linear sys-
tems with delays have been given.

1. Wstep

Wezmy pod uwage liniowy ciagly uktad dynamiczny opisany jednorodnym
rownaniem stanu x(t) = Ax(t), x(t) e3i", z warunkiem poczatkowym x0 =x(/0).

Jest dobrze znany fakt, ze dla dowolnego stanu Xj s 31" i />0 zawsze istnieje stan
poczatkowy xO0, taki ze rozwigzanie réwnania stanu spetnia warunek x(tl) = Xj.

Wychodzac z powyzszego faktu, Weiss (np. [8]) sformutowat nastepujacy pro-
blem: kiedy podobna wiasciwo$é zachodzi dla ciggtych uktadéw z opdznieniem opisa-
nych rownaniem stanu x(/) = Ax{t) +Bx(t - h), h>0, x(/) e 9i", z warunkami po-
czatkowymi x0 =x(t0), x(t- h)=9(i), V/ e[0,h). Wprowadzit tez pojecie punkto-
wej zupetnosci oraz punktowej degeneracji takich uktadéw i podat pierwsze warunki.

Sformutowany przez Weissa problem byt rozpatrywany w wielu pracach, np. [3, 4, 7],
Problem punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji dyskretnych ukita-
déw z opOznieniami zostat sformutowany i rozwigzany w pracach [1, 2].
W niniejszej pracy rozpatrzymy problem punktowej zupetnosci oraz punktowej
degeneracji dyskretnych dodatnich uktadéw z opdznieniami. Podamy najpierw defini-
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cje punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji ogdlnych uktadéw dyskretnych
z opOznieniami, a nastepnie, uwzgledniajac specyfike uktadow dodatnich, sformutuje-
my definicje dla takich uktadéw oraz podamy odpowiednie warunki.

2. Gléwny rezultat

Niech 9?"XH bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o rzeczywistych
elementach oraz 9i" = 9+’xI. Zbiér macierzy o wymiarach n x m, ktérych elementami
sg liczby rzeczywiste nieujemne, bedziemy oznaczaC przez 9?"x™, przy czym
9i" = 9?"xl. Zbiér liczb catkowitych nieujemnych bedziemy oznaczac przez Z+.

Wezmy pod uwage dyskretny uktad liniowy stacjonarny z op6znieniami opisany
jednorodnym réwnaniem stanu

h
A — X AkNi—k > (1)

gdzie Xj £9?”, z warunkami poczatkowymi

x_j £97", i=0 : I : @)

W pracy [2], uogdlniajac pojecia punktowej zupetnosci i punktowej degeneracji
na uktady dyskretne, sformutowano nastepujace definicje.
Definicja 1. Ukfad (1) nazywamy punktowo zupeinym w dyskretnej chwili

i- N> h, jezeli dla kazdego wektora xy e9+” mozna tak dobra¢ warunki poczatkowe
(2), ze xN =xf .

Definicja 2. Uklad (1) nazywamy punktowo zdegenerowanym w Kkierunku
v w dyskretnej chwili i =N>h, jezeli istnieje niezerowy wektor v 6 9f', taki ze dla
wszystkich warunkéw poczatkowych (2) rozwigzanie rownania (1) dla i =N spetnia
warunek V*I;(N =0.

Rozwigzanie rownania stanu (1) z warunkiem poczatkowym (2) ma postac [2]

1 h+H
Xi=<S(i)x0+ | 7 <&(i-k)Ak_UjX], 3)
j=-h k=1

gdzie macierz podstawowa 0(7) spetnia rownanie
0(/ +1)= S AKO(i-k)= Z0(7 - k)AK, 4)
k=0 k=0

z warunkiem poczatkowym
0(0) - 1, O()=0dlai<0. (5)
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Uktad (1) nazywamy dodatnim, jezeli dla dowolnych nieujemnych warunkéw
poczatkowych (2), tj. dla x_, s9i", /=0,1...,/?, rozwigzanie réwnania stanu (1) jest
nieujemne dla kazdego i eZ+, tj. x-e91”, V/sZ+.

Uktad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy [6]

Ak eSR™", *=0,1,..,,A. (6)

Uogolniajgc definicje 1 na uktady dodatnie, otrzymamy nastepujgca definicje.

Definicja 3. Dodatniuktad (1) nazywamy punktowozupetnym  w dyskretnej
chwili i=N, N >/?, jezeli dla kazdego wektora xj e94”’moznatakdobra¢ warunk
poczatkowe x_f €93”, i=0,l,--,h, ze X(N) - xy.

Rozwigzanie (3) réwnania stanu uktadu dodatniego (1) z warunkami poczatko-
wymi (2) dla i=N mozna napisa¢ w postaci

XN ~ ™~ n xq, (1)

gdzie x0 = M%F,VL» /{fh' e9?gi+\)n
Dn =[DO(*),D i(n-,A (~)]e ™0 8)
przy czym
DO(N) =Q>(N), Dj(N)J'~£'®(N-k)Ak UJ, y=12,..,A. 9)

Z definicji 3 i wzoru (7) wynika nastepujacy warunek konieczny punktowej zu-
petnosci.
Lemat 1. Aby dodatni ukiad (1) byt punktowo zupeiny w dyskretnej chwili

i = N, musi by¢ spetniony warunek

rzad DN =n. (10)
Twierdzenie 1. Dodatni uktad (1) jest punktowo zupetny w dyskretnej chwili

i = N wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetniony przynajmniej jeden z warunkow:

1) Im+Dn =9i”, gdzie Im+DN ={xN e5R": xN =DNx0, x0 e9?i1+1>"} jest do-
datnim obrazem macierzy DN o postaci (8),

2) z macierzy D,v mozna wybra¢ n liniowo niezaleznych kolumn takich, ze macierz
Dn utworzona z tych kolumn jest uogolniong macierzg permutacji (w kazdym
wierszu i kazdej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a wszystkie pozostate sg
zerowe),

3) z macierzy DN mozna wybra¢ n liniowo niezaleznych kolumn takich, ze macierz
odwrotna (DN)~I macierzy utworzonej z tych kolumn ma elementy nieujemne.

Dowdd. Z definicji 3 i wzoru (7) wynika, ze dodatni ukfad (1) jest punktowo
zupetny w dyskretnej chwili i =N wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x,v €9?” ist-

nieje x0 E94+1)", czyli gdy jest spetniony warunek 1) twierdzenia 1. Jezelijest spel-
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niony warunek 1) twierdzenia 1, to z macierzy DN mozna wybra¢ n kolumn liniowo

niezaleznych, ktore tworzg baze przestrzeni SR' wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym

wierszu i w kazdej kolumnie tylko jeden elementjest dodatni, a wszystkie pozostate sg
zerowe, czyli gdy jest spetniony warunek 2) twierdzenia 1. Macierz utworzona z tych
kolumn jest uogdlniong macierzg permutacji. Macierz odwrotna macierzy o nieujem-
nych elementach jest tez macierzg o nieujemnych elementach wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ona uogdlniong macierzg permutacji [5], Warunki 2) i 3) sg wiec rownowazne. m
Przy spetnieniu ktoregokolwiek z warunkéw twierdzenia 1 na podstawie wzoru
(7) mozna wyznaczy¢ wektor x0 eSRM+IN dla dowolnego zadanego xN = xr eSR".

Twierdzenie 2. Dodatni uktad (1) jest punktowo zupeiny w dyskretnej chwili
i =N, jezeli rzad macierzy DN o postaci (8) jest rGwny n oraz

Djj[DNDj,T1 eSRE(/,+1)X". 11)

Jezeli zachodzi (11), to wektor x0, dla ktérego rozwigzanie réwnania (1) dla

i =N jest rbwne zadanemu stanowi, xN - xj- eSR” mozna wyznaczy¢ ze wzoru

x0=d J/[DndJ] Ixj-. (12)

Dowod. Jezeli rzad DN =n, to det(DNDjj) * 0 i macierz Dj,[DNDjj]~] jest
dobrze zdefiniowana. Jezeli zachodzi (11) i xj e9i”, to wtedy M eSR"(/+1" i

XN - Dnx0= DNDn [DNDA ] 2§~ - Xf.U

Przeciwieristwem punktowej zupetnosci jest punktowa degeneracja. Dodatni
uktad (2) nie jest punktowo zupelny, jezeli nie sg spetnione warunki twierdzenia 1.
Zauwazmy, ze rzad DN - n jest tylko warunkiem koniecznym punktowej zupetnosci.

Oznacza to, ze dla dodatniego ukfadu (1) definicje punktowej degeneracji nie mozemy
sfonnulowa¢ w sposéb podobny do podanego w definicji 2.
Definicja 4. Dodatni ukfad (1) z warunkiem poczatkowym (2) nazywamy punk-

towo zdegenerowanym, jezeli istnieje przynajmniej jeden stan Xj- e 91", ktdéry nie mo-
ze byc¢ osiggniety z dowolnego warunku poczatkowego (2), tzn. nie istnieje liczba natu-
ralna N iwarunek poczatkowy (2), taki, ze x* =Xj-.

Z lematu 1 wynika, ze prosty warunek dostateczny punktowej degeneracji ma
posta¢ rzad DN <n. Jest on tez warunkiem koniecznym w przypadku ogélnym ukta-
déw dyskretnych z opdznieniami [2], W pracy [2] pokazano ponadto, ze jezeli
rzad D;V<n dla ustalonego N >h, to'rzagd DN+k <n dla dowolnego k eZ +.

Zauwazmy, ze dodatni uktad (1) moze by¢ uktadem punktowo zdegenerowanym
przy spetnieniu warunku (10), w sytuacji gdy istnieje wektor xN e 9?'[, dla ktérego nie

mozna znalez¢ wektora warunkéw poczatkowych x0 e9?+'+1" spekniajgcego zalez-
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nos¢ (7). Z powyzszego i twierdzenia 1 wynika nastepujacy warunek konieczny i wy-
starczajacy punktowej degeneracji.

Twierdzenie 3. Dodatni uktad (1) jest punktowo zdegenerowany w dyskretnej
chwili /=N wtedy i tylko wtedy, gdy rzad DN <n lub z macierzy DN nie mozna

wybraé n liniowo niezaleznych kolumn, takich ze macierz DN utworzona z tych ko-
lumnjest uogdlniong macierzg permutacji.

3. Przykiad

Nalezy zbada¢ punktowg zupetno$¢ dodatniego uktadu (1) z jednym opéznie-
niem (h = 1) o macierzach

0 10 0 00
AO- 0 0 15p. 100
00 1 02 0

Dla rozpatrywanego ukitadu macierz Dx=[DO(l), Z?%(1)] = [AO, A\ ma n=3
liniowo niezalezne kolumny, przy czym w kazdej z nich tylko jeden element jest nieze-
rowy. Z twierdzenia 1wynika zatem, ze uktad jest punktowo zupetny.

tatwo sprawdzi¢, ze warunek (11) dla rozpatrywanego uktadu nie jest spetnio-
ny. Nie mozemy wiec warunku poczatkowego wyznaczy¢ ze wzoru (12).

Warunek ten mozna natomiast wyznaczy¢ na podstawie wzoru (7) przy N =1,

przeksztalcajagc go do postaci xx=[DXA ]”, gdzie Dx jest uogdlniong macierza
permutacji, utworzongz n = 3 liniowo niezaleznych kolumn macierzy Dx= [A0, AX].

Niech Xr - [xrXXf2 xf{\[ Po odpowiednich przeksztatceniach ze wzo-
ru (7) przy N - 1 otrzymamy, ze dla rozpatrywanego ukfadu stan poczatkowy x0, dla
ktorego rozwigzanie réwnania stanu dla i —N =1 spelnia warunek =*/, ma po-

stac =[xq] Xgj X8 .r lix \2 13]T’ gdzie x0]>0, xOB=x_]3=0, X =Xjx
x-U =xf2> x-\2=05xf3-

4. Uwagi koncowe

W pracy rozpatrzono problem punktowej zupetnosci oraz punktowej degenera-
cji dyskretnych dodatnich uktadéw liniowych stacjonarnych z opdZnieniami, opisanych
réwnaniem stanu (1) przy zatozeniu (6). Sformutowano podstawowe definicje oraz
podano warunki konieczne i wystarczajgce punktowej zupetnosci oraz punktowej de-
generacji. Podano prosty warunek wystarczajacy punktowej zupetnosci oraz metode
wyznaczania nieujemnych warunkdw poczatkowych, dla ktérych trajektoria stanu roz-
patrywanych uktadoéw przechodzi przez dowolny zadany nieujemny stan kofAcowy.

Rozwazania mozna uogolni¢ na dodatnie uktady bez opéznien (ciagte i dyskret-
ne) oraz na dodatnie ciggte uktady z op6znieniami.
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Abstract

The paper considers the problem of pointwise completeness and pointwise de-
generacy of the positive discrete-time linear systems with delays, described by homo-
geneous equation (1) with assumption (6). Definitions of the pointwise completeness
and pointwise degeneracy of these systems have been introduced (Definitions 3 and 4)
and the necessary and sufficient conditions for pointwise completeness and pointwise
degeneracy have been given in Theorems land 3.

The presented considerations can be extended for positive continuous-time and
discrete-time linear systems without delays and for positive continuous-time linear sys-
tems with delays.



