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O STABILNOSCI DYSKRETNYCH UKLADOW LINIOWYCH

Streszczenie. Rozwazamy tutaj skonczone zbiory macierzy E —
{A\,A?, mmmAn} takie, ze promien spektralny kazdej macierzy takiego zbioru
jest mniejszy niz 1. Nastepnie formutujemy twierdzenie pokazujace, ze dla

takiego zbioru mozemy zawsze skonstruowaé zbior E' = {Ak,A2,..., AN}
(h,h, mmm In € N) taki, ze promien spektralny tego zbioru jest mniejszy niz
1 (p{E") < 1).

STABILITY OF DISCRETE LINEAR SYSTEMS

Summary. We consider finite sets of matrices E = {A\, A2, mmAn} such
that spectral radius of each matrix that belongs to such set is less than
1. Then we formulate the theorem that shows that for such set we can
always construct the set S' = {AqLA?,..., Afi} {l1J?2, mmAn € N) such
that spectral radius o this set is less than 1 (p(E") < 1).

1. Wstep

Mimo ze podstawy teorii opisujgcej zachowanie zmiennych w czasie ukia-
dow liniowych zostaty sformutowane juz pod koniec XIX i na poczgtku XX wieku,
miedzy innymi przez Flogueta [1], Lapunowa [3] i Bohla [2], to jednak w teorii
tej jest jeszcze ciggle wiele probleméw pozostajacych bez rozwigzania. Jednym z
takich problemdéw jest zagadnienie asymptotycznej stabilnosci uktadéw liniowych,
ktore w ostatnich latach znajdujg zastosowanie w wielu dziedzinach nauki itechni-
ki od modelowania ewolucji populacji prostych organizméw o zadanym genotypie
po opis nattoku, pojawiajacego sie w sieciach opartych na protokole TCP/IP (por.
[7]). Wszystkie te zjawiska mogg zosta¢ opisane za pomocg stanu poczatkowego
reprezentowanego przez pewien wektor przestrzeni o skoriczonej ilosci wymiarow
oraz przez zbiér macierzy, odpowiadajacych bodzcom, mogacym mie¢ wptyw na
zmiane stanu tego ukitadu.

Rozwazmy skonczony zbidr macierzy E, w ktdrym wszystkie macierze sg
wymiaru | x |. Zdefiniujmy zwigzany z tjma zbiorem niestacjonarny dyskretny
uktad liniowy o postaci
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x(t + 1) = f{t)x(t)
| N —£ 1)
x(0) = xq.

Rozwigzanie tego uktadu bedziemy oznaczali symbolem x (t,f,xo0). Bedziemy tez
mowili, ze uktad (1) jest absolutnie stabilny, jezeli dla kazdej funkcji / i kazdego
wektora xo zachodzi réwnos¢

t[g&)x(t, f, x0) = 0.

Absolutna stabilnos$¢ jest najsilniejszym typem stabilnosci dyskretnych uktadow
liniowych. Jezeli uktad jest absolutnie stabilny, to jest rowniez stabilny w kazdy
inny spos6b (np.: okresowo lub markowsko, por. [4]). W zwigzku z tym warto jest
zna¢ kryterium, pozwalajace na orzekanie o tym, czy dany ukitad jest absolutnie
stabilny, oraz na budowe takich uktadoéw. Wiadomo, ze niestacjonarny dyskretny
uktad liniowy zwigzany ze zbiorem E jest absolutnie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy p(E) < 1 (por. [4]), gdzie p(E) jest promieniem spektralnym zbioru £ i dla
zbioréw ograniczonych (w tym réwniez skoficzonych) mozna go opisa¢ miedzy
innymi za pomocg wzorow

p(s) 77-+00 a3 P, P(A)N (2)
(E) = sup su {A)nl 3)
= (T
gdzie
En=

p(A) = {max |A; : A-jest wartoScig wtasng macierzy A}.

Wyznaczenie doktadnej wartosci promienia spektralnego zbioru macierzy
w oparciu o znane algorytmy jest procesem o duzej ztozonosci obliczeniowej (por.
[5]) i moze sie nie zakonczy¢ w skonczonej ilosci krokow (por. [6]). Intuicyjnie
mozna postawi¢ hipoteze o tym, ze stabilno$¢ wszystkich macierzy A g E jest
warunkiem wystarczajgcym wystepowania absolutnej stabilnosci catego uktadu.
Ponizszy przykiad pokazuje jednak, ze tak nie jest.

Przyktad 1: Niech E = {A,B}, gdzie
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Dla powyzszych macierzy zachodzg zwigzki p(A) - p{B) =\ < 1. Natomiast

Z powyzszego na podstawie wzoru (3) mozna wyciagnaé wniosek o tym, ze

z czego wynika, ze dyskretny uktad liniowy zwigzany ze zbiorem E nie jest
absolutnie stabilny.

Przyktad 2: Réwnie dobry iz powodu kompletnego pominiecia aparatu matema-
tycznego bardziej przemawiajgcy do wyobrazni przyktad przedstawiono w szkicu
pracy [7], Przykiad ten pokazuje, ze przetgczajac si¢ miedzy dwoma stanami pro-
wadzacymi do rozwigzania zadanego problemu, mozna nie osiggna¢ zamierzonego
celu.

Rozwazmy samochdd, ktory z powodu usterki moze jedynie skrecac skrajnie
w lewo lub skrajnie w prawo. Samochdd ten jest ustawiony tytem do celu, do
ktérego ma trafi¢, i stoi w takiej odlegtosci, ze uruchamiajac silnik i wykonujac
tylko skret w lewo albo tylko skret w prawo docieramy do celu. Z drugiej jednak
strony, szybkie naprzemienne stosowanie dostepnych $rodkéw, czyli skretu w lewo
i prawo, jest niemal tozsame z prostg jazdg przed siebie, co w tym przypadku
oznacza ustawiczne oddalanie sie od zadanego celu.

2. Gtowny wynik

Niestabilnos¢ uktadu (1), dla ktérego wszystkie macierze A € E sg stabil-
ne, powodowana jest dynamika przetagczen. Mozna zatem przypuszczaé, ze jezeli
dynamika ta jest dostatecznie wolna, tzn. kiedy uktad pozostaje w kazdym stanie
dostatecznie dtugo, to zjawisko niestabilnosci nie moze mie¢ miejsca. Nastepujace
twierdzenie uzasadnia stuszno$¢ tej hipotezy.

Twierdzenie 1. Niech E = {A\,A2, mm-dfc} i p(A) < 1 dla kazdego 1< i < k.
Wtedy istniejg takie liczby naturalne I\, h, mmm Ik, ;e dla

zachodzi nieréwnoéé
p(s;) < 1

Dowdd: Dla kazdego i
p(Ai) = inf[A |
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(por. B]) i
p(Ai) < 1L

Zatem, dla kazdego i istnieje norma || « taka ze ||A,j|, < 1. Wybierzmy teraz
liczbe 7i G (||j4||,-, 1). Taki wyb6r wymusza prawdziwo$¢ nieréwnosci

WM < 7,
gdzie 7 = max{7,}. Przechodzac do granicy, otrzymujemy
0 < ofimy HAY <, 1y, 7" = 0
Korzystajac z whasnosci normy macierzowej, mozna napisac, ze
0] < I 1P,

wiec rowniez

0< 77|1r>noo UAlle' < 77|1I;rgo UA’”; =0,
czyli dla kazdego i prawdg jest, ze

Jim JA?* = O

a stad na mocy réwnowaznosci norm w skonczenie wymiarowej przestrzeni wynika,
ze dla kazdego i i kazdej ustalonej normy || «|* zachodzi réwnos$¢

lim ||JA?|* =0
Zatem, dla kazdego e > Qistnieje no(i) takie, ze dla kazdego n > no (O
IK||*<e.

Wybierzmy teraz liczbe eo G (0,1) i zwigzane z nig liczby li = no(i) + 1 dla
1< i<k, tak by
p'/l* <eo< 1
i stwdrzmy zbior
y,' =

Warto$¢ promienia spektralnego zbioru E' mozna oszacowa¢ w nastepujacy Spo-
sob:
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Zatem p(T,") < 1, co koriczy dowdd.

3. Podsumowanie

Z przedstawionego powyzej twierdzenia wynika, ze jezeli dostatecznie wolno
bedziemy przetgczaé sie miedzy stanami reprezentowanymi przez macierze nale-
zace do zbioru E, w ktérym wszystkie macierze sg stabilne, to zwigzany z tym
zbiorem dyskretny uktad liniowy bedzie zachowywat sie w stabilny spos6b. Wolne
tempo zmian stanOw jest tutaj utozsamiane z odpowiednio duzymi wartosciami
wyktadnikdw poteg macierzy opisanych w twierdzeniu 1. Osobnym problemem jest
pytanie o mozliwo$¢ istnienia gérnego ograniczenia na wartosci tych wyktadnikow.
Problem ten pozostaje jednak otwarty.
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Abstract

We consider finite sets of matrices E = {A\,A2, mmmA | J such that spectral
radius of each matrix that belongs to such set is less than 1. Then we formulate
the theorem that shows that for such set we can always construct the set E' =
{AjL,A2 ,-mm AT'} (h,h, mmmIn € N) such that spectral radius o this set is less
than 1 (p(E") < 1).



